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《理论 物理 学 教程 》( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 ,是 反 
映 经 典 物理 学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 ， 于 1962 年 获得 列宁 
奖 。 原 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 种 文字 的 分 卷 译本 ， 六 种 文字 的 全 卷 译 本 。 本 
教程 中 的 七 卷 是 由 诺 贝 尔 物 理学 奖 获得 者 、 苏 联 科 学 院 院士 、 伟 大 的 理论 物理 
学 家 帮 . 内. 朗 道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 E. M. 栗 
弗 席 兹 在 20 世纪 40 一 50 年 代 陆 续 编 写 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 楼 弗 席 兹 和 俄 罗 
斯 科学 院 院 士 几 . 中 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 20 世纪 60 一 70 年 代 
编写 完成 ， 后 经 不 断 补充 完善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著 作 。 本 套 教 
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ES 
必 备 参考 书 。 

本 书 是 《理论 物理 学 教程 》 的 第 八 卷 ， 也 是 该 教程 中 朗 道生 前 参与 撰写 的 
最 后 一 卷 ， 书 中 系统 阐述 了 连续 介 bo 电磁 场 理 论 以 及 物质 宏观 电学 和 磁 学 性 
质 的 理论 。 全 书 选材 独到 、 论 述 条 理 清晰 。 内 容 包 括 导体 和 介 电 体 的 静电 学 、 
ee 
力学 、 介 质 内 的 电磁 波及 其 传播 规律 、 空 间 色散 、 非 线性 光学 、 电 磁 波 散射 以 
及 快速 粒子 通过 物质 等 ， 许 多 内 容 为 其 他 书籍 所 少 有 。 本 书 可 作为 理论 物理 专 
业 的 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 教 学 参考 书 ， 也 可 供 科 研 人 员 和 教师 参考 。 
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列 夫 . 达 维 多 维 奇 : 朗 道 (1908 一 1968 ) 理论 物理 学 家 、 苏 联 科学 院 院士 、 
诺 贝 尔 物 理学 奖 获得 者 。1908 年 1 月 22 日 生 于 今 阿 塞 拜 绪 共 和 国 的 首都 巴 库 ， 
父母 是 工程 师 和 医生 。 上 明道 19 罗 从 列宁 格 勒 大 学 物理 系 毕 业 后 在 询 宁 格 勒 物理 技 
术 研 究 所 开始 学 术 生 涯 。1929 一 1931 年 赴 德 国 、 瑞 士 、 和 荷兰 、 英 国 、 比 利 时 、 
麦 等 国家 进修 ， 特 别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 玻 尔 的 指引 。1932 一 1937 年 ， 朗 道 
在 哈 尔 科 夫 担任 乌克兰 物理 技术 研究 所 理论 部 主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏 
联 科 学 院 物 理 问 题 研 究 所 理论 部 主任 。 朗 道 非常 重视 教学 工作 ， 曾 先后 在 哈 尔 科 
夫 大 学 、 莫 斯 科大 学 等 学 校 教授 理论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科普 读物 。 

明道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 
1927 年 朗 道 引入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 矩阵 ; 1930 年 创立 电子 抗 磁性 
的 量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 明道 抗 磁性 ， 电 子 的 相应 能 级 被 称 为 朗 道 能 级 ) ; 
1935 年 创立 铁 磁性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 
相 变 的 一 般 理 论 和 超导体 的 中 间 态 理论 ( 相关 理论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 明道 中 
间 态 结构 模型 ) ; 1937 年 创立 原子 核 的 概率 理论 ; 1940 一 1941 年 创立 液 氨 的 超 
流 理论 ( 被 称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理论 ; 1946 年 创立 等 离子 体 振动 理论 
( 相关 现象 被 称 为 朗 道 阻尼 ) ; 1950 年 与 金 效 堡 一 起 创立 超 导 理 论 ( 金 效 堡 - 朗 道 
唯 象 理 论 ) ; 1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ; 1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液 
体 的 量子 理论 ( 被 称 为 朗 道 费 米 液体 理论 ) 并 提出 了 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 。 

朗 道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院 士 ， 曾 3 次 获得 苏联 国家 奖 ; 1954 年 获 
得 社会 主义 劳动 英雄 称号 ; 1961 年 获得 马克 斯 ， 普 朗 克 奖 章 和 弗 里 茨 . 伦敦 奖 ， 
1962 年 他 与 栗 弗 席 兹 合 著 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同 年 ， 他 因为 对 凝 
聚 态 物质 特别 是 液 氨 的 开创 性 工作 而 获得 了 诺 贝尔 物理 学 奖 。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 
科学 院 院 士 、 荷 兰 皇家 科学 院 院 士 、 英 国 皇 家 学 会 会 员 、 美 国 国家 科学 院 院 士 、 
美国 国家 艺术 与 科学 院 院士 、 英 国 和 法 国 物 理学 会 的 荣誉 会 员 。 








“ 朗 道 十 诫 ” 石 板 ” 


1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆 融 明道 50 图 寿 搬 ， 送 给 他 的 刻 有 上 朗 道 在 物理 学 上 最 重 
要 的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石板 ， 这 10 项 成 果 是 . 
1. 量子 力学 中 的 密度 矩阵 和 统计 物理 学 ( 1927 年 ) 
2. 目 由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 ) 
3. 二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 年 ) 
. 铁 磁性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁 性 的 理论 解释 ( 1935 年 ) 
. 超导体 的 混合 态 理 论 ( 1934 年 ) 
. 原子 核 的 概率 理论 ( 1937 年 ) 
.所 开 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 年 ) 
.基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ( 1954 年 ) 
. 费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 


汪 
5 
6 
7 
8 
9 
1 生 ( 1957 年 ) 





0. 弱 相 互 作用 的 CP 不 变 








“Beccapa6 M. 4. laHnay: CrpaHnubl Xn3HU. MockBa: MockoBCKui pa6odni, 1988. 
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在 《连续 介质 电动 力学 》 的 这 一 版 中 ,修改 了 已 发 现 的 印刷 错误 并 做 出 
了 一 系列 解释 性 补充 , 此 外 , 为 第 126 市 添加 了 一 个 习题 。 

我 谨 感 谢 A. $B. 安 德 烈 耶 夫 、I. EE. 加 洛 辛 斯 基 和 M. HH. 卡 冈 诺 夫 , 感谢 
他 们 对 准备 本 次 再 版 时 出 现 的 问题 的 讨论 。 


开 . 开 . 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1990 年 7 月 


了 路 


第 二 版 序 


本 书 的 第 一 版 是 25 年 前 撰写 的 。 十 分 自然 , 经 过 这 么 长 时 间 之 后 准备 第 
二 版 , 必须 对 全 书 进行 大 量 的 修订 和 补充 。 

不 过 第 一 版 所 选择 的 材料 除 极 少量 之 外 , 直到 现在 依然 没有 过 时 。 因 此 ， 
对 于 这 部 分 内 容 , 我 们 只 作 了 相对 不 大 的 补充 和 改善 。 

但 是 需要 对 本 书 补充 大 量 重 要 的 新 内 容 。 尤其 是 需要 增加 物质 磁性 的 理 
论 和 有 关 光 学 现象 的 理论 ; 在 第 二 版 中 新 增 了 有 关 空 间 色 散 和 非 线性 光学 的 
两 章 。 

本 版 删 去 了 第 一 版 中 有 关 电 磁 涨 落 的 一 章 , 因为 这 部 分 内 容 以 另外 的 方 
式 移 到 了 教程 的 另外 一 卷 一 一 第 九 卷 中 叙述 。 

如 同 在 修订 教程 的 其 他 各 卷 时 一 样 , 我 们 的 科学 同行 们 以 他 们 大 量 的 宝 
贵 建议 帮助 了 本 卷 的 修订 , 这些 同 事 的 人 数 实在 太 多 ,无 法 在 此 一 一 列举 他 们 
的 姓名 。 我 们 谨 对 他 们 致 以 诚 丽 的 感谢 。 对 本 书 修订 提出 特别 多 建议 的 是 B. 
J]. 金 效 堡 , B. 有. 泽 利 多 维 奇 和 B. II. 克拉 依 诺 夫 。 弥 足 珍贵 的 是 , 我 们 能 与 
A. GB. 安 德 烈 耶 夫 , H. E. 加 洛 平 斯 基 和 I. M. 林 弗 席 兹 就 修订 中 出 现 的 问题 
进行 经 常 性 的 讨论 。 对 C. H. 瓦 因 斯 坦 和 了. B. 波 洛 温 在 修订 电磁 流体 力学 
一 革 时 给 予 的 大 力 协 助 , 我 们 要 致 以 特别 的 感谢 。 

最 后 , 我 们 要 感谢 A.C. 波 罗 维 克 -罗曼 诺 夫 ,B. H. 格 里 高 利 耶 夫 和 M. 
MH. 卡 冈 诺 夫 , 他 们 阅读 了 本 书 的 手稿 并 提出 了 一 系列 有 益 的 修改 建议 。 


E. M. 林 弗 席 效 , J. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1981 年 7 月 


第 一 版 序言 


呈献 在 读者 面前 的 《理论 物理 学 教程 了 的 这 一 卷 阔 述 物质 介质 中 的 电磁 
场 理 论 以 及 物质 宏观 电学 性 质 和 磁 学 性 质 的 理论 。 由 本 书 的 目录 可 以 看 出 ， 
它 所 涉及 问题 的 范围 非常 广泛 。 

我 们 在 撰写 本 书 时 遇 到 了 相当 大 的 困难 ,这 些 困难 , 既 与 要 从 浩瀚 的 资料 
中 选取 必要 的 内 容 有 关 , 也 与 通 种 对 本 书 所 包括 的 内 容 的 阐述 缺少 应 有 的 物 
理 清 晰 度 , 而 且 和 常常 售 有 错误 有 关 。 我 们 自己 十 分 清楚 , 本 书 的 阐述 仍然 还 会 
有 许多 缺陷 , 这 些 我 们 打算 在 今后 再 版 时 予以 改正 。 

我 们 感谢 B. JT. 金 效 保教 授 , 他 阅读 了 本 书 手 稿 并 提出 一 系列 有 益 的 建 
议 。 我 们 也 感谢 I. EE. 加 洛 辛 斯 基 和 开 . IT. 皮 塔 耶 夫 斯 基 在 阅读 校 样 时 给 予 
的 帮助 。 


J. 如. 朗 道 , 下. M. 采 上 弗 席 雍 
莫斯科 , 1956 年 10 月 


第 三 版 序言 人 了 
第 二 版 序言 ee 11 
CS iii 
> EC 
第 一 章 ”导体 的 静电 学 .. ...:. ..，.:，，，，，，，，，，，:. .:， 1 
0 1 
人 的 人 村 
63 :前 电学 问题 的 解法 3 和 和 证 六 10 
党 25 
7 38 
第 二 章 ” 介 电 体 的 静电 学 . ........，.. ，:，::..， 45 
06 在 志 作 商 的 静 击 摘 站 人 机 二 二 和 证 A 症 二 风 记 二 人 45 
07 让 电 寅 3 47 
0 59 
89 更 全 物 前 介 昌 带 汪 二 57 
810 电场 内 介 电 体 的 热力 学 关系 式 . 59 
二 63 
82 各 疝 同 性 介 电 休 的 电 禾 伸缩 坟 训 囊 3 和 和 证 训 负 证: 证 入 信 让 67 
813 蜗 体 的 介 电 性 质 让 71 


814 外 韦 党 旺 的 符 生 人 76 


"ls 


826 
827 
828 


第 四 章 
829 
830 
831 
832 
833 
834 
835 
836 


第 五 章 
837 
838 
839 
840 
841 
842 
843 
844 


站 起 人 旬 电 体内 的 吧 办 4 这 守 而 入 第 届 了 78 
回 亲 汐 的 电 办 时 全 证 二 训 二 人 届 通 0 83 
BE :0 ET 可 全 89 
tg Rr 98 
A 102 
让 110 
恒定 电流 SS 人 113 
中 7 人 让 113 
夫人 尔 应 | 证 证 证 118 
0 121 
Md Re a 123 
Ee 125 
当 关 电 观 流 9 126 
温差 中 微观 蓉 避 人 人 5 130 
人 132 
EE 135 
站 135 
恒 : 芝 市 的 源 人 外接 138 
和 旭 东 内 的 区 力 芝 关头 趟 二 人 有 生 人 二 所 和 六 十 全 汪 忆 名 放 146 
磁体 的 总 自 人 149 
由 151 
Se 156 
础 声 肉 的 济 训 计 是 认 和 162 
人 165 
铁 磁 性 与 反 铁 磁性 人 ne de a pe i de vr has 167 
J A a 167 
和 人 170 
类 里 二 附近 的 扶 了 全 让 语 科 全 证 174 
pa 7 1 176 
ey ee 
4 184 
磁 畴 壁 的 表面 张力 nd a A 187 
铁 磁 体 的 磁 畸 结构 a i a a i By en A GAY Tn DN Me WA A AE 195 


第 八 章 
865 
866 
867 
868 
869 
870 
871 
§72 
873 
874 


人 200 
取 : 何 相 变 二 二 首 汪 和 2092 
4 人 体 补 的 江海 人 和 205 
有 里 中 全 三友 0 210 
友基 达 依 的 双人 格 让 214 
了 216 
二 990 
和 293 
:相信 226 
3 Pe 226 
二 228 
| 239 
2) 237 
点 本 的 重生 人 和 和 241 
准 静 态 由 太 $ 二 和 247 
淮 训 不 扬 疮 各 南 愉 机 生 全 和 这 人 届 二 二 区 和 247 
磁 世 笑 六 本体 的 深度 bra O50 
和 260 
准 悦 完 电 这 国 咏 内 的 定 守 证 生 这 的 全 266 
至 信 相 纶 护 检 的 区 动 二 站 271 
的 276 
税 流 体 动 力学 定语 和 280 
0 ye 280 
磁 沪 体 动 太 这 中 的 老 获 过程 二 人 284 
平行 平面 过 间 的 磁 流 林 动 力学 流下 十 和 六 和 二 287 
引入 和 288 
和 人 力 生 人 2992 
闻 世面 = 的 条 作 >、 60 双人 298 
切 向 间断 和 旋转 间断 299 
DE ee rr Rl 304 
De 308 
a 314 


第 天 音 ”电磁 彼 方 种 
ME 
876 运动 介 电 体 的 电动 力学 . : 
077 淖 电 常量 的 色 洲 | 生计 二 计 训 证 生计 
878 非常 高 其 这 时 的 齐 击 澡 王 二 而 导 二 声 友 南 基 出 间 时 及 司 凡 1 全 
879 ” 磁 时 举 的 色散 oi 
C0” 名 入 炙 所 下 的 声 : 二 和 
ft81 -名 拷 介 质证 的 主力 来 时， 
665 六壬 0) 的 全 村 性 六 
883 平面 单 色 波 oer 
864 奖 衣 刘 所 二 二 人 证 冲 外 和 

第 十 章 ”电磁 波 的 传播 ::: :，. :1 
885.， 见 何 光学 室 祝 二 宙 访 i 
I 前 大 让 和 用 昔 生 和 总 乓 评 二 局 滞 遂 必 加 怀 语 癌 尖 二 8。 
4687” 全 局 的 表面 看 搬入 汪 人 二 二 以 刘 语 全 市 家 瑟 晤 是 5 AS 
888 波 在 非 均匀 介质 中 的 传播 .0 
6690， 汪 具 性 原 天 .全 下 的 二 昌 晤 训 生 全 兴起 击 让 必 入 省 二 二 全 二 各 让 证 a 
890” 空 腔 共 振 器 中 的 电磁 握 荡 六 硬是 各 种 训 国 六 放生 贡生 年 大 信人 
891 电磁波 在 波导 中 的 传播 :  .，....,，，-.，-.,，,. 本 
609，. 直 粒子 对 电 往 法 的 裕 负 二 了 
893 ”小 粒子 对 电磁 波 的 吸收 :5 人 
8 . 坟 二 的 人 入 齐 议 汪 十 ee 
0 I 

第 十 一 章 ”各 向 异性 介质 内 的 电磁 波 . . . .........-.....- > 
896 晶体 的 介 电 第 量 ........... a et 和 
897 各 向 异性 介质 内 的 平面 波 .i 本 到 
898 单 轴 蝇 体 的 光学 性 质 . .i 二 
899， 又 回 而 体 的 光学 性 质 训 宇和 
6100 省 沁 内 的 并 折 汪 有 a 
§101 磁 光 效应 


CD WR rd i 人 





第 十 二 章 ， 宇 间 人 色散 2 守卫 让 人 生生 人 +. .443 
5103” 雪 间 色 涂 ， 443 
8$104 自然 旋光 性 448 
8105 非 旋光 性 介质 中 的 空间 色散 .5 Eo 453 
8106 :吸收 线 附 近 的 空间 色 衣 各 达 种 六 国定 汪 古 语 和 全 吉本 调 业 人 455 

第 十 三 章 ” 非 线性 光学 .5 459 
8107 非 线性 介质 中 的 频率 变换 0 459 
8108 非 线 性 介 电 常量 和 461 
68109” 自 珍 焦 二 和 人 66 
6110 三 次 谐 波 的 产生 证 时 入 和 二 定语 计 473 
8111 : 强 电 和 汰 波 478 
8112 : 受 激 拉 曼 散射 人 4892 

第 十 四 章 快速 粒子 穿 过 物质 -.-  --. :，，:，，:，:，，，: ，，:: ，， 485 
8113 快速 粒子 在 物质 中 的 电离 损失 : 非 相 对 论 情 况 . 485 
8114 快速 粒子 在 物质 中 的 电离 损失 : 相对 论 情况 . 491 
8115 声 连 种 夫 护 射 II 498 
8116 0 501 

第 十 五 章 电磁波 的 散射 507 
8117 各 向 同性 介质 中 散射 的 普遍 理论 .-.-.-----.. 07 
8118 色散 的 细致 平衡 原理 5 
§119 频率 变化 小 的 散射 . . . 518 
8120 气体 和 液体 中 的 瑞 利 散射 :5 525 
呆滞 蛋 生 区 二 二 二 人 二 训 罗 导语 市 声 可 本 本 汪汪 和 二 全 丈 局 刘 3 
8122， 液 而 中 的 散 莉 33 
6193 ， 非 西国 体 让 的 区 计 全 和 人 和 下 证 衣 古 间 二 全 攻 人 昌 硬 克 二 5 

第 十 六 章 ”晶体 内 X 射线 的 衍射 27 Bg 
9194 时 人 和 行 时 的 二 省 理 海 二 . ， . 538 
I +. . 545 
8126 义 射 线 的 热 漫 散射 . . .548 


8127 衍射 截面 与 温度 的 关系 | 








"Vi 目 录 


附 水 -曲线 仆 标 对 证 555 
De 2 557 
i i 566 


若干 记号 


电场 强度 和 电感 应 强度 : 忆 和 D 

磁场 强度 和 磁感应 强度 : 互 和 B 

外 电场 强度 和 外 磁场 强度 : 矢量 €, 久 ; 绝对 值 ©, 5 

介 电 极 化 强度 : P 

磁化 强度 : M 

物体 的 总 电 和 矩 和 总 磁 矩 : 多 和 .NM 

介 电 常量 : e 

介 电 极 化 率 : x 

伐 导 率 : 多 

磁化 率 : x 

电流 密度 : 7 

电导 率 : o 

绝对 温度 (能 量 单位 ): TT 

压强 : P 

体积 : V 

热力 学 量 单位 体积 的 ”物体 整体 的 

烂 9 

内 能 
目 由 能 F 

热力 学 势 中 
化 学 势 C 

复数 时 间 周 期 因子 都 取 为 ew? 

体积 元 : dV 或 daz; 面积 元 : df 

全 书 采 用 通常 的 矢量 和 张 量 求 和 法 则 , 三 维 矢量 和 张 量 的 角 标 (拉丁 字 

母 ) 或 二 维 矢量 和 张 量 的 角 标 (希腊 字母 ) 重复 出 现 两 次 即 表 示 求 和 。 


Ci 
Ss NA 











若干 记号 
在 引用 本 教程 其 他 各 卷 的 章节 与 公式 时 , 给 出 的 卷 号 对 应 的 书 名 为 : 
第 一 卷 :《 力 学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 
第 二 卷 :《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 三 卷 :《 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, 俄 文 第 六 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 四 卷 :《 量子 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 五 卷 :《 统计 物理 学 I》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 六 卷 :《 流体 动力 学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 七 卷 :《 弹性 理论 , 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 九 卷 :《 统计 物理 学 I (凝聚 态 理论 )》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 二 版 ; 
第 十 卷 :《 物理 动 理学 》, 俄 文 第 二 版 , 中 文 第 一 版 。 


81 导体 的 静电 场 


宏观 电动 力学 的 对 象 是 研究 充满 物质 的 空间 内 的 电磁 场 . 和 任何 宏观 理 
论 一样 , 电动 力学 处 理 的 物理 量 是 对 “物理 无 限 小 ”体积 元 所 求 得 的 平均 值 ， 
而 对 于 因 物 质 分 子 结构 而 引起 这 些 物 理 量 的 微观 变化 不 感 兴 趣 . 例如 , 不 用 电 
场 强度 的 实际 “微观 " 值 e, 我 们 将 要 人 研究 的 是 其 平均 值 , 这 个 平均 值 表示 为 


Ee=E. (1.1) 


对 真空 内 电磁 场 方程 求 平均 值 , 就 得 到 连续 介质 电动 力学 的 基本 方程 . 这 
种 从 微观 方程 变换 到 宏观 方程 的 方法 , 是 由 H. A. 党 伦 效 和 站 先 提 出 的 (H. A. 
洛 伦 效 , 1902). 

宏观 电动 力学 方程 的 形式 及 其 所 含 物理 量 的 意义 , 主要 决定 于 介质 的 物 
理性 质 以 及 场 随时 间 变 化 的 特性 . 因此 , 分 别针 对 每 一 类 物理 对 象 推导 和 人 研究 
这 些 方程 是 很 合理 的 . 

大 家 知道 , 所 有 的 物体 按照 它们 的 电学 性 质 可 分 成 两 大 类 一 一 导体 和 介 
电 体 , 前 者 与 后 者 的 区 别 是 : 任何 电场 均 在 导体 内 引起 电 集 运动 , 即 产 生 电 
流 品 . 

我 们 从 研究 带电 导体 所 产生 的 恒定 电场 开始 (导体 的 静电 学 ). 首先 从 导 
体 的 基本 性 质 可 知 , 在 静电 学 的 情况 下 , 导体 内 电场 强度 必须 等 于 零 . 实际 上 ， 


@ 此 处 假定 导体 是 均匀 的 ( 指 成 分 、 温度 等 ). 如 后 文 将 看 到 的 , 在 不 均匀 导体 内 可 
能 存在 电场 , 但 不 会 引起 电 丛 运 动 . 
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不 为 零 的 电场 强度 五 将 引起 电流 的 产生 ; 而 且 电 流 在 导体 内 流动 要 引起 能 量 
损耗 ,因而 目 身 (没有 外 加 电源 ) 不 能 维持 定常 状态 . 

由 此 可 知 , 导体 中 的 全 部 电荷 应 该 分 布 于 导体 表面 , 因为 导体 内 部 如 果 存 
人 全 必然 在 导体 内 产生 电场 外 ; 电荷 在 导体 表面 的 分 布 可 以 这 样 实现 , 使 

这 些 电 和 荷 在 导体 内 部 产生 的 电场 互相 抵消 . 

因此 , 导体 静电 学 的 任务 就 归结 为 确定 导体 外 真空 中 的 电场 和 确定 电 葵 
在 导体 表面 的 分 布 . 

在 不 十 分 徘 近 导体 表面 的 各 点 处 , 真空 内 的 平均 电场 五 事实 上 和 实际 电 
0 只 在 离 导 体 很 近 处 , 因 仍 有 不 规则 分 子 场 的 影响 , 这 两 个 量 才 有 差 


别 . 但 是 , 后 一 情况 并 不 影响 平均 场 方程 的 形式 . 真空 中 精确 的 微观 麦克 斯 韦 
方程 是 

dive = 0, (2) 

rote = Se (1.3) 


( 式 中 hh 为 微观 磁场 强度 ). 因为 假定 平均 磁场 不 存在 , 因而 导数 6h/6t 经 过 平 
均 后 变 成 零 ; 于 是 我 们 得 到 真空 内 恒定 电场 满足 通常 的 方程 : 


由 玉生 山王 Glsd) 
亦 即 电场 是 电势 为 yq 的 有 势 场 , 电势 和 电场 强度 的 关系 为 
五 = 一 grad w， (1.5) 


并 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 : 
Ap =0. (1.6) 


电场 五 在 导体 表面 上 的 边界 条 件 可 从 方程 rot B == 0 得 出 , 这 个 方程 (和 
初始 方程 (1.3) 一 样 ) 在 导体 外 和 导体 内 都 同样 正确 . 我 们 选择 导体 表面 某 一 
点 的 法 线 方向 为 z 轴 . 于 是 在 紧邻 导体 表面 处 , 电场 分 量 Bs 达到 非常 大 的 值 
(由 于 在 很 小 的 距离 上 存在 一 有 限 电势 差 )， 这 个 很 大 的 场 是 导体 表面 的 一 种 
性 质 , 并 且 决 定 于 导体 表面 的 物理 特性 , 但 和 我 们 所 研究 的 静电 学 问题 没有 关 


系 , 因为 它 在 相当 于 原子 距离 的 范围 内 已 迅速 减 小 . 重要 的 是 , 如 果 蛙 体 表面 
人 5 











是 均匀 的 , 虽然 忆 , 本身 会 变 成 无 穷 大 , 党 仍 保持 
有 限 值 . 因此 , 由 I 
LR 
(rot 五 )z 一 Oy Bz 0 


QO@ 这 由 下 面 导出 的 方程 (1.8) 可 清楚 地 看 出 . 
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可 知 , 是 有 限 的 . 这 表明 , 在 导体 表面 上 太 , 是 连续 的 (因为 的 不 连续 


表明 导数 ~ 变 为 无 穷 大 ) 同样 玉 也 是 如 此 , 然而 因为 在 导体 内 总 有 = 0 
所 以 我 们 得 到 的 结论 是 : 在 导体 表面 上 , 外 电场 的 切 向 分 量 必须 为 零 


由 此 可 见 , 在 导体 表面 的 每 一 点 处 , 静电 场 应 垂直 于 导体 表面 ， 因 为 E = 
一 grad yp, 这 表明 在 每 一 给 定 导 体 的 全 部 表面 上 , 电势 应 为 常数 . 换 句 话说 , 均 
匀 导 体 表面 是 静电 场 的 等 势 面 . 

垂直 于 导体 表面 的 电场 分 量 和 分 布 于 导体 表面 的 电荷 密度 之 间 存 在 一 个 
非常 简单 的 关系 , 这 关系 可 从 普遍 电动 力学 方程 dive = 4rp 得 出 , 这 个 方程 
在 平均 后 给 出 

div E = 4r7 (1.8) 

其 中 五 是 平均 电荷 密度 . 大 家 知道 , 这 方程 的 积分 形式 表明 , 通过 闭合 表面 的 
电场 通 量 等 于 闭合 面 所 包围 的 体积 内 的 总 电荷 乘 以 4x. 把 这 定理 应 用 到 无 限 
靠近 的 两 个 单位 小 面积 所 包围 的 体积 元 上 (两 个 单位 小 面积 从 两 侧 贴近 导体 
表面 ), 并 考虑 到 在 内 侧 的 小 面积 上 = 0, 于 是 得 到 ,= 4no, 式 中 o 是 电荷 
的 面 密度 , 也 就 是 导体 表面 单位 面积 上 的 电 倚 . 因此 , 导体 表面 的 电荷 分 布 由 
下 式 给 出 


本 bp 
i Wy 
( 沿 导 体 表面 的 外 法 线 方向 取 电 势 的 导数 ). 导体 上 总 电荷 为 
__l1/or 
Ce df (1.10) 


其 中 积分 对 导体 全 部 表面 进行 . 

所 有 静电 场 内 的 电势 分 布 都 具有 以 下 引 人 注 目的 性 质 : 努 男 数 p(z, yz) 
只 在 电场 区 域 的 边界 上 有 极 大 值 或 极 小 值 . 这 个 定理 也 可 表述 成 这 样 的 说 法 : 
市 到 电场 内 的 试验 电荷 e 不 可 能 保持 稳定 平衡 , 因为 在 电场 内 没有 任何 一 点 
处 的 势能 ep 是 极 小 值 . 

这 个 定理 的 证 明 非 常人 简单. 例如 , 我 们 假设 在 某 一 点 4 处 (不 在 场 的 边界 
上 ) 电势 有 极 大 值 . 于 是 我 们 可 以 用 一 个 很 小 的 封闭 面 把 4 点 包围 起 来 , 在 封 


闭 面 上 各 处 法 向 导数 这 < 0, 因而 对 这 个 表面 的 积分 / 2d1 < 二 各 证 清洁 


拉 普 拉 斯 方程 
站 要 
| Bf= | aAvav =0, 
与 假设 相 巴 盾 , 故 问题 得 证 . 
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现在 我 们 来 计算 带电 导体 静电 场 的 总 能 量 多 号: 
二 2 
Ye /5 dV, (2.1) 
其 中 积分 对 导体 外 的 全 部 空间 进行 . 用 以 下 方式 变换 这 个 积分 : 
Ye -Bsadvdy = -i /div(pEJdV+ | vaiv Eav 


由 于 (1.4) 式 , 右 计 第 二 个 积分 变 为 零 , 而 第 一 个 积分 可 以 变换 成 对 包围 场 的 
导体 表面 和 对 无 限 远 表 面 的 积分 . 但 是 , 由 于 场 在 无 穷 远 处 育 减 得 相当 快 ， 
而 后 一 个 面积 分 变 成 零 (此 处 假设 yp 中 任意 常数 选择 得 使 无 穷 远 处 p = 0). 
用 下 角 标 a 编号 导体 , 并 用 wo 标记 每 个 导体 上 恒定 电势 值 , 于 是 得 到 包 


1 1 
Y= 二 于 几 pPd1 = 机 并 wo mdf 
最 后 , 根据 (1.10) 式 引 入 导体 总 电荷 eo, 最 终 得 到 表达 式 
1 
Wa 3 2 ep (2.2,) 


和 点 电 答 系统 的 能 量 表达 式 类 似 . 

导体 的 电荷 和 电势 不 可 能 同时 以 任意 方式 给 定 , 它们 之 间 存 在 确定 的 关 
系 . 由 于 真空 内 的 场 方 程 是 线性 和 齐 次 的 , 因而 这 种 关系 也 必须 是 线性 的 , 亦 
即 可 用 以 下 形式 的 关系 式 表示 : 


= 3 Cop po; (2.3) 


其 中 量 Cs。 、Cub 具有 长 度量 纲 并 依赖 于 导体 的 形状 和 导体 之 间 ee 
量 C。。 称 为 电容 系数 , 而 量 Co (a 关 0) 称 为 静电 感应 系数 . 特别 是 , 如 果 总 共 

只 有 一 个 导体 , 则 e = Cy, 其 中 C 是 电容 ; 电容 的 数量 级 和 导体 线性 尺度 相 
同 用 电 倚 表示 电势 的 逆 表 达 式 是 


eC (2.4) 
b 


@ 电场 平方 E? 并 不 等 于 导体 表面 附近 以 及 导体 内 (其 中 瑟 =0, 但 自然 有 e2 地 0) 
的 实际 场 的 方 均值 . 在 计算 积分 (2.1) 时 , 我 们 因此 略 去 了 不 感 兴 趣 的 导体 的 内 能 和 电 
人 荷 与 导体 表面 的 亲 和 能 . 

@ 此 处 和 下 面 在 将 体积 分 变换 为 面积 分 时 必须 注意 , En 是 导体 外 法 线 方向 的 电 
场 分 量 , 这 个 方向 和 进行 体积 分 的 区 域 ( 即 导体 外 空间 ) 的 外 法 线 方向 相反 .因此 , 在 变 
换 时 积分 的 正 负 号 改变 
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ol 


式 中 系数 Ci 所 组 成 的 矩阵 是 系数 Co 所 组 成 的 矩阵 的 逆 和 矩阵 . 
现在 来 计算 当 导 体系 统 中 的 电 丛 或 电势 发 生 无 穷 小 变化 时 系统 能 量 的 变 
化 . 对 初始 方程 (2.1) 作 变 分 , 我 们 得 到 


oY = /BoB 
4 


这 个 表达 式 可 以 用 两 种 等 价 方法 进一步 变换 . 代 人 五 = -gradw, 并 注意 到 变 
分 场 和 初始 场 一 样 满 足 方程 (1.4) (因而 div5E = 0), 于 是 我 们 有 


5Y = -去 / aaay ‘OEdV 
4 


1 1 
一 ”一 一 一 ] 本 a OE,d ? 
x /divsmdr 人 ¢ 站 


= > de (2.5) 


也 就 是 我 们 得 到 用 电荷 变化 所 表示 的 能 量变 化 . 但 是 显而易见 , 这 结果 也 就 是 
将 无 穷 小 电荷 se 从 无 穷 远 处 (该 处 电势 等 于 零 ) 移 到 给 定 导 体 上 所 必须 做 的 
功 . 

另 一 方面 , 可 以 写 出 


0 = -去 /sradapd 
1 . | 
= 1 div( 五 Sp)dV = 2 ¢ Endj, 


或 者 写成 
0 (2.6) 


也 就 是 能 量变 化 可 用 导体 电势 变化 表示 . 


公式 (2.5) 和 (2.6) 表明 , 将 能 量 对 电荷 量 求 微 商 , 我 们 就 得 到 导体 的 
电势, 而 多 对 电势 的 导数 给 出 电荷 量 : 


9 0 
Be Opa 


男 一 方面 , 电势 和 电荷 互 为 线性 函数 . 利用 (2.3) 式 , 我 们 有 


OY De 
OpaoOmp Opa 


es (2.7) 
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改变 微分 次 序 , 我 们 得 到 Cs. 由 此 可 见 ， 

Cs 6%, (2.8) 
(同样 地 , 有 Cl = C1). 于 是 能 量 人 可 以 表示 成 电势 或 电荷 的 二 次 式 : 


1 1 < 
Y = S 2 (pe 5 2 0% euep. (2.9) 


这 个 二 次 式 和 初始 表达 式 (2.1) 一 样 , 必须 是 正定 的 . 从 这 一 条 件 可 导出 
系数 Cas 所 满足 的 各 种 不 等 式 . 特别 是 , 全 部 电容 系数 都 是 正 的 : 


Coa >0 (2.10) 


(以 及 30)© 
相反 地 , 全 部 静电 感应 系数 都 是 负 的 : 


Cs <0 (a#0). (2.11) 


从 下 面 简单 论证 中 已 可 以 明显 地 看 出 这 种 情况 . 假设 除 其 中 第 a 个 导体 外 ， 
全 部 导体 一 律 接地 , 也 就 是 说 , 它们 的 电势 都 等 于 零 . 于 是 由 第 a 个 带电 导体 
在 某 一 导体 5 上 所 感 生 的 电 集 等 于 es = Cbapa. 感 生 电 人 向 的 正 负 号 和 感应 电 
势 的 正 负 号 相反 , 因而 Ca < 0. 根据 静电 场 电 势 在 导体 外 不 可 能 达到 极 大 值 
和 极 小 值 , 可 以 更 严格 地 证 明 这 一 点 . 例如 , 假设 唯一 未 接地 的 导体 的 电势 为 
pa > 0. 于 是 在 全 部 空间 内 电势 也 将 是 正 的 ， a 电势 才 达 到 最 


小 值 ( 零 值 ). 由 此 得 出 , 在 接地 导体 表面 ， 电势 的 法 向 导数 并 是 正 的 ， 而 按照 


(1.10) 式 , 它们 的 电荷 是 负 的 . 

根据 类 似 考虑 , 可 以 确认 Cl > 0. 

导体 的 静电 场 能 量具 有 某 种 极 值 的 性 质 , 这 性 质 与 其 说 是 物理 特征 , 址 宁 
说 是 一 种 形式 性 的 特征 . 为 了 导出 这 种 性 质 , 我 们 想象 导体 上 的 电荷 分 布 发 生 
了 一 无 穷 小 变化 (但 每 个 导体 的 总 电 集 不 变 ), 因而 电信 也 有 可 能 沙 入 导体 的 
内 部 ; 这 时 我 们 暂且 不 管 这 种 电 集 分 布 实 际 上 不 可 能 是 稳定 的 . 现在 我 们 来 研 
究 积 分 

Y = /ar 


的 相应 变化 , 这 个 积分 现在 必须 扩展 到 全 空间 , 包括 导体 本 身 的 体积 在 内 ( 因 
©@ 我 们 也 可 以 证 明 , 在 (2.9) 式 为 正 值 的 条 件 中 还 出 现 不 等 式 : CoaCu > C2.， 


82 ”导体 的 静电 场 能 量 7. 
为 电 集 移动 以 后 , 电场 五 一 般 说 来 在 导体 内 部 也 不 为 零 ). 我 们 写 出 
8Y = -去 / srad eSEdv 
= | div(p8E)dV + | pdiv SEdV, 


其 中 第 一 个 积分 变换 成 对 无 穷 远 表面 积分 以 后 成 为 零 . 在 第 二 个 积分 内 , 由 于 
(1.8) 式 , 我 们 得 到 div 5E = 4r87, 因此 ， 


0Y = | wapav 


但 是 , 如 果 w 对 应 于 真实 的 静电 场 的 势 , 这 个 积分 为 零 , 因为 在 这 种 情况 下 在 
每 个 导体 内 部 , p = 常数 , 而 积分 / 55dV 对 导体 的 全 部 体积 积分 后 等 于 零 


为 导体 的 总 电 答 保持 不 变 . 

由 此 可 见 , 和 电荷 沿 导体 体积 作 其 他 任何 分 布 时 所 产生 的 电场 能 量 比 较 ， 
真实 的 静电 场 能 量 为 极 小 值 由 (汤姆 孙 定 理 ). 

具体 地 说 , 从 这 个 定理 可 以 得 出 这 样 的 结果 : 将 不 带电 的 导体 引入 给 定 电 
和 荷 (带电 导体 ) 的 电场 内 , 则 使 电场 总 能 量 减 小 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 要 比 
较 一 下 未 带电 导体 引入 后 所 建立 的 真实 电场 能 量 和 相应 于 被 引入 导体 上 不 存 
在 感 生 电 荷 时 的 虚 电 场 能 量 就 足够 了 . 第 一 种 能 量 因为 是 可 能 的 极 小 值 , 所 以 
小 于 第 二 种 能 量 , 而 后 者 则 和 原来 电场 能 量 相 等 (因为 不 存在 感 生 电 答 , 电场 
“ 透 入 导体 内 部 而 无 任何 变化 ). 这 一 结果 也 能 够 表述 成 男 一 种 形式 : 离 电荷 
系统 很 远 的 不 带电 导体 , 会 受到 电荷 系统 的 吸引 . 

最 后 可 以 证 明 , 移入 静电 场 内 的 导体 (市 电 的 或 不 市 电 的 ) 仪 在 电力 作用 
下 一 般 不 可 能 处 于 稳定 平衡 . 这 个 论断 推广 了 前 一 节 末 尾 所 证 明 的 点 电 答 的 
相似 定理 ; 联合 使 用 点 电荷 的 这 个 定理 和 汤姆 孙 定 理 , 就 可 以 得 出 这 种 论断 ; 
我 们 在 这 里 不 准备 对 此 作 相 应 讨论 . 

用 公式 (2.9) 来 计算 各 个 导体 彼此 分 开 有 限 距离 的 导体 系统 的 能 量 是 非 
第 方便 的 . 但 是 , 要 计算 处 于 均匀 外 电场 E (可 以 想象 为 由 无 穷 远 处 电 答 所 产 
生 的 ) 中 的 未 带电 导体 的 能 量 , 则 和 需要 作 特 别 研究 . 根据 (2.2) 式 , 这 一 能 量 等 
于 多 = eyp/2, 其 中 e 是 产生 电场 的 远 处 电荷 , 而 2 是 所 研究 导体 在 电 人 向 e 所 
在 点 处 所 产生 的 电势 (从 内 消去 了 电荷 e 在 其 自身 产生 的 场 内 的 能 量 ， 
为 它 与 我 们 要 计算 的 导体 能 量 无 关 ). 导体 的 电荷 虽然 等 于 零 , 但 在 外 电场 作 
用 下 , 导体 得 到 电 偶 极 矩 , 我 们 用 多 表示 它 . 大 家 知道 , 电 偶 极 子 在 离 其 很 大 

@ 在 此 我 们 就 不 给 出 证 明 我 们 所 指 的 确 是 极 小 值 而 不 是 一 般 的 极 值 的 简单 论证 
可 5 
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距离 7 处 的 场 势 是 y= 儿 .r/r3. 因此 
Y= > 
但 是 -er/r3 正 是 电荷 e 所 产生 的 电场 强度 @. 所 以 
WY = -39 (0:12) 


因为 所 有 场 方程 都 是 线性 的 , 因而 十 分 显然 , 偶 极 矩 多 的 分 量 是 电场 强 

度 & 的 分 量 的 线性 函数 . 多 和 ECE 间 比 例 系数 的 量 纲 是 长 度 的 立方 , 因而 和 导 
体 体 积 成 正比 : 

Hi = V Aik Ck, (313) 


式 中 系数 aik 只 与 导体 的 形状 有 关 . Vaix 的 总 体 组 成 一 个 张 量 , 称 为 物体 的 
极 化 张 量 . 这 个 张 量 是 对 称 的 : aik = au (这 一 论断 的 证 明 在 811 中 给 出 ). 相 
应 地 , 能 量 (2.12) 可 以 写成 下 列 形式 : 


YW = Vo (2.14) 


习 融 
. 试用 系数 Cub 表示 由 两 个 所 带电 荷 分 别 为 士 e 的 导体 的 互 电 容 C. 
和 两 个 导体 的 互 电 容 定 义 为 下 列 关 系 式 中 的 系数 : 
e= C0C(p2 — Pp1), 
于 是 导体 系统 的 能 量 用 C 表示 为 多 二 e2/2C. 和 (2.9) 式 比较 , 我 们 得 到 


0 .D0 0 EE 二 这 

2. 设 点 电荷 e 位 于 接地 导体 系统 附近 的 O 点 处 , 并 在 这 些 导体 上 感 生出 
电荷 ea 如 果 电 荷 e 不 存在 , 而 其 中 一 个 导体 (第 a 个 ) 的 电势 为 p' (其 余 导 
体 仍 接地 ), 则 在 O 点 处 的 势 为 pl. 试用 六 和 pl 表示 电荷 eo. 

解 : 如 果 叶 体 上 的 电荷 ea 使 导体 得 到 电势 wa, 而 电荷 e' 使 导体 得 到 电 
势 p', 则 从 (2.3) 式 可 知 : 


> Wee > VoD GA = > pr ea. 
a a,b a 


我 们 把 这 一 关系 式 应 用 到 由 所 有 导体 和 一 个 点 电荷 e (把 后 者 看 作 小 线 度 导 
体 的 极限 情况 ) 所 构成 系统 的 两 种 状态 . 在 一 种 状态 中 有 电荷 e, 导体 上 电荷 
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为 Ca, 电势 为 (Pa 一 0. 在 另 一 种 状态 中 ， 电荷 e:= 0, 但 有 一 个 导体 的 电势 为 
Ya 天 0. 于 是 得 到 ep6 十 eap4 = 0, 由 此 得 


epb 
Ca 一 一 。 


pa 





例如 , 若 电荷 e 至 半径 为 a 的 接地 导体 球 中 心 的 距离 为 7 (7> a), 则 ph = pl 
而 在 球 上 感 生 的 电荷 为 网 
oe 
作为 另 一 个 例子 , 我 们 来 研究 两 个 接地 的 半径 分 别 为 a 和 上 5b 的 同心 球 间 
的 电荷 e (电荷 在 离 球 心 了 处, 而 且 &Q<7r<< 叫 . 若 外 球 接 地 ,而 内 球 充电 到 电 
势 为 po, 则 在 距离 7 处 的 电势 等 于 
1 人 
的 一 内 入 六 


因此 , 电 有 有 e 在 内 球 上 感 生 的 电荷 等 于 





a(b—7) 
0 “rb—a) 
同 理 , 在 外 球 上 感 生 的 电荷 为 
a bl) 
ey 


3. 设 有 电容 分 别 为 C1 和 Cs 的 两 个 导体 相隔 距离 为 7, 而 7 大 于 导体 本 
身 的 线 度 . 试 确定 系数 Coo. 

解 : 若 导 体 1 带 的 电荷 为 el, 导体 2 不 带电 , 则 在 初次 近似 下 , pl = 
pa = 工 ; 这 里 我 们 略 去 了 导体 2 上 的 电场 变化 和 它 的 极 化 强度 . 于 是 CT = 


a 


,0 寻 = =, 类似 地 , C 寻 = 广 . 由 此 求 得 系数 Cos 为 ® 
C1 r Co 








7) 


; Cn= 0 (1+ Se 
Tr 


CC C1C 
cu =G (1+ 二 ) Oe 


4. 试 确定 圆 截面 细 导 线 做 成 的 圆 环 的 电容 CO ( 环 半径 为 5, 导线 截面 的 半 
径 为 a, 而 0 六 oa). 
@ 在 一 般 情况 下 , 展开 式 的 后 续 项 比 前 面 写 出 的 项 高 一 次 罕 (对 - 而 言 ). 但 是 , 若 


把 r+ 看 成 是 两 个 导体 的 “电荷 中 心 ” 间 的 距离 (对 球 为 几何 中 心间 的 距离 ), 则 后 续 项 的 
窜 次 将 高 2. 
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解 : 由 于 圆 环 很 细 , 在 它 表 面 附近 的 电场 和 由 同样 的 电荷 分 布 于 圆 环 轴 
线 上 所 产生 的 电场 相等 (这 对 于 直 圆柱 体 是 精确 的 ). 因此 圆 环 电势 为 


© 
0 
其 中 7 是 环 面 上 给 定点 至 其 轴线 元 dl 的 距离 , 积分 对 轴线 进行 . 我 们 把 积分 


A 其 中 人 A 是 这 样 一 个 距离 , 即 pe Ee 
在 r < 人 时, 可 以 假设 圆 环 的 这 一 段 是 直线 , 因而 


) a | 
XR FA a 
在 区 域 > A 内 , 可 以 略 去 导线 厚度 不 计 , 也 即 是 假设 7 就 是 圆 环 轴线 上 两 点 


间 的 距离 . 于 是 
| = 2 0 = —21ntan 一 dl 
ee 2bsin(p/2) 4 


式 中 是 弦 r 对 环 心 所 张 的 角 , 而 积分 下 限 由 2bsin ( 字 一 人 得 出 ,由 此 得 到 
on 将 积分 的 两 部 分 相 加 , 量 人 自动 消去 , 最 后 得 到 国 环 电容 C= 二 
的 表达 式 





To 
3 In(86/a) 


83 静电 学 问题 的 解法 


在 各 种 表面 上 给 定 边 界 条 件 下 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 普遍 方法 , 是 由 数学 
物理 的 有 关 章 世人 研究 的 ， 详细 叙述 这 些 方法 不 是 我 们 的 目的 . 在 本 节 中 , 我 们 
只 限于 指出 一 些 比 较 简 单 的 方法 和 求解 一 些 有 独立 意义 的 典型 问题 &. 

1. 镜像 法 确定 处 于 充满 了 半空 间 的 导电 介质 之 外 的 一 个 点 电荷 e 所 产 
生 四 是 罗 是 应 用 所 谓 镜 像 法 的 最 简单 的 例子 . 这 个 方法 的 基本 思想 是 选择 

这 样 一 些 附 加 的 虚 点 电荷 , 使 给 定 导 体 的 表面 与 这 些 虚 点 电荷 和 给 定 实 电 葵 
一 起 产生 的 电场 的 一 个 等 势 面 重合 .在 现在 的 情况 下 要 做 到 这 点 , 可 设想 在 位 
”“”@ 许 多 比较 复杂 问题 的 解法 , 可 参阅 W. R. 斯 迈 思 的 书 和 T 了 . A. 格林 伯 格 的 专著 ; 
W. R. Smythe: Static and Dynamic Blectricity (1954) (中 译本 : 斯 迈 思 . 静电 学 和 电动 力 
学 (上 、 下 册 ). 戴 世 强 , 译 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1981，1982); Po Tn 4. M36paHHpie 


BOIIPOCLI MATEMATHYUECKOV TEOPHWYH 3JTeKTPHdecKHX WM MarHHTHDIX ABAEHUW — M.: 3. 


AH CCCP, 1948. 
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于 点 e 的 导电 介质 边界 平面 的 镜面 反射 点 放 上 虚 电 荷 e' = -e. 电荷 e 和 它 的 
< 镜像 ec 所 产生 的 电势 为 
p=e(>- 广 )， (3. 1) 
7 7 


其 中 7 和 7 分别 为 观测 点 至 点 电荷 e 和 e' 的 距离 . 在 边界 平面 上 ”> = 7, 因 
而 电势 具有 恒定 值 p = 0, 于 是 必要 的 边界 条 件 实际 上 已 被 满足 , 故 (3. 1) 式 给 
出 了 所 提问 题 的 解 . 我 们 注意 到 , 电荷 e 被 吸 向 导体 的 力 为 e?*/(2a》 (镜像 力 )， 
而 相互 作用 能 等 于 -e2/(4q. 

点 电 集 e 所 感 生 的 面 电 集 在 边界 平面 上 的 分 布 , 由 下 式 得 出 : 


1 Ow| e a 
(7 一 一 二 ”一 一 一 一 号 3 
4r On| 2T 73 (9 


式 中 , a 是 电荷 至 平面 的 距离 . 容易 证 明 ， ee 界 平 面 上 的 总 电荷 等 于 


faaf 一 一 6， 

正 是 应 得 到 的 结果 . 

其 他 电荷 在 原来 不 市 电 的 绝缘 导体 上 所 感 生 的 总 电荷 ,不 言 而 喻 , 仍然 等 
于 零 . 因此 , 在 现在 情况 下 , 如 果 导 电介质 (实际 上 是 大 导体 ) 是 绝缘 的 , 则 必 
须 设想 , 除 电 倚 -e 外 , 还 感 生出 了 电信 +e, 但 由 于 后 者 分 布 在 很 大 的 导体 表 
面 上 , 因而 其 电 傈 密度 几乎 为 零 . 

其 次 , 我们 来 研究 一 个 更 为 复杂 的 问题 , 即 球形 导体 附近 的 点 电信 e 所 产 
生 的 电场 . 要 解决 这 个 问题 , 我 们 使 用 下 面容 易 用 直接 计算 证 明 的 结果 . 两 个 
点 电荷 e 和 -e' 所 产生 的 电势 





C C 


En 


在 半径 为 RR 的 球面 上 变 为 零 , 这 个 球面 的 球 心 在 连接 e 和 e' 连 线 的 延长 线 
上 , 球 心 至 这 些 点 电荷 的 距离 分 别 为 1 和 1', 而且 1, 1, RR 满足 等 式 1/1' = 
(eR 

首先 假设 , 球形 导体 保持 等 势 状 态 pp = 0 ( 球 接地 ). 于 是 距离 球 心 为 ! 的 
点 电荷 e (在 图 1 中 4 点 处 ) 在 








和 荷 e 和 放 在 球 内 (4 点 ) 距离 球 心 为 的 虚 电 荷 一 e/ 所 组 成 的 系统 产生 
的 电场 相同 , 而 且 ， 
js d= (3. 3) 
这 个 场 的 电势 为 
p=-—5 (3.4) 
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(7 和 7 如 图 1 所 示 ). 这 时 在 球面 上 感 生出 不 为 零 的 总 电荷 等 于 -e.， 电 人 稚 和 
球形 导体 的 相互 作用 能 等 于 


WY (3. 5) 


电 答 被 吸 向 球 的 力 为 





图 1 


如 果 球 形 导 体 保 持 总 电 集 等 于 零 ( 球 被 绝缘 , 并 不 市 电 ), 则 必须 再 引进 一 
个 虚 电 和 荷 , 使 球面 上 所 感 生 的 总 电 人 向 等 于 零 , 同时 不 应 破坏 球面 上 电势 不 变 的 
条 件 . 把 电荷 +e' 放 在 球 心 上 就 可 以 做 到 这 点 . 这 样 一 来 , 所 求 电场 势 由 下 式 
得 出 : 


和 (3.6) 
7 人 TO 
这 种 情况 下 的 相互 作用 能 是 
ee’ /1 1 e2R’ 
&% -学 (站 ) = a Ry G9 


最 后 , 硅 电 信 e 在 导电 介质 内 的 球形 空 腔 内 (图 1 的 4 点 处 ), 则 空 腔 内 
的 电场 将 和 电 和 集 e 及 其 在 球 外 4 点 处 “镜像 ”所 产生 的 电场 相等 (和 导体 接地 
或 被 绝缘 无 关 ): 
2 一 ， (3. 8) 
2. 反 演 法 有 这 样 一 种 简单 方法 , 它 使 我 们 在 许多 情况 下 可 以 根据 一 个 
静电 学 问题 的 已 知 解答 求 出 另 一 个 问题 的 解答 . 这 种 方法 的 基础 是 拉 普 拉 斯 
方程 对 确定 的 变量 变换 的 不 变性 . 
在 球 坐 标 系 下 , 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 为 
1 0 (有 


1 
my hh fe a 
r2 Or + 高 or , 
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式 中 An 表示 拉 普 拉 斯 算 符 的 角度 部 分 . 容易 证 明 , 如 果 按 照 下 式 


R? 


用 新 变量 ” 代 换 原来 的 变量 7 ( 称 为 反 演 变换 ), 同时 用 满足 下 式 的 yp' 代 换 未 
知 浮 数 po， 


本 
TT 


= 3.10 
P= BP (3.10) 


其 中 R 是 量 纲 为 长 度 的 常量 ( 即 反 演 半 径 ), 则 上 述 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 仍然 
不 变 . 因此 , 知 曙 数 p(7) 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 则 也 数 


R /R? 
2 (7)= 9 ( 玻 ") (3.11) 


也 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 

假设 我 们 已 知 由 具有 同一 电势 po 的 导体 系统 与 一 个 点 电 千 系统 所 产生 
的 静电 场 问题 的 解 . 电势 p(7) 通常 是 这 样 确定 的 , 即 让 其 在 无 穷 远 处 为 零 . 但 
是 , 我 们 现在 以 在 无 穷 远 处 趋 于 -wo 来 确定 wp(7); 于 是 在 导体 上 p = 0. 

现在 我 们 来 前 明 , 什么 样 的 静电 学 问题 可 以 利用 变换 后 的 消 数 (3.11) 解 
出 . 首先 , 改变 所 有 延展 性 导体 的 形状 及 其 相互 位 置 . 于 是 导体 表面 上 电势 不 

变 的 边界 条 件 自动 得 到 满足 , 因为 p = 0 时 , yp' 也 将 等 于 零 . 其 次 , 改变 所 有 点 

电 答 的 位 置 及 其 数值 .于 是 在 点 ro 处 的 电荷 移 到 点 m = (BR2/ra)ro 处 ,并 得 到 
电 集 e', 这 个 电量 可 用 以 下 方式 求 出 . 当 7 一 ro 时 , 电势 p(7) 按照 p = e/|lsr| 
的 规律 变 成 无 穷 大 , 其 中 8r =7 一 70. 另 一 方面 , 对 关系 式 7 = (R2/r“)r' 求 微 
分 , 我 们 发 现 , 小 差 值 sr 与 sr' = 7 一 mh 的 绝对 值 之 间 存 在 下 列 关 系 : 


因此 , 当 冯 一 70 时 , 函数 yp 按 


/_Re _ en 
?orl AIS 
的 规律 趋 于 无 穷 大 , 相应 的 电位 为 
A eh 
人 (3.12) 


最 后 研究 图 数 p'(7') 在 坐标 原点 附近 的 行为 . 7' = 0 的 点 对 应 于 7 一 co. 但 是 
当 7 一 co 时 , 图 数 yp(7) 趋 于 一 go. 因此 , 当 r' 一 0 时, 函数 yp' 按照 


Rypo 
P 二 一 一 
7 
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的 规律 变 成 无 穷 大 , 这 表明 在 7' =0 点 处 有 电荷 eo = 一 Rwypo. 
我 们 这 里 指出 反 演变 换 时 某 些 几 何 图 形 是 如 何 变换 的 . 球 心 在 点 ro 处 
半径 为 a 的 球面 的 方程 为 


(7 一 r0) = a2. 


进行 反 演 变换 后 , 我 们 得 到 方程 : 


9 2 
Ee ,, _ 2 
na 0 二 0 ， 


这 个 方程 在 乘 以 r” 并 重组 各 项 后 变 成 下 列 形式 


其 中 
1 0 B31) 


由 此 可 见 , 我 们 重新 得 到 半径 为 a' 而 球 心 在 7) 点 处 的 男 一 个 球面 . 如 果 原 来 
的 球面 通过 坐标 原点 (a = ro), 则 a’ = co; 在 这 种 情况 下 , 球面 变 成 垂直 于 ro 
方 同 的 平面 , 并 且 距 离 坐 标 原 点 
R? R* 

Q 十 70 站 2a 

3. 保 角 映射 法 只 和 两 个 箔 卡 儿 坐 标 (z、y) 有 关 的 场 称 为 平面 场 . 解 平 
面 静 电学 问题 的 有 力 工 具 是 复 变 图 数理 论 . 应 用 这 一 理论 的 根据 如 下 . 

真空 中 的 静电 场 满足 两 个 方程 : rot 忆 =0 和 divE = 0. 由 第 一 个 方程 ， 
我 们 可 以 按照 巨 = 一 gradywp 引进 电势 . 第 二 个 方程 表明 ,除了 wp 以 外 , 我们 也 
可 以 按照 巨 = rot A 引进 电场 的 “和 失 量 势 ”A. 在 平面 场 情 况 下 , 失 量 五 在 zy 
平面 内 , 并 且 只 和 这 两 个 坐标 有 关 . 相应 地 , 可 以 这 样 选择 矢量 A, 使 它 处 处 
与 zy 平面 垂直 . 于 是 电场 强度 分 量 可 表示 成 yp 或 A 的 导数 的 形式 : 


f 有 
To 





b=—— = 一. (3.14) 
但 是 函数 和 4 的 导数 之 间 的 这 种 关系 式 , 从 纯 数学 观点 看 来 , 和 众 所 周 大 
的 柯 西 - 黎 曼 条 件 相同 . 柯 西 - 黎 曼 条 件 所 表达 的 是 复 表 达 式 

w=wp—id (3.15) 


乃 是 复 宗 量 z== zx 十 y 的 解析 孙 数 这 样 一 个 事实 . 这 意味 看 限 数 w(z) 在 每 一 
点 处 部 有 确定 的 导数 , 而 与 取 导 数 的 方向 无 关 . 例如 , 在 z 轴 方 向 求 微 商 . 我 们 
得 到 
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或 者 和 
Ww 
i (3.16) 
轴 数 w 称 为 复 势 . 
电力 线 由 方程 
dz dy 
Es “Ey 
确定 . 把 EB, 和 五 , 通过 4 的 导数 表示 出 来 , 我 们 把 这 个 方程 改写 为 
04 04 


由 此 得 出 4(z,y) = const. 因此 , 阴 数 w(z) 的 虚 部 的 等 值 线 代 表 电 力 线 . 这 个 
疯 数 的 实 部 的 等 值 线 就 是 等 势 线 . 这 两 族 线 互相 正 交 已 由 初始 关系 式 (3.14) 


保证 , 根据 这 些 关 系 式 ， 
ap64 ap64 


oroOr yy 
无 论 是 解析 因数 w(z) 的 实 部 还 是 虚 部 都 同样 地 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
此 , 也 可 以 同样 地 取 Imw 作为 电势 . 相应 地 , 这 时 电力 线 由 方程 Rew = 常数 
给 出 . 在 这 种 情况 下 , 代替 (3.15) 式 , 我 们 得 到 


w= 4 十 ip. 


通过 某 一 段 等 势 线 的 电场 强度 通 量 由 积分 


加 Op 
f Pa 一 天 dl 


给 出 , 式 中 dl 为 等 势 线 线 元 , 而 n 是 其 法 线 方向 . 根据 关系 式 (3.14), 我们 有 
22 = -5 ,同时 正 负 号 的 选择 表明 , 如果 从 n 方向 看 去 , 则 1 的 正方 向 指向 


64 
DN PE ey Vy. 
¢ /也 二 


其 中 4; 和 4。 是 等 势 线 线 段 两 端的 4 值 . 特别 是 通过 闭合 回路 的 电场 通 量 
等 于 4re, 其 中 e 是 这 一 回路 所 包围 的 总 电荷 (相对 于 沿 z 方向 的 单位 长 度 导 
体 ). 因此 ， 
e= 二 A4， (3.17) 
式 中 AA 是 4 沿 逆 时 针 方向 绕 闭合 等 势 线 一 圈 的 变化 . 

复 势 的 最 简单 的 例子 , 是 带电 的 直 导 线 (和 z 轴 相 合 ) 的 电势 . 这 个 场 的 
强度 由 公式 

os ey 
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给 出 , 式 中 六 0 是 zy 平面 内 的 极 坐标 , 而 e 是 单位 长 度 导 线 上 的 电荷 . 相应 的 
复 势 为 
w= —2elnz= —2elnr — 2ieb. (3.18) 


若 带 电导 线 不 通过 坐标 原点 , 而 是 通过 (zo,yo) 点 , 则 复 势 为 
Ww = —2eln(z 一 20)， (3.19) 


其 中 zo = zo 十 iyo. 

从 数学 的 观点 看 来 , 图 数 关 系 岂 = w(z) 实现 了 复数 z 平面 在 复数 忆 平 
面 上 的 保 角 映射 . 假定 C 是 导体 在 zy 平面 的 截面 的 廓 线 , 而 po 为 这 个 导体 
的 电势 . 从 上 面 讨 论 可 知 , 确定 这 一 导体 所 产生 电场 的 问题 , 归结 为 寻求 这 样 
一 个 函数 w(z), 它 把 > 平面 内 的 廓 线 C 映射 到 ww 平 面 内 平行 于 纵 坐 标 轴 的 
w 二 oo 线 上 . 于 是 由 实 部 Rew 就 可 得 出 所 研究 的 电势 (蔡明 数 w(z) 将 万 线 
C 映射 到 平行 于 模 坐 标 轴 的 线 上 , 则 电势 由 因数 Imw 得 出 ). 

4. 劈 问 题 为 供 参 考 , 我 们 在 这 里 写 出 确定 位 于 两 相交 半 平 面 导 体 之 间 
的 空间 内 的 点 电荷 e 所 产生 电场 的 公式 . 设 柱 面 坐 标 系 7,0,z 的 z 轴 和 交角 
项 边 重 合 , 而 9 角 从 交角 一 侧 算 起 ; 并 假设 电荷 e 在 (a,7Y,0) 点 处 (图 2), 两 平 
面 间 的 张 角 a 可 以 小 于 ,也 可 以 大 于 ,在 后 一 种 情况 下 , 电 伍 位 于 壁 形 导 
体 以 外 . 





了 
A 
图 2 
电势 由 下 列 公 式 给 出 : 
区 Sinh (至 ) sinh (=) 

-让 [ Qo Qa 

QU Or eae 一 COS ee osh 6 COS TO + 

Qa a 
d 
ve (3.20) 
coshC — cosh” 
2 9 2 
cosh 7 = NN ， 7>0; 
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在 导体 表面 上 , 即 当 09=0 或 a 时 ,电势 pgp = 0 (H. M. 麦克 唐 纳 , 1895) ®@. 
特别 是 当 a = 2r 时 , 我 们 就 得 到 点 电 和 全 电场 内 的 导电 半 平 面 . 在 这 种 情 
况 下 , 积分 (3.20) 可 以 以 有 限 形式 算出 , 为 


0—” 0 十 了 





| 2 1 5 
pla=2xn 一 一 OS 一 一 一 徊 一 | 一 坟 arccos | 一 一 一 一 二 一 ; (3.21) 


R= [ao 二 7r2 十 22 一 2ar cos(7y 一 0)]12， 


R'= [a 二 +7r? 二 2 一 2arcos(Y 十 0)]1 2. 


在 极限 情况 下 , 当 电 场 的 观测 点 趋 近 于 电荷 e 所 在 点 时 , 电势 (3.21) 取 下 列 形 
Tk 





TC— 
p= 二 +w，Vw=- 二 (+ 7 ) (3.22) 
sin”Yy 


第 一 项 是 纯粹 的 库仑 势 , 当 RR 一 0 时 变 为 无 穷 大 , 而 yp' 是 电荷 e 所 在 点 处 由 
导体 所 引起 的 电势 变化 . 于 是 电 储 和 导电 半 平 面 的 相互 作用 能 ; 





ep e? 区 一 了 
da 二 | 23 
2 4ra 到 | ( ) 
习 项 


1. 试 确定 均匀 外 电场 区 内 半径 为 忆 的 未 带电 球形 导体 周围 的 电场 . 

解 : 把 电势 写 为 p= po 十 8p1) 式 中 po 二 一 6:7 是 外 电场 的 电势 ,而 p1 是 
需要 确定 的 球形 导体 所 引起 的 电势 变化 . 由 于 球 是 对 称 的 , 函数 ol 只 能 依赖 
于 一 个 恒定 矢量 E. 在 这 种 情况 下 , 在 无 穷 远 处 为 零 的 拉 首 拉 斯 方程 的 唯一 解 
为 

O1 = 一 COnst Ev- = const . i 
(坐标 原点 取 在 球 心 上 ). 在 球 表面 上 , mp 应 为 常数 ; 由 此 得 到 式 中 的 const = RS， 
于 是 

2=-ercos0 (1 各) 


@ 该 公式 推导 可 在 H. M. 麦克 唐 纳 的 书 和 B. B. 巴 蒂 金 及 开 .H. 托 普 蒂 金 的 习题 
集中 找到 : H. M. Macdonald, Electromagnetism (1934), Bell, London, P79; Bamuweun B. B., 
Tonmmweun HH. H., COopHuUK 3allay IIO 3NeKTPONNHaMUKe. 一 M.: Hayrxa, 1970 (习题 205, 
206) ( 英 译 本 , V.V. Batygin and I. N. Toptygin. Problems in Electrodynamics, 2nd ed. London: 
Academic Press, 1978: 46-47, 习题 3.77, 3.78; 中 译本 : 巴 蒂 金 , 托 普 蒂 金 . 电动 力学 习题 集 . 
汪 镇 洲 , 郑 锡 天 , 译 . 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 , 1964: 习题 205, 206). 
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0 是 EF 和 7r 间 的 夹 角 . 电荷 在 球 表 面 的 分 布 由 下 式 给 
1 Dop | 3C 


一 ”一 一 一 一 一 as 0: 
oar|_, dar 


总 电 闪 ee 二 0. 
将 pl 与 电 偶 极 子 的 场 势 多. r/r3 比较 ,就 可 极其 简单 地 求 特 R 的 偶 极 算 


守 


ZF = RC. 
2. 试 确定 在 均匀 横向 电场 内 的 无 限 长 圆柱 体 周 围 的 电场 . 
解 : 采用 垂直 于 柱 体 轴 的 平面 内 的 极 坐 标 . 于 是 , 只 与 一 个 恒定 矢量 有 关 
的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 为 





oO1 = const :€.:VInr= const.- pr 


将 上 式 与 po = 一 7 -EC 相 加 , 并 令 式 中 const = R?, 我 们 得 到 


2 
p= —Ercosh ( 一 三 


CT 
1g 2 COS. 


单位 长 度 圆 柱 体 的 偶 极 矩 多 可 通过 将 yp 与 二 维 偶 极 场 的 电势 比较 求 得 ， 
后 者 的 形式 为 


2.22 .7 


28 .Vinr= 一 一 ， 


因而 2 = CR2/2. 

3. 试 确定 导体 上 和 劈 顶 边缘 附近 的 电场 . 

解 : 选用 重 直 于 辟 顶 边缘 的 平面 内 的 极 坐 标 r, 0, 原点 在 劈 的 张 角 
顶点 上 (图 3). 设 0 角 从 劈 的 一 侧 算 起 ; 导体 外 的 区 域 对 应 的 09 值 为 0 < 
2 一 00. 辟 顶 边缘 附近 的 电势 可 以 展开 为 7 的 需 级 数 ， WO 
开 式 内 包含 7 最 低 阶 曙 的 第 一 项 (常数 项 后 面 的 项 ). 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 中 
与 7r? 成 比例 的 是 rn"cosn0 与 r”sinn0. 于 是 nn 最 小 而 且 当 0 一 0 或 906=2x 一 00 
时 (在 导体 表面 上 ) 满足 条 件 p = const 的 解 是 


‘jw 一 此 
f 党: 有 
fdc 


i ED 


ba 


NT 


一 Const .rsinnb, n= —. 
* | 27 — Oo 


于 是 电场 强度 按照 rn" 一 随 r 而 变化 . 因此 , 当 00 <x(n<1) 时, 电场 强度 在 
臂 顶 角 边 缘 附 近 变 为 无 穷 大 . 特别 是 对 于 很 尖 的 臂 (00 之 1,n 守 1/2), 忆 按照 
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r-1/2 随 r 减 小 而 增 大 . 而 在 凹 形 辟 顶 边 缘 附 近 (90 > Nt,n > 1) 的 导体 表面 上 ， 
电场 趋向 于 零 . 

解 中 的 常数 值 只 能 从 求解 整个 场 问题 得 出 . 例如 对 于 处 于 点 电荷 e 的 电 
场 内 的 很 尖 的 壁 ，(321) 式 中 向 小 7 值 的 极限 过 渡 证 实 


0 
wp = const . Vr sin 3 


的 规律 ,其 中 
4eVaw Y 


Sin =. 
T(a2 十 22) s 


本 题 中 “ 辟 顶 边缘 附近 ”一 句 话 , 在 此 情况 下 意味 着 条 件 7 安 a, 此 条 件 
满足 时 可 以 忽略 拉 普 拉 斯 方程 中 的 92p/ 0z? 项 . 

4. 试 确定 导体 表面 上 细 锥 形 尖 端 附近 的 电场 . 

解 : 选用 球面 坐标 , 原点 选 在 圆锥 形 尖 的 顶点 上 , 取 圆 锥 轴 为 极 轴 , 设 贺 
锥 体 的 张 角 为 200 1, 于 是 导体 外 区 域 对 应 的 极 角 值 为 90 < 9 < X. 与 题 3 
类 似 , 现在 寻求 电热 变化 部 分 对 于 圆锥 轴 为 对 称 的 形 如 


p=7"f(0) (1) 
且 n 取 最 小 可 能 值 的 解 . 将 上 式 代 入 拉 普 拉 斯 方程 


1 0 / .0p | 
r2 Or ( 3) r2sin0 00 (sino ) 3 


et (人 +n(n+1)f=0. (2) 


const = 


sing db db 
锥 类 表面 上 电势 为 常量 的 条 件 表 明 , 必须 有 f(90) = 0 
我 们 来 求 小 00 时 的 解 ,假设 nn 安 1, 而 f(0) 的 形式 为 f= const :|[ 1 十 9)]， 
式 中 必 安 1( 当 0 一 0, 即 对 无 穷 细 的 锥 尖 , 自然 可 以 期 待 在 锥 尖 周 围 几乎 全 
部 区 域内 , p 趋 近 于 常量 ). 于 是 得 到 外 的 方程 为 


Ea (sn 0 ) = —n. (3) 
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在 锥 类 之 外 区 域内 (特别 是 当 0= 区 时 ) 仇 无 奇 点 的 解 为 
Vw(0) = 2n ln sin 


当 09 和 ~00 安 1 时, 函数 外 不 再 是 小 量 . 虽然 如 此 ,我 们 所 得 到 的 表达 式 仍 
然 可 以 应 用 , 因为 在 这 区 域内 , 由 于 0 很 小 ,一般 可 以 略 去 方程 (2) 内 的 第 二 
项 . 为 了 确定 初次 近似 下 的 常数 n, 必须 使 上 面 求 得 的 函数 上 =1+ 办 在 0=00 
时 变 为 零 . 于 是 求 得 @ 

= -1 

在 趋 近 于 圆锥 尖端 时 , 电场 强度 随 7+-(1-), 亦 即 基本 上 随 - 无 限 地 增 大 . 

5. 试 确定 导体 表面 上 细 圆 锥 形 坑 附近 的 电场 . 

解 : 现在 导体 外 区 域 对 应 的 9 值 为 0 区 9<0o. 和 前 一 问题 一 样 , 把 p 写 
成 (1) 式 的 形式 , 但 是 在 本 题 中 nn 沁 1. 因为 在 场 的 整个 区 域内 , 现在 是 9 之 1， 
于 是 方程 (2) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


这 是 贝 塞 尔 方程 , 它 在 电场 区 域内 无 奇 点 的 解 为 Jo(n0). n 的 值 由 方程 Jo(n00) = 
0 的 最 小 根 确定 , 由 此 得 到 
7 一 2.4/00. 


6. 试 确定 电 偶 极 子 与 平面 导体 表面 间 的 吸引 能 . 

解 : 选择 x 轴 重 直 于 导体 表面 ,并 通过 偶 极 子 所 在 的 点 ; 设 偶 极 撼 矢量 儿 
在 Z8V 平面 内 . 偶 极 子 的 “ 像 ” 在 -Z 点 处 并 且 具 有 偶 极 天 2/ = 922 = 一 入 
于 是 所 要 求 的 吸引 能 相当 于 偶 极 子 与 其 “镜像 ”的 相互 作用 能 , 并 等 于 


1 


7. 试 确定 两 个 平行 无 限 长 圆柱 形 导 体 单位 长 度 上 的 互 电容 ( 柱 体 半 径 分 
别 为 a 和 上 b, 轴 间距 离 为 c) @， 
解 : 两 个 圆柱 体 所 产生 的 电场 , 和 通过 相应 选择 的 A 点 和 A' 点 (图 4 的 
两 条 带电 导线 (在 柱 体外 空间 内 ) 所 产生 的 电场 相同 . 导线 单位 长 度 上 的 电荷 
@ 包含 有 大 的 自然 对 数 系数 的 更 精确 的 公式 n= 1/[2In(2/90)], 实际 上 不 能 用 上 面 
所 提示 的 简单 方法 得 到 . 但 是 , 由 于 一 些 偶然 原因 ,更 精确 的 计算 恰好 导致 这 一 公式 
@ 两 球形 导体 的 类 似 问 题 不 能 在 有 限 形式 下 解 出 , 其 差别 在 于 : 在 两 条 平行 的 带 
电 (电荷 相等 、 符 号 相反 ) 导线 的 电场 内 , 全 部 等 势 面 为 圆柱 形 的 , 而 在 两 个 点 电荷 +e 
的 电场 内 , 等 势 面 不 是 球形 的 . 
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Ee 


分 别 为 土 e', 等 于 柱 体 单位 长 度 上 的 电荷 ,而 A 点 和 A' 点 必须 在 OO’ 线 上 , 以 
使 柱 体 表面 与 等 势 面 重合 . 为 此 , 距离 OA 和 0O'A’ 必须 满足 以 下 关系 式 : 
OA.0A’=a?:, OA'.0'A=%, 


亦 即 
di(c—d2)=a’, ds(c—di)=b. 





OA=d] 9 
0’A’=d, 


图 4 


此 时 在 每 一 个 圆周 上 距 A 点 和 A' 点 的 距离 之 比 = 为 常数 ; 在 圆周 1 上 ， 


六 大. 忆 di 
rv 


而 在 圆周 2 上 ,7r’/r = d>/b. 相应 地 , 圆柱 导体 的 电势 分 别 为 
d 
p= -eh = n= mn. 
EK & b ab 
由 此 求 得 互 电容 C = e/(os -pl) 为 


1 did» C 
5 n 2 2arcosh 


特别 是 对 离开 导体 面 的 距离 为 h(h > a) 而 半径 为 a 的 圆柱 体 来 说 , 必须 令 


RY 
2ab | 





c= 二 b 十 h, 并 取 极 限 b 一 oo; 于 是 得 到 
1 h 
GC = “arcosh—. 
如 果 有 两 个 空心 圆柱 体 , 一 个 放 在 另 一 个 里 面 (c <b 一 a), 则 导体 外 没有 
电场 ,而 在 两 个 圆柱 体 之 间 的 室 隙 内 的 电场 和 通过 4A 点 和 A 点 (图 5) 并 分 别 
带 有 电荷 +e 和 -e 的 两 条 导线 所 产生 的 电场 完全 相同 . 用 同样 方法 , 我 们 得 


到 下 面 的 结果 : 
ie 


1 
c = 2arcosh es 





8. 设 导 体 边 界 为 一 带 有 半球 状 西 出 的 无 限 平面 . 试 确定 导体 表面 上 的 电 
解 : 在 习题 1 中 求 出 的 电势 形式 为 


RR 
p= const (1 和) 


的 场 中 , 带 有 半径 7 一 尽 的 半球 凸 出 的 z=0 的 平面 为 一 等 势 面 (在 这 等 势 面 
上 , p= 二 0). 因此 , 它 也 可 以 是 导体 表面 , 而 上 面 写 出 的 公式 确定 导体 之 外 的 电 
场 . 导体 表面 平面 部 分 的 电荷 分 布 由 公式 





__l% | 
47 Dz |._n 73 
给 出 (我 们 假定 势 p 中 的 const = 一 4raoo, 式 中 oo 为 距 西 出 部 分 很 远 处 的 电 
荷 密度 ). 在 凸 出 部 分 的 表面 上 
on 加 2 
a 





9. 试 求 处 于 电场 区 内 的 导电 细 圆 柱 杆 (长 度 为 21, 半径 为 a, 而 a 安 1) 的 
电 偶 极 矩 ,电场 与 杆 的 轴 平 行 . 

解 : 设 7(z) 为 杆 表 面 单位 长 度 上 所 感 生 的 电荷 ; z 为 沿 圆柱 杆 轴 的 坐标 ， 
坐标 原点 选 在 杆 轴 中 点 . 在 导体 表面 上 电势 为 常量 的 条 件 的 形式 为 


27 


/ 
本 本 2 


1/2 
= 0 R= |(4—z)?+4a2sin? | 





其 中 是 通过 杆 轴 及 其 表面 上 相距 为 民 的 两 点 的 平面 闻 的 来 角 . 在 积分 中 利 
用 恒 千 式 7(z') =T(z) 十 [7r(z0) 一 T( 习 ], 将 积分 分 为 两 部 分 . 在 积分 的 第 一 部 分 
中 , 注意 到 1 六 ao 对 离 杆 的 两 端 不 十 分 近 的 点 , 我 们 有 


dz/d 2 12 >2 2 2 
2 /| 卸 0 2 / 向 WEE a NR RA at 
ge De 0 a? sin2(p/2) a> 
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(此 处 利用 了 忆 知 的 积分 值 | lnsin pdy = 一 Xln2). 在 包含 差 值 r(2 ) 一 7(z) 
的 第 二 部 分 积分 内 , 可 以 略 去 民 内 含有 a? 的 项 , 因为 这 并 不 会 引起 积分 的 发 
ee , 
> A 
eT ee | | 
a 二 
T 对 z 的 依赖 关系 基本 上 归结 为 与 z 成 正比 ; 在 这 种 近似 下 , 上 式 中 的 积分 给 
出 一 27(z), 结果 我 们 得 到 
加 > 
人 nl4(12 — z2)/a2] — 2° 


在 杆 的 两 端点 附近 , 这 个 表达 式 不 适用 , 但 是 对 于 计算 所 要 求 的 偶 极 矩 , z 值 
的 这 个 区 域 并 不 重要 . 在 我 们 这 里 所 采纳 的 精确 度 下 , 我 们 有 


1 2 2 
3 变 六 
2 一 fa zd =F | : - 千 m(1- 香 ja 
13 1 74 
= 这 和 2 
=esi |1+7 ( ln ) 


( 式 中 工 二 In(2l/a) 一 1 是 一 个 大 数 ), 或 者 在 同样 精确 度 下 


C13 
~ 3[In(4l/a) -7/3] 


10. 试 确定 空心 手 体 球 冠 的 电容 . 

解 : 选择 坐标 原点 O 在 球 冠 边缘 的 某 一 点 处 (图 6), 并 进行 反 演 变换 
r 二 12/r'(l 为 球 冠 主 截面 内 的 弦 长 ). 这 时 球 冠 变 成 重 直 于 球 冠 半径 AO 的 半 
平面 (图 6 上 虚线 ), 这 个 半 平 面 通过 球 冠 边缘 上 的 忆 点 ; 角 y 了 = 一 0 此 处 20 
为 球 冠 主 截 面 弦 长 OB 对 球 心 的 张 角 . 
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如 果 球 冠 上 的 电荷 为 e, 并 取 其 电势 为 零 , 则 7 一 oo 时 , 场 势 变 为 
€ 
PN —po+t —. 
> 
相应 地 , 在 变换 后 的 问题 中 当 m 一 0 时 , 电势 趋向 于 


lp lpo0 _e 
ye EB se 
7/ Lu 了 


(第 一 项 相应 于 坐标 原点 处 的 电荷 e' = 一 lp0). 
另 一 方面 ,根据 (3.22) 式 , 我 们 有 


Re 和 
a rr’ ‘27nl sing 
(这 是 距离 电势 为 零 的 半 平 面 导 体 边 缘 1 处 的 电荷 e' 附近 的 电势 ). 比较 两 个 
表达 式 后 , 我 们 得 到 所 要 求 的 电容 C 二 ef/yo 的 以 下 公式 : 
l 0 J 
c=- 吉 (1+ 直 0) 一 元 (Sin0 +0) 
(RR 为 球 冠 的 半径 ). 

11. 试 求 出 因 边 缘 效 应 引起 的 平板 电容 器 电容 C = 9/(4rd) 的 修正 值 (S 
为 电容 器 板 的 面积 , d 为 两 板 间 的 距离 ; d < VS). 

解 : 电容 器 两 极 板 上 存在 的 自由 边缘 破坏 了 电容 器 两 极 板 上 电荷 的 均匀 
分 布 . 为 了 求 得 在 第 一 级 近似 下 的 修正 值 , 我 们 来 研究 电容 器 两 极 板 上 距离 边 
缘 为 了 的 点 ,其 中 dd < 和 z<V9. 例如 ,我 们 来 研究 电容 器 的 上 极 板 (其 电势 为 
0 二 Jp0/2, 如 图 7a), 并 略 去 它 至 中 间 平 面 (等 势 面 =0) 的 距离 。 于 是 我 们 
的 问题 就 成 为 确定 具有 不 同 电 势 的 两 部 分 平面 交界 附近 的 电场 (图 7b) 的 问 
题 . 这 个 问题 的 解法 很 简单 吕 , 我 们 得 到 多 余 电 荷 密度 (与 离 边 缘 很 远 的 o 比 
较 ) 的 表达 式 为 





Ea PO 
和 人 一 一 一 一 一 
。 4x 827 
于 是 , 总 的 多 余 电 和 荷 为 
poL, VS 
5 | Aode = P51 人 


(五 为 电容 器 极 板 的 周 长 ); 在 计算 对 数 发 散 的 积分 时 , 我 们 分 别 取 了 区 域 d 久 
ZT 声 VS 的 边界 为 积分 的 上 限 和 下 限 . 由 此 求 得 电容 


S L , VS 


QO 参见 823, 在 现在 情况 下 , 电势 公式 (23.2) 中 必须 令 pws = oo/2.a = 
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(a) (b) 


更 精确 的 计算 (确定 对 数 中 宗 量 的 系数 ) 需要 应 用 远 为 复杂 的 方法 , 而且 所 得 
到 结果 依赖 于 两 板 的 形状 . 对 于 圆 形 极 板 (半径 为 RR), 我 们 得 到 基 尔 霍 夫 公式 


2 
0o= 千 + 六 (m1). 





d 
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确定 市 电 椭 球 导 体 的 电场 问题 和 有 关 在 均匀 外 场 内 的 椭 球 问题 , 可 利用 
所 谓 椭 球 坐标 来 解决 . 
椭 球 坐标 和 笛 卡 儿 坐 标的 关系 由 方程 


zx2 y? z2 

rt (a >b >) (4.1) 
给 出 . 这 个 方程 是 %% 的 三 次 方程 , 它 有 三 个 不 同 的 实 根 (w = &,n,O), 分 别处 于 
以 下 区 间 : 


CS 0 (4.2) 


这 三 个 根 也 是 点 (zy 2) 的 椭 球 坐标 . 它们 的 几何 意义 可 从 以 下 事实 看 出 ， 
&,7,C 为 常数 值 的 面 分 别 为 椭 球 面 、 单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 面 , 而 且 它 们 和 椭 
球面 


7 2/ 学 
| (4.3) 


三 族 曲 面 中 每 一 族 均 有 一 个 曲面 通过 空间 的 每 一 点 , 而 且 这 三 个 曲面 是 
相互 正 交 的 . 求解 形 如 (4.1) 的 三 个 联 立 方程 , 即 可 得 到 从 椭 球 坐标 变换 到 第 
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卡 儿 坐标 的 变换 公式 : 


fe | he 
| 


(OR 
y=+| (C7 — 0) — ) 


el 


(Wt 
椭 球 坐标 系 内 的 长 上 度 元 形 为 
dl? = h2dé? + h32dr? + h3dc”, 


VE—n(E—o) VOD 一 与 VC-A(E-n) 
hi = Re h> = DR hs 一 1 (4.5) 


这 里 引入 了 了 记号 : 
丽人 


相应 地 , 椭 球 坐标 系 内 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


4 9 /pp 02 
(GG [ (a Be ) 


CO (mE) + -na (RE)| = (0 


如 果 半 轴 a,b,c 中 有 两 个 变 得 相等 , 则 椭 球 坐标 系 发 生 退 化 . 设 a==b>c 
则 (4.1) 式 的 三 次 方程 退化 为 二 tt 


Ap 一 


p” 2 2 
人 p= Ys (4.7) 


它 有 两 个 根 , 其 值 处 于 以 下 范围 


上 和 7 为 常数 的 坐标 面 分 别 变 成 共 焦 扁 球 面 和 单 叶 旋转 双 曲 面 (图 8). 作为 第 
三 个 坐标 可 以 引进 z,y 平面 内 的 极 角 p(x = pcosw,y = psinep). 至 于 椭 球 坐 
标 人, 当 a = 时 它 退 化 为 常数 -a*. 它 和 mw 角 的 关系 是 : 当 b 趋 近 于 a 时 , ( 
趋 近 于 一 a*; 即 5 一 a 时 ,有 


cos 0 = 0 ee (4.8) 
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从 (4.4) 式 或 者 直接 从 (4.1) 式 , 很 容易 确认 这 一 点 . 根据 (4.4) 式 , 坐标 zp 和 
坐标 67 的 关系 由 以 下 等 式 给 出 


(4.9) 


i | 
c2 一 Q2 Q2 一 c2 


z= 二 | 


坐标 &,n,9 称 为 扁 球面 坐标 号 . 





采用 类 似 方式 , 当 a > b= c 时 , 椭 球 坐标 退化 为 所 请 长 球面 坐标 . 坐标 £ 
和 < 为 方程 
a p= + (4.10) 
Q2 十 人 b2+wu 
的 根 , 而 且 & > 一 中 ,一 2 之 《之 一 2. € 和 C 为 常数 的 面 代 表 长 球面 和 双 叶 旋转 
双 曲 面 (图 9). 当 c 一 5b 时, 坐标 7m 按 以 下 规律 退化 为 常数 一 b2: 


52 十 7 
cosw 一 ya (4.11) 
式 中 yp 是 y, zz 平面 内 的 极 角 . 
坐标 £, C 和 坐标 z, p 的 关系 , 由 下 列 公 式 给 出 : 


Ws (4.12) 


ep 2 


WE 


在 扁 球 面 坐标 系 内 , 坐标 面 ( 椭 球 面 和 双 曲 面 ) 的 焦点 , 位 于 zy 平面 内 半 
径 为 Va 一 的 圆 上 (图 8 内 44' 是 此 圆 的 直径 ). 现在 我 们 通过 某 一 点 已 和 


@ 我 们 这 里 采用 这 样 的 局 球面 坐标 的 定义 , 即 它 们 是 椭 球 坐标 的 极限 情况 , 在 文 
献 中 还 采用 其 他 定义 ,但 很 容易 化 为 我 们 的 定义 . 
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z 轴 作 一 平面 . 它 与 同 焦点 圆 相 交 于 两 点 ; 设 rm 和 72 分别 是 这 两 点 至 已 点 的 
距离 . 如 果 p,z 是 已 点 的 坐标 , 则 


-0 V- 辣 时 二 二 -CHV 大 -部 1 吕 
扁 球体 坐标 上 ,7 用 r1,72 表示 为 


Pi ? To : 
‘= (2 = n= (53) — a2. (4.13) 


在 长 球面 坐标 系 内 , 其 焦点 为 x 轴 上 的 两 个 点 : z = 土 Vva? 一 以 ( 图 9 的 A 
和 4' 点 ). 如 果 rmi,ra 是 这 两 个 焦点 至 PP 点 的 距离 , 则 


eg pl 


而 长 球面 坐标 &,¢ 用 71 和 2? 表示 的 表达 式 和 (4.13) 式 相 同 (以 5 代替 让 ). 
现在 回 到 带电 椭 球 的 电场 问题 , 椭 球 面 由 方程 (4.3) 给 出 . 在 椭 球 坐标 内 ， 

这 即 是 坐标 面 5 = 0. 因此 十 分 清楚 , 如 果 寻 求 的 场 势 仅 是 & 的 函数 , 则 全 部 

£ = 常数 的 椭 球 面 (其 中 包括 导体 表面 ) 都 将 自动 地 成 为 等 势 面 . 此 时 拉 普 拉 


斯 方程 (4.6) 归结 为 
d dp\ 
下 (mE ) 


co d 
zc -4 部 


式 中 积分 的 上 限 应 当 这 样 选择 , 以 保证 无 穷 远 处 的 场 等 于 零 . 常数 4 可 以 极为 
简单 地 从 以 下 条 件 求 出 : 在 7 很 大 时 ,电场 必须 趋 近 于 库仑 场 p 2 e/r, 其 中 为 


由 此 得 到 
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导体 上 的 总 电荷 .7 一 co 对 应 于 一 co; 这 时 作为 (4.1) 式 中 令 尺 =& 所 得 到 的 
结果 , r? ~ &. 从 另 一 方面 看 ,上 很 大 时 , 我们 有 Re 2 632 和 守 24/VE = 2A/r. 
由 此 得 出 24 = e, 于 是 最 后 得 到 








wo 人 闫 (4.14) 
这 里 的 积分 是 第 一 类 椭圆 积分 . 导体 表面 相应 于 上 = 0, 因此 得 到 椭 球 的 电容 
为 
cs (4.15) 
椭 球 面 上 的 电荷 密 度 分 布 由 电势 的 法 问 导 数 确 定 : 
__ 16pol _ 1 (二 轩 ) = 
dronleo dr \hidét/eo 4rVIG 


用 (4.4) 式 容易 证 明 , 当 & =0 时 ， 


因此 
2 2 —1/2 
> (所 和 + 大 (4.16) 


“be b4 
对 双 轴 椭 球 而 言 , 积分 (4.14) 一 (4.15) 可 用 初等 函数 表示 . 对 于 长 椭 球 
(a >b=0o), 电势 由 下 式 给 出 : 





Q2 一 02 
二 本 击 artanh (4.17) 
而 其 电容 为 
a2—b2 
~ arcosh (a/b) 0 


对 于 扁 椭 球 (a = b> c), 我 们 有 


a arCtan 2 = (4.19) 
a | = | 
Va? 《十 c2 arccos ry wr 


特别 是 对 于 圆 盘 (a = b,c = 
人 = 三 (4.20) 


现在 我 们 来 研究 均匀 外 电场 E 内 未 市 电 椭 球 导体 的 问题 . 不 失 一 般 性 , 我 
们 只 需 研 究 沿 椭 球 一 个 轴 方 向 上 的 外 电场 E 就 已 足够 . 在 相反 的 情况 下 , 可 
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以 把 CE 分 解 为 沿 椭 球 轴 的 三 个 分 量 ,单独 对 各 分 量 求 得 结果 后 将 各 分 量 的 结 
果 友 加 起 来 , 就 可 得 到 总 电场 . 
2Z 轴 方 向 ( 椭 球 的 a 轴 ) 上 的 均匀 电场 @ 的 势 在 椭 球 坐标 内 的 形式 为 


(Eo 2 国人 


[ante — a) (4.21) 


4%20 二 一 CZ = —CE 


我 们 将 椭 球 外 的 电势 表示 为 9p = po 十 wp', 式 中 yp!' 确定 所 要 寻求 的 椭 球 所 引起 
的 外 场 畸 变 , 我 们 将 要 寻求 以 下 形式 的 yp 


p = poF(é). (4.22) 


在 图 数 wp' 内 依赖 于 wn 和 的 因子 和 wo 内 的 因子 相同 . 图 数 的 这 种 形式 满足 
二 0 和”,¢ 为 任意 值 时 的 边界 条 件 (在 椭 球 面 上 ). 把 (4.22) 式 代入 拉 普 拉 斯 
方程 (4.6), 我 们 得 到 F(E) 的 方程 为 


dF dFd) 
a de de 


这 个 方程 的 一 个 解 为 五 = const, 而 男 一 个 解 为 


3 
| fe 全 元 (4.23) 
积分 上 限 这 样 选择 , 使 在 无 穷 远 处 (上 一 co) 场 势 yp' 趋 近 于 零 . 这 里 的 积分 是 
第 二 类 椭圆 积分 . 
在 椭 球 表面 上 , 应 当 有 2 = 常数 . 为 了 使 这 一 条 件 在 上 =0 和 5 为 任意 
值 时 得 到 满足 , 必须 令 这 一 常数 等 于 零 . 适当 地 选择 F(E) 内 的 系数 4 (例如 使 
(0) = 一 1), 我 们 最 后 得 到 桥 球 周围 的 电势 的 表达 式 为 


oo) wim/ mii) 


现在 我 们 来 求 离 李 球 很 远 的 7 处 的 电势 wy. 大 的 > 值 与 大 的 坐标 值 5 相 
对 应 , 而 且 r2 守 6 这 从 (4.1) 式 可 以 直接 得 出 . 因此 


ks ds sf ds 2 
< (s+a?2)R。 2 55/2 3r3’ 


Pe 
Re 477z(z)， 


n[Re(€ +a’)] =0. 





我 们 得 到 电势 yp' 为 
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式 中 V = 4rabce/3 为 椭 球 的 体积 , 而 量 nt 以 及 将 在 下 面 出 现 的 类 似 量 
ny),nt*) 由 以 下 公式 定义 : 





(Z) a abc ds | (y) abc 2 ds 
| (s + a?2)R, ee G(s+ 0)R, 
(4.25) 
(z) _ 人 ds 
A 
wp' 的 表达 式 理 所 应 当地 具有 电 偶 极 场 势 的 形式 : 
OP 时 和 
而 且 椭 球 的 偶 极 矩 为 
Pr = Ca (4.26) 


由 类 似 表达 式 , 可 以 求 出 电场 EF 沿 y 轴 或 > 轴 方 向 时 的 偶 极 矩 . 

正 的 常数 mtz),mto),mt2) 只 与 椭 球 的 形状 有 关 , 而 与 它 的 体积 无 关 , 它们 被 
称 为 退 极 化 系数 巴 . 如 果 不 预先 选择 坐标 轴 和 椭 球 轴 相 重合 , 则 (4.26) 式 必 须 
写成 张 量 形式 : 有 
ik Sh 三 沁 攻 (4.27) 
量 wz) ,mn(z) 是 二 秩 对 称 张 量 nx 的 主 值 . 与 (2.13) 的 定义 比较 , 表明 aikx = 
na /4r 为 导体 椭 球 的 极 化 率 张 量 . 

在 a,b,c 为 任意 值 的 一 般 情 况 下 , 从 n,n(W,n( 引 的 定义 首先 可 以 得 出 


如 果 a >5>c, 则 mtz) < mo 一 mm(2)， (4.28) 
其 次 , 将 积分 nt,mtw ,mt 相 加 , 并 引进 w= R2 作为 积分 变量 , 我 们 得 到 


Wn 三 
UT 
由 此 得 到 
OBO (4.29) 


三 个 退 极 化 系数 之 和 等 于 1 (写成 张 量 形式 为 wii = 1). 另 一 方面 , 既然 这 些 系 
数 是 正 的 , 因而 其 中 任何 一 个 的 值 都 不 能 

”这 些 系 数 还 会 出 现在 外 电场 内 的 介 电 椭 球 问题 或 者 磁场 内 的 磁性 椭 球 问题 中 
(88). 回转 椭 球 和 三 轴 椭 球 的 这 些 系 数 和 图 可 以 在 E. C. 斯 通 纳 和 J. A. 奥 斯 本 的 下 列 
论文 中 找到 : Stoner BE. C. // Phil. Mag. 1945. V. 36. P. 803; Osborn J. A. // Phys. Rev. 
1945. V. 67. P. 351. 
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对 于 球体 (a = b= c), 由 对 称 性 考虑 很 清楚 ， 
和 (4.30) 
对 于 圆柱 体 ( 柱 轴 沿 x 轴 , a 一 co), 我 们 有 
ntz) =0, mty) = mt2) 一 (4.31) 
a,b 一 oo 的 极限 情况 (平板 ) 明显 地 对 应 于 以 下 值 : 


站 


对 所 有 的 旋转 椭 球 ，(4.25) 的 椭圆 积分 可 用 初等 图 数 表 示 . 对 偏心 率 为 
e 二 V1 一 眉 /a? 的 长 旋转 椭 球 (a > b= co), 我 们 有 








1 一 人 1 l 
mtz) = 5 (mn 9 -一 一 2.) ， ml) = mtz) = 5(1 二 机 小 (4.32) 


如 果 椭 球 接近 球形 (e < 1), 则 近似 地 有 


nlz) = _ 二 人 no = n= 5+ (4.33) 
对 于 忆 椭 球 (a = b> c): 
mtz) = 人 — arctane)， mtz) = mty) = 2 和 (4.34) 
其 中 e= V(a/o2z -1 如 果 e < 之 1, 则 
(z) 5 二 Te RE E Te? (4.35) 
习 题 


1. 试 确定 用 柱 坐 标 表示 的 带电 圆 盘 (半径 为 a) 电场 的 表达 式 , 并 求 出 辆 
盘 上 的 电荷 分 布 . 

解 : 通过 在 公式 (4.16) 中 取 极 限 c 一 0,z 一 0, 并 按照 (4.3) 式 令 比值 
z/c 二 V1 一 72Ja? (其 中 7r2 =Z2 十 好) 即 可 得 到 电荷 分 布 . 由 此 得 出 


ee 112 
Tn Q2 


@ 球 和 圆柱 体 的 这 些 值 , 当然 和 83 中 习题 1 和 2 所 得 到 的 结果 是 一 致 的 
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整个 空间 内 的 电热 由 (4.19) 式 (其 中 令 c=0) 确定 , 将 和 用 7 和 z 来 表示 并 借 
助 (4.1) 式 (其 中 令 c= 0 = &,a==0b), 得 到 


ye 1/2 
= lm To 
4 ee. "| | 


在 圆 盘 边缘 附近 , 我 们 根据 z= 二 psin0,7 二 a 一 pcos09(p 安 a) (图 10) 引进 
坐标 p 和 98 代替 r 和 z, 求 得 





2. 试 确 定 带 电 椭 球 的 电 四 极 珑 . 
解 : 带电 导体 的 四 极 矩 张 量 定义 为 Di = e(3TiZK 一 726ik), 其 中 e 为 它 的 
总 电荷 ,而 横 线 表示 按 以 下 规律 





] 
TiTk = — f miroaf 


求 得 的 平均 值 . 显然 , 椭 球 轴 同 时 是 张 量 Dik 的 主轴 . 利用 (4.16) 式 表示 o, 并 
利用 表达 式 


dd 地 








dody. 光志 z2\ /2 
pa™ “~ Res as .0 


(其 中 届 为 桶 球 表 面 法 线 方 向 的 单位 矢量 ) 表示 椭 球 表面 面 元 , 我 们 得 到 


2 
2 eS 
- 4nxab S00 3 


(对 dzdy 的 积分 在 被 zy 平面 所 切割 出 的 椭 球 截面 上 进行 两 次 ). 因而 


D。。 = 了 (202 -Be), D,,= 3(207 — a2 -ce), Ds= 3(2 2 2 6b2). 
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3. 试 求 均匀 外 电场 内 未 带电 椭 球 表面 上 的 电荷 分 布 . 
解 : 根据 (1.9) 式 , 我 们 有 
__19%| =--( i 
4 On|._o 4nhi OE Et0 
(按照 (4.5) 式 ， 沿 椭 球 表面 法 线 方向 的 长 度 元 为 hid&). 借助 (4.24) 式 , 并 考虑 
到 





”hioéleo 2a3hil|eo 
当 外 电场 在 椭 球 的 z 轴 方 向 时 , 我 们 得 到 
Uz 
Tn 
当 外 电场 相对 于 椭 球 的 xX,y,z 轴 取 任意 方向 时 ， 
1 a 1 Zr DD Vz 


4. 试 求 均匀 外 电场 内 与 场 平行 的 未 带电 导体 圆 盘 (半径 为 a) 上 的 电荷 
分 布 叫 , 并 确定 圆 盘 的 偶 极 矩 
解 : 我 们 把 圆 盘 看 作 短 半 轴 c 趋 近 于 零 的 旋转 椭 球 的 极限 情况 . 这 时 按 
照 (4.34) 式 得 出 的 以 下 规律 
JLC 


(3 (2) .= 0 
Nn 1 7 Nn Nn 


JLC 


沿 该 轴 (z 轴 ) 的 退 极 化 系数 趋 于 1 而 沿 2 轴 和 ?4 轴 的 退 极 化 系数 趋 于 零 . 旋 
转 椭 球 面 法 线 方向 的 单位 矢量 的 分 量 vs 按 规律 


x [xz2 十 2 2 BS Z2 十 212 一 1/2 
a \ ad cd ~ az 2 


趋 于 零 . 因此 , 电荷 密度 为 


Ee ‘Vy a pCOSO 
加 An(7) 和 元 2 Q2 一 D2 


Ux 一 





7? 


式 中 0,p 为 圆 盘 平面 内 的 极 坐标 . 

圆 盘 的 电 偶 极 矩 由 公式 (4.26) 确定 , 等 于 
4a3 
本 

Q@ 对 于 垂直 于 电场 放置 的 圆 盘 , 这 个 问题 相当 平庸 ; 在 整个 空间 内 场 仍然 保持 均 
匀 , 而 在 圆 盘 两 侧 感 生 出 电荷 c = 土 EC/(47). 


FP 
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我 们 注意 到 , 它 与 a3 而 不 是 与 圆 盘 的 “体积 ”a2c 成 正比 


试 确定 未 带电 旋转 椭 球 导体 外 的 电势 , 栅 球 的 对 称 轴 与 均匀 外 场 平 行 . 
解 : 对 于 长 旋转 椭 球 (aq>>b=c, 场 C5 在 x 轴 方 向 ), 计算 (4.24) 式 中 的 积 
分 后 , 我 们 得 到 


h 0 oa2 一 < 
artan Te V te ee 
一 一 CT 一 . 
一 
artanh i | 册 宕 
a2 


坐标 《与 坐标 Z 和 p= 二 V2 十 22 的 关系 式 为 

2 2 

p T 
Do . 


ER 








而 且 在 椭 球 外 的 空间 内 , 0 < 


对 于 扁 椭 球 (a 二 b> c, 场 区 沿 z 轴 方向 .为 此 ,在 (4.24) 式 的 积分 内 必 
须 用 s 十 c2 代 换 s 十 a?, 并 取 yo = 二 一 Cz, 结果 得 到 


一 一 t (| 
p= | ene A 本 时 到 


本 一 一 arctan \/ 5 
C 


而 且 坐 标 & 与 坐标 z 和 p= Vz2 十 吧 2 的 关系 为 


让 z2 


Pe 
6. 所 求 与 上 题 相同 , 但 椭 球 的 对 称 轴 与 外 场 重 直 . 
解 : 对 于 长 椭 球 ( 场 在 z 轴 方 向 ): 

















Vé+t+a? a 一 六 
三 < 十 Va sb 上 
2 EC 
a 
p= 友 artanh 4/1— 
对 于 扁 杭 球 ( 场 在 z 轴 方 向 ) 











1 一 C VE+oc2 
| arctan : SC 
02 2 
=—C7T41-—- 








C Etc até 
1 2 C 
= arctan4/== 三 二 一 
a2 二 2 2 
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7. 设 沿 z 轴 方 向 (在 半空 间 z < 0 内) 的 均匀 电场 区 被 一 有 圆 孔 的 接地 
导电 平面 z= 二 0 所 限制 . 试 求 导 电 平 面 上 的 场 和 电荷 分 布 . 
解 : 我 们 把 带 有 半径 为 a 圆心 在 坐标 原点 处 的 圆 孔 的 zy 平面 视 为 旋转 
单 叶 双 曲 面 
人 z2 
a2—|n| Il 
在 |n| 一 0 时 的 极限 情况 . 这 些 双 曲面 代表 c=0 的 高 椭 球 坐标 系 的 坐标 平面 
族 中 的 一 族 平面 , 按照 (4.9) 式 ， ee A Sm 
而 平方 根 VE 则 按照 z 处 于 上 半空 间或 下 半空 间 内 分 别 取 十 号 或 一 
我 们 要 寻求 形式 为 p 二 一 CzFP(&) 的 解 , 并 得 到 函数 政 (£) 为 
F(E€) = const | te = const ， 长 一 arctan 许 ) 
(根据 z 一 00, 即 VE 一 十 oo 时 y= 二 0 的 条 件 , 我 们 假定 积分 常数 等 于 替 ). 这 
时 , 含有 人 负 宗 量 的 arctan 函数 必须 理解 为 是 


=1, p=2 +Y 


2 区 一 arctan 
a VE 
而 不 是 一 arctan(a/VE). 否则 在 圆 孔 平 面 上 (CC=0) 电势 的 连续 性 会 遭 到 破坏 . 
选择 常 系 数 使 z 一 一 00 ( 即 VE 一 一 00 时 , arctan(a/VE) 一 Tt) 时 , 9p = 二 一 Cz, 最 
后 我 们 得 到 





arctan 





2 ee arctan -一 


天 -二 | - = 本 网 arctan 一 1 
在 导体 表面 n) = 0, 如 所 预料 , 电势 变 为 零 . 

在 离开 小 孔 很 大 距离 = Vz2 二 02 处 ,我 们 有 & 盖 72, 于 是 电势 的 形式 
(在 上 半空 间 内 ) 为 





3T £ 3r73- 
也 即 是 电场 是 电 偶 极 子 型 的 场 , 相 应 的 电 偶 极 矩 为 儿 = Ca3/37. 
场 强 随 r 3 而 减 小 , 因而 通过 无 限 远 表面 的 电 通 量 (在 上 半空 间 z > 0 内 ) 
为 零 , 这 表明 , 穿 过 小 圆 孔 的 所 有 电力 线 在 导体 平面 的 上 侧 是 闭合 起 来 的 . 
导电 平面 上 的 电荷 分 布 用 以 下 方式 计算 : 


1 O O 1 
Pg Se = arctan > 


a FE- el 
式 中 干 号 分 别 指 平面 的 上 侧 和 下 侧 , 根据 联系 和 与 pz 的 公式 
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在 z=0 的 平面 上 ,我 们 有 VE= 土 VP? 一 a?. 于 是 ,在 导电 平面 下 侧 的 电荷 分 
布 由 公式 


全 Ce 区 一 arcsin 十 Ne 
4n2 p /0 0 
给 出 . 当 p 一 co 时 , 我 们 有 = -EC/4r, 这 正 是 我 们 所 预料 的 . 在 导电 平面 上 


侧 
1 a 加 
Se 一 -一 一 arcsn 一 | . 
4 02 一 a2 p 


在 平面 上 侧 感 生出 的 总 电荷 是 有 限 的 , 等 于 


CO a2 
全 一 ) I.2Trpdpo = 


8. 所 求 与 上 题 相同 , 但 导电 平面 上 的 小 孔 是 宽度 为 20 的 直 狭 终 . 
解 : 我 们 把 沿 Z 轴 方 向 具有 狭 颖 的 zy 平面 看 作 双 曲 柱 面 


vy? z2 


i 
在 | 一 0 时 的 极限 情况 . 这 些 双 曲 柱 面 代表 a 一 00, c 一 0 时 的 椭 球 坐标 面 
族 中 的 一 族 表面 . 笠 卡 儿 坐 标 z = VEln|/0. 
和 习题 7 一 样 , 我 们 要 寻求 的 解 的 形式 为 = 一 CzF(6, 并 得 到 函数 PP(&) 
为 
F = const | 
VP 
这 里 的 系数 和 积分 常数 分 别 由 z 一 +co 和 zz 一 一 00 ( 亦 即 VE 一 十 co 和 
VE 一 一 00) 时 五 =0 和 万 =1 的 条 件 求 出 , 最 后 得 到 


= eo [VET VElVlnl, 


在 上 式 中 ,我 们 把 根 VE 理解 为 正 值 ,而 “-” 和 “++” 对 应 于 区 域 z>0 和 z<0. 
在 上 半空 间 内 离开 狭 颖 很 远 处 , 我们 有 EE 空 放 十 z* = 二 72, 而 电势 为 
站 [ml 汪 术 用 
~ E = 
这 即 是 单位 长 度 狭 颖 具有 电 偶 极 矩 C62/8 的 二 维 电 偶 极 子 型 的 场 ( 见 83 习题 
2 中 的 公式 ). 
导电 平面 上 的 电荷 分 布 由 下 式 给 出 : 





|y| 
oe 1 | . 
8 人 
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在 导体 平面 上 侧 感 生 的 总 电荷 (相对 于 单位 长 度 狂 去) 等 于 


> b 
/一 9 一 一 已 一 
e /| ody Co 
在 狭 颖 边缘 附近 , 可 以 在 p(&,n) 的 表达 式 中 令 上 一 0, 且 有 
0 
A 一 人 
7 包 一 200 Sin 了 
其 中 0;0 为 yz 平面 上 的 极 坐标 , 由 狭 缝 边缘 算 起 (yy 二 b++pcos0,z = psin9). 
此 时 
bp .9 
PIE 5 Sno 
这 个 结果 与 83 内 习题 3 中 00 安 1 情况 的 结果 相符 . 
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导体 的 表面 在 电场 内 受到 来 自 电 场 方面 的 确定 的 力 的 作用 , 这 些 力 容易 
用 以 下 方式 算出 . 
真空 中 电场 内 的 动量 流 密度 由 熟知 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 % 


1 /EE? 
-ai 一 一 | 二 0 一 及 万 
去 (3 ) 


给 出 . 作用 在 导体 表面 元 df 上 的 力 恰 好 就 是 从 外 面 “流入 ”导体 内 的 动量 流 ， 
即 等 于 oirdf = oirnxdf (由 于 法 问 和 失 量 n 指向 导体 外 面 , 而 不 是 指向 导体 内 
部 , 所 以 正 负 号 改变 ). 因此 , 量 cikmk 为 导体 表面 单位 面积 上 所 受 的 力 环 . 考 
虑 到 在 金属 表面 上 场 强 五 只 有 法 向 分 量 , 我 们 得 到 


(ld) 
或 者 引进 面 电 集 密 度 o， 
F = 2nx0°n = 50 


因此 , 导体 表面 受到 “ 负 压 力 ” 的 作用 , 这 个 力 指 向 导体 表面 的 外 法 线 方向 , 其 
数值 等 于 电场 的 能 量 密度 . 


”“” @ 参 见 本 教程 第 二 卷 833. 我 们 提醒 大 家 , 应 力 张 量 oj 等 于 带 负 号 的 三 维 动量 流 
密度 张 量 . 
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作用 在 导体 上 的 总 力 瓦 , 可 由 将 (5.1) 式 的 力 对 导体 的 全 部 表面 进行 积 
而 求 出 号 : 
F=f af. (5.2) 
但 是 , 通常 更 方便 的 是 按照 力学 的 普遍 规则 , 对 能 量 求 微 商 来 算出 这 个 量 . 
因此 , 沿 坐 标 轴 g 方向 作用 在 导体 上 的 力 为 -6 /pa, 这 里 的 导数 应 当 理 解 为 
导体 整体 地 党 g 轴 方 回 平 行 移动 时 的 能 量变 化 . 这 时 能 量 必须 用 导体 的 电 衔 
( 场 源 ) 来 表示 , 并 在 保持 电荷 不 变 的 条 件 下 求 微 商 . 用 下 角 标 e 来 标记 这 种 情 


况 , 我 们 写 出 有 
人 人 (5.3) 
类 似 地 , 作用 在 导体 上 的 总 力矩 在 任何 一 个 坐标 轴 上 的 投影 等 于 
OY 
ns (人 (5.4) 


其 中 少 为 导体 整体 地 绕 该 轴 转 动 的 角度 

如 果 将 能 量 表示 为 电势 的 函数 , 而 不 是 表示 为 导体 电荷 的 函数 , 则 对 利用 
这 种 函数 来 计算 总 作用 力 的 问题 需要 作 特别 的 研究 . 问题 在 于 , 要 使 运动 导体 
上 的 电势 维持 不 变 , 必须 求助 于 另外 的 物体 . 例如 , 把 这 个 导体 连接 到 另 一 个 
电容 非常 大 的 导体 上 (“电荷 库 ”), 可 以 保持 该 导体 的 电势 不 变 . 当 导体 带电 荷 
eu 时 , 即 从 “电荷 库 ” 里 取出 这 些 电荷 , 而 这 时 “电荷 库 ” 由 于 电容 很 大 , 电势 
pa 并 不 会 改变 . 但 是 , 电荷 库 的 能 量 减 小 了 eapo， 当 整个 导体 系统 都 带 上 电 
荷 ea 时 , 与 导体 系统 连接 的 “ 库 ” 的 能 量 总 共 改 变 了 -5 eapa. 量 信 内 只 包 
含 所 研究 导体 的 能 量 , 而 不 包含 “ 库 ”的 能 量 . 在 这 种 意义 上 可 以 说 , gr 属于 
能 量 非 闭 合 系统 . 因此 , 对 电势 保持 不 变 的 导体 系统 而 言 , 起 机 械 能 作用 的 量 


不 是 多 , 而 是 量 





多 = 多 一 》eopa. (5.5) 
把 (2.2) 式 代 入 上 式 , 我 们 发 现 多 与 多 只 相差 一 个 正 负 号 : 
= 一 2 (5.6) 


保持 电势 不 变 条 件 下 将 YY 对 4 求 微 商 就 得 到 力 五 , 也 就 是 


el 0 时 


Q 在 这 些 情况 下 ,我们 不 将 这 个 公式 应 用 于 物体 的 真实 表面 , 而 是 应 用 于 略微 离 
开 它 一 点 距离 的 表面 上 , 以 便 排除 物体 表面 近 旁 场 结 构 的 影响 (参见 81). 
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因此 , 作用 于 导体 的 力 既 可 以 在 保持 电 何 不 变 条 件 下 , 也 可 以 在 保持 电势 不 变 
条 件 下 对 多 了 到 微 商 而 得 到 , 唯一 的 差别 是 , 在 第 一 种 情况 下 导数 必须 取 负 号 ， 
而 在 第 二 种 情况 下 应 取 正 号 . 

这 一 结果 其 实 可 以 通过 更 为 形式 化 的 途径 得 到 , 从 微分 恒等式 


从 > padea — Fadqg (5.8) 

出 发 , 把 Y 看 作 是 导体 电荷 和 坐标 q 的 函数 ; 这 个 恒等式 反映 了 这 样 一 个 事 

Se 有 WY 的 偏 导数 OY /dea = pa, OY /0q 二 = 把 变量 由 Ca 转换 为 (Pa 后 ， 
我 们 得 到 加 

d2 = — > eadypa — Fydg, (5.9) 


由 此 得 到 (5.7) 式 . 

在 82 的 末尾 ,我们 曾 研 究 了 导体 在 均匀 外 电场 中 的 能 量 . 不 言 而 喻 , 在 均 
匀 外 电场 中 , 作用 于 未 带电 导体 上 的 总 力 等 于 零 . 但 是 , 我 们 也 可 以 利用 能 量 
表达 式 (2.14) 来 确定 准 均 义 场 @ 中 , 也 即 是 在 整个 导体 尺度 范围 内 变化 很 小 
的 场 中 , 导体 上 所 受 的 力 . 在 这 种 场 内 , 在 初步 近似 下 仍 可 以 从 (2.14) 式 算 出 
导体 的 能 量 , 而 力 五 则 定义 为 这 一 能 量 的 梯度 : 


1 
F=—grad% = 5AikV grad(CiCx). (5.10) 


至 于 总 力矩 K, 一 般 说 来 , 这 个 量 甚至 在 均匀 的 外 电场 中 也 不 为 零 . 根据 
力学 的 普遍 法 则 , 通过 研究 导体 的 无 穷 小 虚 转 动 可 以 确定 K. 在 这 种 转动 下 ， 
能 量变 化 与 KK 的 关系 为 62Y = 一 KK.5w, 式 中 5wy 为 转动 角 . 导体 在 均匀 场 内 转 
动 5w 角 相 当 于 电场 相对 于 导体 转动 ~8w 角 . 此 时 场 的 变化 为 5€ = -8w xC， 
而 能 量变 化 为 ee ee 

OM 0 Be 
但 从 比较 (2.13 式 和 (2.1 式 可 以 看 出 , 62Y /0€ = -多 . 因此 8U = 一 -多 x 
EC .6w, 由 此 得 
K=%xEe, (5.11) 


这 和 从 真空 中 场 论 所 得 到 的 通常 表达 式 一 致 . 

如 果 作用 在 导体 上 的 总 力 和 总 力矩 等 于 零 , 则 导体 在 电场 内 保持 静止 ,于 
是 与 导体 形变 有 关 的 效应 ( 称 为 电 致 伸缩 ) 提 到 首要 地 位 . 作用 在 导体 表面 上 
的 力 (5.1) 引起 导体 的 形状 和 体积 改变 . 这 时 由 于 力 的 拉 伸 特性 , 导体 的 体积 
增 大 . 但 要 完全 确定 形变 , 必须 在 导体 表面 力 的 分 布 由 (5.1) 式 给 定 条 件 下 解 
弹性 理论 方程 . 不 过 , 如 果 只 对 体积 变化 感 兴趣 , 问题 的 解法 就 要 简单 得 多 . 


85 作用 在 导体 上 的 力 - 41 ， 


为 此 必须 考虑 到 , 如 果 形 变 很 小 (实际 上 电 致 伸缩 就 是 这 种 情况 ), 则 形状 
变化 对 体积 变化 所 产生 的 影响 是 二 级 小 量 效应 . 因此 , 在 初级 近似 下 可 以 把 体 
只 变化 看 作 形 状 不 发 生变 化 的 形变 , 亦 即 可 以 把 它 看 成 由 菜 种 有 效 剩余 压强 
AP 作用 下 的 体 膨 胀 , 这 种 有 效 剩余 压强 均匀 分 布 于 物体 的 表面 , 代替 了 (5.1) 
式 那 样 的 精确 分 布 .将 AP 乘 上 物体 的 各 向 伸 长 系数 (均匀 膨胀 系数 ), 就 得 到 
体积 的 相对 变化 . 按照 熟知 的 公式 , 压强 AP 由 导体 的 电能 对 其 体积 的 导 
数 AP= -9Uw/6y 确定 @. 

假设 引起 形变 的 电场 是 由 带电 导体 本 身 所 产生 的 . 此 时 能 量 = e2/(2C)， 
而 压强 为 


当 导体 形状 不 变 时 , 导体 的 电容 (具有 长 度量 纲 的 量 ) 与 其 线 度 成 正比 , 亦 即 
正比 于 VW3. 因此 我 们 得 到 
二 
AP Se 四 
如 果 未 带电 导体 处 于 均匀 的 外 电场 e, 则 导体 的 能 量 由 (2.14) 式 给 出 . 因 
此 在 这 种 情况 下 拉 伸 压强 为 


1 
APSE FD kik (5.13) 


习 司 


1. 设 电容 为 CO (导体 线 度 的 数量 级 ) 的 小 导体 距离 半径 为 a (a 污 0O) 的 
球形 导体 中 心 为 mr, 假定 从 导体 C 至 球面 的 距离 -aa 只 比 C 大 ,但 不 比 a 大 、 
两 导体 用 细 导 线 连接 使 它们 的 电势 p 相同 . 试 确定 两 个 导体 间 的 相互 排斥 力 

解 : 由 于 导体 C 很 小 , 可 以 认为 导体 的 电势 为 大 球 在 r 处 所 产生 的 电势 
全 和 导体 本 身 的 电荷 e 所 产生 的 电势 二 之 和 . 由 此 , 我 们 得 到 p= 二 三 
或 e 一 Cp (1 一 一 ) 所 要 求 的 相互 作用 力 已 由 导体 C 的 电荷 e 与 球 的 电荷 


ap 之 间 的 库仑 排斥 力 





确定 (此 表达 式 的 正确 程度 精确 到 C 的 更 高 千 次 的 项 ). 这 个 力 在 r= 3a/2 处 
达到 极 大 值 { 在 该 点 此 力 为 Fwax 二 4Cgp*/(27a)), 在 这 一 点 的 两 侧 力 都 在 减 小 . 


外 这 样 确定 的 量 为 导体 本 身 作用 于 表面 上 的 压强 , 外 部 作用 在 表面 的 压强 可 由 改 
变 正 负 号 得 到 . 
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2. 设 带 电 球 形 导 体 被 切 为 两 半 , 试 确定 两 半球 的 相互 斥 力 吕 . 

解 : 设 两 半球 被 无 限 狭 罕 的 小 颖 分开 , 我 们 通过 在 它们 的 表面 上 对 (5.1) 
式 给 出 的 力 在 垂直 于 半球 分 界面 的 方向 上 的 投影 (五 */8r)jcosb 进行 积分 , 来 
确定 每 一 半球 上 所 受 的 力 下. 在 狭 颖 内 , 媚 = 0, 而 在 球 的 外 表面 上 , 忆 = 三 ， 
这 里 a 为 球 的 半径 , 而 e 为 球 上 的 总 电荷 . 结果 我 们 得 到 


3. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 导体 球 未 带电 并 处 于 在 重 直 于 分 界面 的 均匀 外 电 
场 E 内 . 

解 : 与 习题 2 相似 , 不 同 的 只 是 在 球 表面 上 万 = 3Ccos9 (根据 83 的 习题 
1). 于 是 所 求 的 斥 力 为 


4. 试 确定 均匀 外 电场 内 的 导体 球 的 体积 变化 和 形状 变化 . 
解 : 体积 的 变化 为 V/V = AP/K, 其 中 KK 为 物质 的 全 压缩 模 量 , 而 AP 


由 (5.13) 式 确定 . 对 于 球体 ,Qik = BigQ = 二 5 (Q 从 83 的 习题 1 得 出 ), 于 是 


AT 3 


V 8TK 
形变 的 结果 是 球 变 成 长 顶 球 . 为 了 求 出 这 个 长 椭 球 的 偏心 率 , 可 以 把 
变 看 作 在 导体 体积 内 的 均匀 切 变 , 类 似 于 在 来 总 体积 的 变化 时 我 们 把 形变 
成 是 均匀 的 体 膨 胀 一 样 . 
形变 物体 的 平衡 条 件 , 可 以 表述 为 静电 能 和 弹性 能 之 和 取 极 小 的 条 件 . 根 
据 (2.12) 和 (4.26) 式 , 第 一 种 能 量 等 于 
Oe 


~ 


形 
看 





Cn 8r l0x R ~ 
其 中 忆 为 球 原来 的 半径 ,a 和 bb 是 椭 球 的 半 轴 , 而 
py 1 过 
3 15 RR 


为 退 极 化 系数 ( 见 (4.33) 式 ). 

由 于 围绕 场 方向 ( 即 x 轴 方 向 ) 形变 是 轴 对 称 的 , 因而 不 为 零 的 形变 张 量 
的 分 量 只 有 Uzs 和 wy = Uzs. 因为 我 们 研究 相对 于 形状 变化 的 平衡 , 这 时 可 
以 假定 体积 不 变 , 即 wii = 0. 因此 弹性 能 可 以 写成 


有 


区 
Wl > 《EC 二 二 loa ee a Ne Uyy)) 


在 习题 2 和 3 内 均 假设 两 半球 的 电势 相同 . 
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其 中 aik 是 弹性 应 力 张 量 (参见 本 教程 第 七 卷 84). 于 是 我 们 有 
Ozz — Owyy 一 a 全 Uyy); 


式 中 j 为 物质 的 前 切 模 量 , 而 Uzs -wy = (a 一 耻 /R. 因此 


2HU(a — b)? 
3R? 


求 出 Us 十 1 之 和 取 极 小 值 时 的 (a 一 岂 , 我 们 得 到 


2 一 0 _ 9 Cr2 
Rh 40T1 


5. 试 求 沿 液 态 导 体 带 电表 平面 上 传播 的 波 的 频率 和 波长 之 间 的 关系 (在 
重力 场 内 ), 并 求 出 这 一 表面 的 稳定 性 条 件 ( 肛 . I. 弗 仑 克 尔 ,1935)， 

解 : 设 波 沿 zz 轴 方 向 传播 ;, z 轴 的 方向 竖 直 向 上 . 液体 表面 各 点 的 竖 直 位 
移 为 C= 二 aei(k7-wt). 当 表 面 静止 时 , 表面 上 方 的 场 强 为 忆 , 二 己 二 no0, 而 电热 
为 p= 二 一 4no0z, 式 中 oo 为 面 电 荷 密度 . 我 们 将 振动 着 的 表面 上 方 的 电势 写 为 


2 Vv. 





0 三 一 4raoz 十 1， 1 = const er he 
式 中 ol 为 满足 方程 Apl = 二 0 的 小 修正 , 当 zz 一 oo 时 , 它 变 为 零 . 沿 整个 导体 
表面 电势 必须 为 恒定 值 , 我 们 取 其 为 零 ; 由 此 得 到 


p1|,_o = 4nooc. 


根据 (5.1) 式 , 作用 在 液体 带电 表面 的 附加 负 压 强 , 精确 到 pi 的 一 次 项 等 
可- 


BE Ez 2 2 2 
a WR 二 一 92 元 十 4X ke. 
8 8 JLOQ ol po Po C 


常数 项 2x0? 不 重要 (可 将 其 包含 在 恒定 外 压强 内 ). 
研究 波 内 的 流体 力学 运动 完全 类 似 于 毛细 波 理 论 (参见 本 教程 第 六 卷 
862), 所 不 同 的 只 是 这 里 存在 上 面 指 出 的 附加 压强 . 在 液体 表面 上 , 我 们 得 到 
边界 条 件 
oF O2C “yy 
B06 二 po 0 00RG = 0, 
其 中 a 为 表面 张力 系数 , 0 为 液体 的 密度 , 而 $ 为 液体 的 速度 势 . 8 和 CC 之 间 


还 存在 下 列 的 关系 式 : 
a¢ 65 


Ot Oz 





1 之 一 0 
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将 C=aei(*?-%t) 和 $= 4eitkr -enet 代入 上 两 个 关系 式 内 (@ 满足 方程 
A 二 0), 并 消去 a 和 A 后, 我们 得 到 所 求 的 天 与 w 之 间 的 关系 式 为 


k 
w* = Do Anookb ap) (1) 


为 了 使 液 面 是 稳定 的 , 频率 w 在 上 的 任何 取 值 下 都 必须 为 实数 (否则 
将 为 含有 正 的 虚数 部 分 的 复数 , 因子 e-i2t 将 无 限 地 增加 ). (1) 式 右 端 为 正 值 
的 条 件 为 (4rc3)2 一 4gpa < 0, 由 此 得 


这 也 就 是 稳定 性 条 件 . 
6. 试 求 带电 球形 液 滴 的 稳定 性 条 件 ( 瑞 利 , 1882). 
解 : 球形 液 滴 的 静电 能 和 表面 能 之 和 为 
2 


CE 
2 = 56 1+, 


式 中 Qa 是 液体 的 表面 张力 系数 , C 为 球形 液 滴 的 电容 ,9 是 它 的 表面 面积 . 当 
球 随 着 e 的 增加 伸 长 变 为 椭 球 时 发 生 不 稳定 性 , 并 且 这 种 不 稳定 性 发 生 于 当 
G 变 成 偏心 率 的 递减 函数 时 (保持 球形 液 滴 体积 不 变 ). 球 的 形状 始终 对 应 于 
MY 的 极 值 , 因此 , 稳定 性 条 件 为 

924 


se 


式 中 a 和 4b 为 椭 球 的 半 轴 , 而 进行 微分 时 ab = const. 利用 熟知 的 椭 球 表面 
公式 和 它 的 电容 公式 (4.18), 在 经 过 较为 兄长 的 计算 后 , 我 们 得 到 


e2 < 16ra3a. 


这 个 条 件 保 证 了 液 滴 相对 于 小 形变 的 稳定 性 . 但 是 , 它 比 相对 于 将 液 滴 
分 裂 为 两 个 相同 的 小 液 滴 的 大 形变 的 稳定 性 条 件 要 弱 (小 液 滴 的 电荷 为 e/2. 
半径 为 a/21/3), 这 种 大 形变 下 的 稳定 性 条 件 是 


La 


2 1 
e < 16na Qs ai73 173 = 0.35 x 16ra3a. 
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86 介 电 体内 的 静电 场 


我 们 现在 转 到 研究 男 一 类 物质 一 - 介 电 体内 的 恒定 电场 . 

介 电 体 的 基本 性 质 是 它 的 内 部 不 可 能 流 过 恒定 电流 ， 因 此 和 导体 不 同 ， 
介 电 体内 的 恒定 电场 强度 完全 不 应 等 于 零 , 因而 我 们 必须 导出 描写 这 种 场 的 
方程 . 其 中 的 一 个 方程 通过 对 方程 (1.3) 求 平均 得 到 , 和 前 面 一 样 为 


rotE=0. (6.1) 
对 方程 dive = 4rpo 取 平 均值 得 到 第 二 个 方程 
div E = 47n5p. (6.2) 


现在 我 们 假定 没有 任何 外 电 傈 被 移 到 介 电 体内 部 ; 这 是 一 种 最 常见 也 是 
最 重要 的 情况 . 于 是 , 即使 将 介 电 体 移 入 电场 以 后 , 介 电 体 全 部 体积 内 的 总 电 
向 仍然 等 于 零 : 
jzar=o 


这 个 任何 形状 的 介 电 体 都 必须 满足 的 积分 关系 式 表 明 , 平均 电 人 向 密 度 可 以 写 
成 菏 一 矢量 的 散 度 的 形式 , 这 个 矢量 通常 用 -PP 表示: 

7=— divP, (6.3) 
而 且 在 介 电 体外 P = 0. 实际 上 , 对 一 个 环绕 介 电 体 并 处 处 在 介 电 体 之 外 的 表 
面 所 包含 的 体积 积分 , 我 们 得 到 


[rav=- /avpav=-fP.ar=0 
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量 P 称 为 物体 的 介 电 体 极 化 矢量 (或 简单 地 称 为 极 化 矢量 ); PP 不 等 于 零 
的 介 电 体 称 为 极 化 介 电 体 . 矢量 P 不 但 决定 体 电 荷 密度 (6.3), 而 且 也 决定 分 
布 于 极 化 介 电 体 表 面 的 面 电 荷 密 度 o. 如 果 在 两 个 无 限 靠近 的 单位 面积 ( 介 电 
体 表面 夹 在 两 个 面积 之 间 ) 所 围 成 的 体积 元 内 对 (6.3) 式 积分 , 并 考虑 到 介质 
外 面积 上 P = 0, 我 们 得 到 (和 (1.9) 式 的 推导 比较 ): 


0 一 ds (6.4) 


其 中 及 是 矢量 PP 在 表面 外 法 线 方向 上 的 分 量 . 
为 了 阐明 PP 的 物理 意义 , 我 们 来 研究 介 电 体内 全 部 电荷 的 总 偶 极 矩 . 与 
总 电荷 不 同 , 总 偶 极 矩 不 应 等 于 零 . 根据 偶 极 抢 的 定义 , 它 应 是 积分 


f rpav. 
把 (6.3) 式 的 万 代入 上 式 , 再 对 包含 整个 物体 的 体积 进行 积分 , 我 们 得 到 
f rpav 三 -fraiv Pav 一 - friar 万) + / .V)7rdT 


上 式 右 端 对 表面 的 积分 为 零 , 而 在 第 二 个 积分 内 , 我 人 有 (P.V)r = P, 于 是 


f riav a /par (6.5) 


由 此 可 见 , 极 化 矢量 正 是 介 电 体 单 位 体积 的 电 偶 极 矩 (或 如 通常 所 说 电 和 矩 ) &， 
把 (6.3) 式 代 入 (6.2) 式 , 我 们 得 到 静电 场 的 第 二 个 方程 为 


div = 0, (6.6) 
这 里 引入 了 一 个 新 的 量 D, 定义 为 
D= E+4xP (6.7) 


称 为 电感 应 强度 . 方程 (6.6) 是 通过 对 构成 介 电 体 的 电荷 密度 求 平均 值得 到 的 . 
如 果 从 外 面 引 入 不 属于 介 电 体 构成 成 分 的 电荷 (我 们 将 称 它 为 外 电荷 ) 到 介 
电 体 内 , 那么 , 在 (6.6) 式 的 右 侧 还 应 该 添上 外 电 和 荷 密度 : 


div D = 4rpex， (6.8) 


， 应 该 注意 到 , 介 电 体内 的 关系 式 (6.3) 和 介 电 体外 的 条 件 P=0 本 身 , 还 不 足以 
单 值 地 确定 P; 在 介 电 体 的 内 部 区 域 可 在 忆 上 加 上 形 如 rotf 的 任 一 矢量 . 只 有 建立 起 
和 侦 极 矩 的 关系 , 才能 最 终 确定 P. 
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在 两 种 不 同 的 介 电 体 的 分 界面 上 , 必须 满足 确定 的 边界 条 件 . 其 中 一 个 条 
件 是 从 方程 rot E = 0 得 出 的 结果 . 如 果 分 界面 的 物理 性 质 吕 是 均匀 的 , 那么 ， 
这 个 条 件 要 求 电 场 强 度 的 切身 分 量 必须 是 连续 的 : 


Er = Et» (6.9) 


(和 条 件 (1.7) 的 推导 比较 ). 再 从 方程 divD =0, 可 以 得 到 第 二 个 条 件 , 它 要 求 
分 界面 上 的 法 向 电感 应 强度 分 量 必须 连续 : 


Di = Dn2 (6.10) 


实际 上 , 法 向 分 量 D, = D; 的 突变 表明 导数 9D;/0z 从 而 divD 变 成 无 穷 大 . 
在 介 电 体 和 导体 的 分 界面 上 , Et = 0, 而 从 (6.8) 式 得 到 法 向 分 量 的 条 件 : 


E: =0, 万 = Anoex, (6.11) 


其 中 cex 是 导体 表面 上 的 电荷 密度 (参见 (1.8) 、(1.9) 式 ). 
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要 使 方程 (6.1) 和 (6.6) 成 为 确定 静电 场 的 完备 方程 组 , 还 必须 加 上 一 个 
联系 电感 应 强度 D 和 电场 强度 五 的 关系 式 . 在 绝 大 多 数 情况 下 , 可 以 假定 这 
种 关系 是 线性 的 . 这 种 线性 关系 相应 于 万 展开 为 五 的 才 级 数 的 首 项 , 并 且 与 
外 电场 远 小 于 内 部 分 子 场 有 天. 

万 对 五 的 线性 依赖 关系 , 在 介 电 体 为 各 向 同性 这 一 最 重要 的 情况 下 , 具 
有 特别 简单 的 形式 . 显然 , 在 各 向 同 性 的 介 电 体内 , 矢量 D 和 五 的 方 癌 应 该 
相同 . 因此 , 它们 之 间 的 线性 关系 归结 为 简单 的 比例 关系 ®@: 


D = eb, (7.1) 


系数 s 称 为 物质 的 介 电 常 量 , 它 是 物质 的 热力 学 状态 的 函数 . 
和 电感 应 强度 一 样 , 极 化 强度 也 和 电场 成 正比 : 
一 让 二 -外 

@ 也 就 是 指 相互 接触 物体 的 组 分 、 温 度 等 . 如 果 介 电 体 是 晶体 , 则 表面 应 是 曲面 . 

@O 假定 九 与 五 同时 变 为 零 的 这 种 依赖 关系 ,严格 说 来 , 只 有 在 物理 性 质 (组 分 、 温 
总 等 ) 为 均匀 的 介 电 体内 才 是 正确 的 . 在 非 均 匀 物 体内 即使 EE=0, DD 的 值 也 可 以 不 为 
其 值 由 随 物 体位 置 变 化 的 热力 学 量 的 梯度 来 决定 . 不 过 这 些 项 总 是 很 小 , 因此 我 们 
后 甚至 在 不 均匀 物体 内 也 将 用 (7.1) 式 . 


河 


让 入 
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量 x 称 为 物质 的 极 化 系数 (或 物质 的 介 电 极 化 率 ). 下 面 (814) 将 证 明 . 介 电 党 
量 总 是 大 于 1; 因而 极 化 率 也 永远 是 正 的 . 可 以 认为 , 稀 玻 介 电 体 (气体 ) 的 极 
化 率 与 其 密度 成 正比 . 

在 两 种 各 向 同性 的 介 电 体 的 分 界面 上 , 边界 条 件 (6.9) 和 (6.10) 取 如 下 形 
式 : 

Ei = Ew, 51Enl = £2 En2. (7.3) 
由 此 可 见 , 电场 强度 的 法 向 分 量 发 生 突变 , 它 与 相应 介 电 体 的 介 电 常量 成 反比 
地 变化 . 

在 均匀 介 电 体内 ,e = const, 于 是 从 方程 div = 0 得 出 divP =0. 根据 
(6.3) 式 的 定义 , 这 表明 这 种 物体 内 不 存在 体 电荷 密度 ( 面 电 荷 密度 (6.4), 一 般 
说 来 并 不 为 零 ). 相反 地 , 如 果 介 电 体 不 是 均匀 的 , 我 们 就 得 到 不 为 零 的 体 电荷 
密度 : 








如 果 按 照 EB = 一 gradwp 引入 电势 ， 则 方程 (6.1) 自动 满足 , 而 方程 divD = 
divs 瑟 = 0 给 出 
div(sgrado) = 0. (7 动 


这 个 方程 只 在 均匀 介 电 体内 才 变 成 通常 的 拉 普 拉 斯 方程 . 边界 条 件 (7.3) 可 以 
改写 成 如 下 的 电势 条 件 : 


| 
(电势 的 切 向 导数 连续 性 条 件 与 p 本 喘 的 连续 性 条 件 完 全 等 价 ). 

在 分 块 均匀 的 介 电 体内 , 对 每 一 均匀 部 分 , 方程 (7.4) 都 约 化 成 拉 普 拉 斯 
方程 Ap = 0, 于 是 介 电 常量 只 是 通过 条 件 (7.5) 出 现在 问题 的 解 内 . 但 是 这 些 
条 件 只 包含 互相 接触 的 两 种 介质 的 介 电 常量 之 比 . 特别 是 , 求解 被 介 电 常量 
sl 的 介 电 体 所 包围 的 介 电 常量 为 ez 的 介 电 体 的 静电 学 问题 , 就 归结 为 求解 真 
空 内 介 电 常量 为 eo/ei 的 介 电 体 的 静电 学 问题 . 

现在 我 们 来 研究 一 个 问题 : 如 果 导 体 不 是 在 真空 内 , 而 是 处 于 各 癌 同 性 均 
匀 介 电 体 包围 之 中 , 前 一 节 所 得 到 的 关于 导体 静电 场 的 结果 应 如 何 改 变 ? 在 
两 种 情况 下 , 电势 的 分 布 都 可 用 方程 Ap = 0 来 描写 , 其 边界 条 件 仍 为 在 导体 
表面 p 保持 不 变 , 所 不 同 的 只 是 原来 的 电场 法 向 分 量 与 面 电 荷 密度 的 关系 式 
Bn = 一 DOp/0n = 4rc, 现在 换 成 了 

Ow 


8 
EF = dro (7.6) 
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由 此 可 见 , 真空 内 带电 导体 的 电场 问题 的 解 , 可 通过 对 电势 和 电荷 作 形 式 代 
换 : o 一 ew, e 一 e, 或 者 wp 一 gp,e 一 e/e, 转换 成 介 电 体内 相同 问题 的 解 . 
体 的 电荷 给 定时 , 电势 和 电场 强度 与 它们 在 真空 内 的 数值 比较 , 减 小 为 原来 的 
1/s: 场 的 这 种 减 小 可 以 直观 地 解释 为 导体 上 的 电荷 被 邻接 的 极 化 介 电 体 上 的 
面 电 和 集 所 部 分 “屏蔽 ”的 结果 . 如 果 导 体 的 电势 保持 不 变 , 则 电场 也 保持 不 变 ， 
但 导体 的 电荷 增加 为 原来 的 < 倍 喇 . 

最 后 应 该 指出 , 在 静电 学 中 , 可 以 形式 地 把 导体 (未 带电 的 ) 看 作为 介 电 御 
量 为 无 限 大 的 物体 , 这 也 就 是 说 导体 对 外 电场 的 影响 和 es 一 co 的 介 电 体 ( 相 
同形 状 的 ) 所 产生 的 影响 相同 . 实际 上 , 由 于 电感 应 强度 DD 的 边界 条 件 是 有 限 
的 , 因此 在 物体 内 部 , 即使 在 s 一 co 时 , 电感 应 强度 也 必须 保持 为 有 限 , 表明 
在 这 种 场 内 巨 = 0, 这 和 导体 的 性 质 是 一 致 的 . 


习 题 


1. 点 电荷 e 与 两 种 不 同 介 电 体 的 分 界 平 面 的 距离 为 h, 试 确定 点 电荷 e 
所 产生 的 电场 . 

解 : 设 在 介质 1 内 电荷 e 所 在 的 点 为 O 点 , 而 它 在 分 界面 另 一 侧 的 镜 
像 (在 介质 2 内 ) 为 O' 点 (图 11). 我 们 将 把 介质 1 内 的 电场 当 作 两 个 点 电 








荷 电 有 ee 和 O' 点 上 的 谍 电 有 e 一 一 所 产生 的 电场 (对 照 83 的 镜像 法 ) 来 
a 
下 er 
le E17 ET! 
P 





图 11 


式 中 7,7' 分 别 是 观测 点 至 O 〇 点 和 0O' 点 的 距离 . 而 把 介质 2 内 的 场 则 当 作 是 
O 点 的 庶 电 荷 e” 所 产生 的 场 : 


E 


2 
Eo7 


特别 是 由 此 得 出 ,在 电容 右 中 充满 介 电 体 的 情况 下 , 电容 器 的 电容 增加 为 原来 
的 = 倍 . 
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在 分 界 平面 上 (7 = 二 7'), 必须 满足 条 件 (7.5), 从 这 些 条 件 我 们 得 到 方程 : 











, ei+e’ e’ 
e 一 e 一 e ， = 
El ED 
由 此 得 到 
E1— £2 2E 
ps 2 2 (1) 
ET 0 Er 


当 es 一 oo 时 , 我 们 有 e' = 一 e,w2 = 二 0; 也 就 是 我 们 又 回 到 83 中 得 到 的 了 性 
电 平 面 附 近 的 点 电荷 所 产生 的 场 的 结果 . 
作用 在 电 奇 e 上 的 力 (镜像 力 ) 等 于 


ee ee = (2) Er 
(2h)?ei 2h E1(E1 十 Es2) 





下 > 0 对 应 于 不 力 . 

2. 所 求 与 上 题 同 , 设 带 电 的 无 限 长 直 导 线 与 分 春平 面 平行 , 且 距 分 界面 
的 距离 为 hh. 

解 : 和 前 一 问题 的 解法 完全 相似 , 所 不 同 的 只 是 在 两 种 介质 内 的 电势 为 


2e | 2e | Hi/ 2e” oe 
一 一 一 nr 一 一 7， 一 一 一 
P1 本 2 一 


式 中 ee'e' 分别 是 单位 长 度 导 线 及 其 “镜像 ”上 的 电荷 , 而 7,m' 是 在 与 导线 
垂直 的 平面 内 的 相应 的 距离 对 于 e, e' 和 e", 我 们 得 到 和 (1) 式 相同 的 表达 
式 , 而 作用 在 单位 长 度 导 线 上 的 力 为 


2ee/ e“(E1 E2 


四 2hei heile1 十 Es2) 





3. 设 在 介 电 常量 为 sl 的 介质 内 带电 的 无 限 长 直 导 线 与 半径 为 a 的 圆柱 

体 (e = e2) 平行 且 与 其 轴 距 离 为 (b> oa), 试 求 这 导线 所 产生 的 场 @. 

解 : 我 们 把 介质 1 内 的 场 当 作 这 样 的 三 条 导线 在 均匀 介 电 体 sl 内 所 产生 
的 场 ， 其 中 一 条 为 实 的 带电 肝 线 (通过 图 12 中 的 O 点 )， 单位 长 度 带电 荷 e. 其 
I 过 A 点 和 0O' 点 的 虚 带 电导 线 , 单位 长 度 上 分 别 带 电荷 e' 和 
ee'. 4 点 至 圆心 的 距离 为 40' ==a2/b; 此 时 圆周 上 的 所 有 点 分 别 至 O 点 和 了 4 
了 圆周 上 边界 条 件 能 够 满足 
同样 , 把 介质 2 内 的 场 当 作 通过 O 点 的 导线 上 的 虚 电 荷 e” 在 均匀 介质 2 内 
所 产生 的 场 来 求 . 

@ 介 电 球 附近 的 点 电荷 的 类 似 问题 不 能 在 有 限 形式 下 解 出 . 
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分 界面 上 的 边界 条 件 , 可 以 方便 地 用 电势 p( 百 = 一 grado) 和 由 万 =rot4 
(与 方程 divDD ==0 一 致 ) 所 定义 的 和 失势 A (参见 83) 表示 出 来 ; 在 平面 问题 中 ， 
te oad tenes de 
分 量 为 连续 的 条 件 与 以 下 条 件 等 价 


Pl1 二 %2， 41 一 A,. 
带电 导线 所 产生 的 场 用 极 坐标 r, 9 表示 为 
2e 
人 4=2e0 十 const 


(与 (3.18) 式 比较 ). 因此 , 边界 条 件 为 


—(~elnr—e’lnr’ +e lna)=—— lnr+const, 
E1 £2 


2[le0 +e’0 —e(0+0)|=2e"0 


(各 个 角 的 符号 如 图 12 所 示 ; 利用 了 三 角形 OO'B 和 BO'4 之 间 的 相似 )， 由 
此 得 出 : eo(e 十 e')= 二 ele ,Ee 一 e' 二 Ee”, 而且 对 e ! 和 ee 重新 得 到 习题 1 的 (1) 式 . 

作用 于 带电 导线 单位 长 度 上 的 力 与 OO' 平行 , 并 等 于 

村 2 1 2e2(sl — 2)a” 
p=ep- 2 (Fa 00)- mi 

(下 > 0 对 应 于 斥 力 ). 在 a,b 一 00,06 一 a 一 hh 的 极限 情况 下 , 上 式 转变 为 习题 1 
的 结果 . 

4. 所 求 与 上 题 一 样 , 但 导线 通过 介 电 常量 为 sz 的 圆柱 体内 部 (0 < a). 

解 : 我 们 把 介质 2 内 的 所 要 求 的 场 当 作 实 导线 e (图 13 中 的 O -h a 
过 圆柱 外 4 点 的 虚 导 线 e' 所 产生 的 场 . 而 所 要 求 的 介质 1 内 的 场 则 为 通过 O 
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和 O' 且 所 市 电荷 分 别 为 e/ 和 ee 一 e” 的 导线 所 产生 的 场 . 利用 和 前 一 习题 相 
同 的 方法 , 我 们 得 到 


/ <1 一 <2 要 251 





e 
51 十 E2 E1 十 52 






El 
OO’=b 
O’ A=a2/b 
图 13 
导线 所 受到 的 圆柱 体 的 斥 力 (sa > el 时 ) 为 
2ee 1 2e*(e2 — e1)b 





£9 O4 中 s2(E1 十 Es2)(Q? 一 2 


5， 试 证 明 : 由 m4 点 处 的 点 电荷 e 在 任意 非 均 匀 介 电 体 内 的 mp 点 处 
所 产生 的 电势 o4(rp), 等 于 由 mp 点 处 的 相同 电荷 在 TA 点 处 所 产生 的 电势 


PB(TA). 
解 : 电势 pA(7) 和 pp(7T) 分 别 满 足下 列 方程 : 


div(e VpA) = —4ned( 7—7A), div( Sop) = —4ned( 7 一 7B). 
用 pB 腾 上 面 的 第 一 个 等 式 , pa 来 第 二 个 等 式 , 然后 两 式 逐 项 相 减 , 我 们 得 到 
div(pBEVPA) — div(pAE VPB) = —4ned( 7 一 74) PpB( TH 4ned( 7r— 7B)PA( 7T). 
把 这 个 等 式 对 全 空间 积分 , 就 得 到 所 求 的 关系 式 


PA(TB) = PB( TA) 
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处 于 均匀 外 电场 内 的 介 电 椭 球 的 极 化 具有 一 些 别 具 一 格 的 特性 , 唤起 了 
人 们 的 特别 兴 

我 们 首先 来 研究 一 个 简单 的 特殊 情况 一 一 外 电场 C6 内 的 介 电 球 . 我 们 用 
st 表示 介 电 球 的 介 电 常量 , 而 用 e(%) 表示 球 外 介质 的 介 电 常 量 . 选择 球面 坐 
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标 系 的 原点 在 球 心 上 ( 极 角 9 从 ECE 方 癌 算 起 ), 我 们 将 求 出 形式 为 
PCA 


的 球 外 电势 ; 其 中 第 一 项 是 外 加 电场 的 电势 , 而 第 二 项 则 给 出 所 要 求 的 在 无 穷 
远 处 变 为 零 的 球 所 引起 的 电势 变化 (与 83 习题 1 的 解 比较 ). 我 们 所 求 的 球 内 
的 电势 形 为 
一 一 BC.7; 

这 是 唯一 一 个 满足 拉 普 拉 斯 方程 、 在 球 心 上 保 持 有 限 , 并 且 仅 依赖 于 问题 中 
包含 的 唯一 参数 恒定 矢量 € 的 郴 数 . 

常数 A 和 B 由 球面 上 的 边界 条 件 确 定 . 但 我 们 立刻 注意 到 球 内 的 电场 
EW = BE 是 均匀 的 , 它 和 外 加 场 的 差别 只 是 绝对 值 不 同 . 

电势 的 连续 性 边界 条 件 给 出 


EM)=E ( 二 条) 
(R 是 球 的 半径 ), 而 电感 应 强度 法 问 分 量 的 连续 性 条 件 为 
DY = eV€ @ 4 3 | 
从 这 两 个 等 式 内 消去 4, 我 们 得 到 
(DO 4 292) EO) = ed) (8.1) 


或 者 , 将 DY = eB 代入 上 式 , 于 是 
3c(e) 
2s(e) + el B 
无 限 长 介 电 圆柱 体 处 于 与 其 轴 垂 直 的 外 电场 中 的 问题 , 可 以 用 完全 类 似 
的 方法 解 出 (与 83 的 习题 2 比较 ). 柱 体内 的 场 , 就 如 同上 一 个 例子 中 的 球 内 
的 场 一 样 , 也 是 均匀 的 . 它 满 足 关 系 式 


EY = (82) 


1 . | 
本 (e) 
ZE 
{= 
c(i) 十 cele) (8.4) 


关系 式 (8.1) 和 (8.3) 不 显 含 球体 或 柱 体 的 介 电 常量 sy 具有 特别 重要 的 
意义 , 因为 这 两 个 关系 式 的 正确 性 和 物体 内 马 与 DD 间 的 线性 关系 无 关 ; 在 任 
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何 形式 的 依赖 关系 下 (包括 各 向 异性 物体 ) 它们 都 成 立 . 类 似 的 关系 式 , 如 对 
于 处 于 纵向 场 内 的 圆柱 体 的 


EW=€ (8.5) 
和 对 于 处 在 与 板 垂直 的 电场 中 的 平行 平面 板 的 
DO = st(e)c， (8.6) 


也 都 具有 同样 的 特征 ; 这 些 关 系 式 可 从 边界 条 件 直接 看 出 . 

一 般 说 来 , 只 要 是 放 在 均匀 的 外 电场 内 , 所 有 的 椭 球 不 论 其 半 轴 a、b、c 
的 比值 如 何 都 具有 在 其 内 部 产生 均匀 电场 的 性 质 . 利用 椭 球 坐标 求解 介 电 椭 
球 的 极 化 问题 , 和 在 84 中 解 导 电 椭 球 的 对 应 问题 相似 . 

我 们 再 一 次 来 求 形式 为 (4.22) 式 ps = wpoF (6) 的 椭 球 外 的 电势 , 其 中 的 
负数 F(E) 从 (4.23) 得 出 . 椭 球 内 的 电势 y; 不 可 能 包含 这 样 的 图 数 , 因为 它 不 
满足 在 整个 椭 球 体积 内 场 有 限 这 一 条 件 . 实际 上 , 我 们 来 研究 表面 & = -c2, 它 
是 椭 球 体积 内 zy 平面 中 被 半 轴 为 (o2 - c2)72 和 (2 一 c2)!/22 的 椭圆 包围 的 那 
部 分 . 当 € 一 -c2 时 , 积分 (4.23) 表现 得 和 We +ec2 一 样 . 因此 , 电场 场 强 , 也 
即 是 电势 梯度 , 将 如 同 (+ c2)-22 一 样 变化 , 而 当 上 = -cec2 时 趋向 于 无 穷 大 . 
因此 , 对 于 椭 球 内 的 场 只 有 F(6) = 常数 的 解 才 适合 , 亦 即 应 当 寻 求 的 pi 的 形 
起 是 

pi = Bpo. 
我 们 看 到 , 电势 yp; 和 均匀 电势 wo 的 差别 只 是 多 一 个 常数 因子 . 换 句 话说 , 在 
椭 球 内 的 场 是 均匀 的 . 

我 们 将 不 在 此 写 出 椭 球 外 的 电场 公式 . 其 实 , 无 须 实 际 写 出 边界 条 件 , 只 
利用 一 些 我 们 已 熟知 的 结果 , 就 可 以 求 得 椭 球 内 的 均匀 电场 . 

首先 我 们 假定 椭 球 位 于 真空 内 (a(9 = 1). 于 是 在 矢量 BW, DY 和 EE( 它 
们 的 方向 都 相同 , 即 沿 着 x 轴 方 向 ) 之 间 应 当 存 在 以 下 线性 关系 : 


aEl) +bDW = Ca， 


其 中 系数 a, b 和 椭 球 的 介 电 常量 s0) 无 关 , 只 依赖 于 椭 球 的 形状 . 这 种 线性 关 
系 的 存在 可 以 从 边界 条 件 的 形式 得 出 ,上面 我 们 已 经 通过 球体 和 圆柱 体 的 例 
让 划一 二 

为 要 确定 a 和 bb, 我 们 注意 到 , 在 平庸 的 et = 1 的 特殊 情况 下 , 简单 地 有 
= D=€; 由 此 得 到 4 十 b= 1. 男 一 个 我 们 所 熟知 的 特殊 情况 是 导电 椭 球 . 
在 导体 内 EW = 0, 而 电感 应 强度 DW 没有 直接 的 物理 意义 , 但 是 可 以 把 它 看 
成 是 一 个 和 椭 球 的 总 偶 极 矩 之 间 关 系 为 


4 区 
DY =4x4P=— 
. V 
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的 纯 形 式 的 量 . 根据 (4.26 ) 式 , 这 时 应 有 





人 i 
这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 关系 式 : 


(1 一 nt7)) EY) 十 nt®) DU) = (8.7) 
或 
El = Co — 47 人) 已 ， (8.8) 


量 4rm(2) 已 , 称 为 退 极 化 场 . 

对 于 y 轴 和 > 轴 方 回 的 场 , 这 样 的 关系 式 也 是 正确 的 , 只 是 其 中 的 系数 要 
改 为 nt) ,nt3). 这 些 关 系 式 就 像 两 个 特别 的 公式 (8.1) 与 (83) 那样 , 不 论 椭 球 
内 五 和 万 的 关系 如 何 , 它们 都 适用 . 

令 D 四 =e 他 EW, 从 (8.7) 式 我 们 得 到 椭 球 内 的 电场 强度 为 





Cy 


及 二 8.9 
Tt 1 再 (el®) en 1)n(z) ( ) 
而 椭 球 的 总 偶 极 矩 为 
| abc < 一 1 
四 二 人 8.10 
Ss 4 ( 人 本 Tn (8.10) 


如 果 场 多 在 三 个 轴 上 都 有 分 量 , 那么 椭 球 内 的 场 仍然 是 均匀 的 , 但 是 , 一 
般 说 来 不 与 CE 平 行 . 对 任意 选择 的 坐标 系 , 可 以 把 关系 式 (8.7) 写成 普遍 形式 : 


Ds (8.11) 


通过 用 eyet®) 代替 st 的 办 法 , 即 可 很 简单 地 转换 到 介 电 体 的 介 电 常量 
不 为 1 的 情况 . 这 时 (8.7) 式 取 以 下 形式 : 


(TR (8.12) 


特别 是 , 这 个 公式 可 以 应 用 于 无 限 介 电 体 内 椭 球 形 小 孔 内 的 电场 上 , 为 此 , 必 
须 令 el = 1. 


@ 类 似 的 公式 对 于 均匀 外 磁场 中 的 磁化 椭 球 也 是 正确 的 (参见 829). 与 此 相关 , 量 
n(z) n(Y),n(*) 称 为 退 磁 系 数 . 
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1. 试 求 作用 于 均匀 电场 内 旋转 椭 球 上 的 力 拢 . 

解 : 根据 普遍 公式 (16.13), 作用 在 椭 球 上 的 力矩 等 于 慌 = 邑 xE@ 式 中 

儿 是 椭 球 的 偶 极 给 . 在 旋转 椭 球 内 ,矢量 多 位 于 通过 对 称 轴 和 区 方向 的 平面 
内 . 力矩 方向 与 这 个 平面 重 直 , 利用 (8.10) 式 进 行 计算 , 可 得 到 它 的 大 小 为 

(eo1)7|l1— 3n|V sin2a 有 
8n(ne+1—n)[l(l—n)e+t+1l++n| 


其 中 a 是 5 的 方向 和 椭 球 的 对 称 轴 之 间 的 夹 角 , 而 n 是 沿 这 个 轴 的 退 极 化 系 
数 (于 是 在 与 这 个 轴 重 直 的 方向 上 , 退 极 化 系数 为 (1/2)(1 一 n)). 力矩 的 方向 
是 , 它 力图 把 长 椭 球 ( < 1/3) 和 扁 椭 球 (n > 1/3) 的 对 称 轴 分 别 转 到 与 场 平 
行 和 垂直 的 位 置 上 . 
对 导电 椭 球 (e 一 oo), 我 们 得 到 
虐 一 37m| 


所 三 二 23n20 
Sr 


》 


2. 设 空心 介 电 体 球 ( 介 电 常量 为 ,内 外 半径 分 别 为 b 和 a) 位 于 均匀 外 
电场 区 内 , 试 确定 球 腔 内 的 场 . 

解 : 和 正文 中 解 实心 球 的 场 类 似 ,我 们 所 要 寻求 的 球 外 真空 内 (区域 1) 和 
球 腔 内 (区 域 3) 的 电势 的 形式 分 别 为 


A 
O1 一 一 Ecos0O ( 一 乞 ) ， 3 = —BEr cosb, 
而 介 电 层 内 的 电热 (区 域 2) 形式 为 
D 
p2 一 一 CCcos0 ( 一 与) 


式 中 4 PC, 万 为 常数 , 由 只 和 eaC 在 1-2 边 界 和 2-3 边 界 上 的 连续 性 
条 件 定 出 , 因此 , 在 球 腔 内 的 电场 Es = BE 是 均匀 的 ( 球 壳 形 介 电 体 层 内 的 场 
Bz 是非 均匀 的 ) 计算 常数 , 得 到 下 面 的 结果 ， 


9e 
mera tl) e107a) 
3. 试 求 处 于 均匀 横向 电场 内 的 空心 介 电 圆柱 体内 部 的 电场 多. 


这 一 节 的 三 个 习题 中 均 假 定 椭 球 在 真空 内 . 
@ 在 纵 同 场 内 答案 显然 为 BE3 = EC. 
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解 : 与 上 题 类 似 地 求解 , 结果 为 : 


4e 
ery ea 
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如 果 物 质 是 小 颗粒 分 散 混 合 物 (乳胶 体 、 粉 状 混合 物 等 ), 那么 我 们 可 以 
研究 对 大 于 不 均匀 性 线 度 的 体积 求 得 的 平均 电场 . 对 这 种 平均 场 来 说 , 混合 
是 均匀 和 各 回 同 性 的 介质 , 因而 可 以 采用 介 电 常量 的 有 效 值 描写 这 种 介质 的 
特征 , 我 们 把 它 表示 为 emix. 如 果 忆 和 DD 是 按 上 述 方式 求 得 的 平均 电场 强度 
和 平均 电感 应 强度 , 则 按照 smix 的 定义 , 有 


D 一 Si (9.1) 


如 果 混 合 物 的 所 有 粒子 都 是 各 问 同 性 的 , 而 它们 的 介 电 常量 之 差 小 于 e 
本 身 , 那么 就 可 以 在 普遍 形式 下 算出 emi;x 值 , 其 精确 度 达 到 上 述 差 值 的 二 阶 
项 . 

现在 把 电场 强度 的 局 域 值 写 成 五 = 巨 + 5E, 而 介 电 常量 的 局 域 值 写成 
B08 

= 
= 一 了 fav (9.2) 


是 对 整个 体积 所 求 得 的 平均 值 . 于 是 电感 应 强度 的 平均 值 为 
D= (s+6e)(E+6E)=Eh + 6 (9.3) 
(因为 按照 ge 和 6E 的 定义 , 它们 的 平均 值 等 于 零 ). 在 零 级 近似 下 ,smix = 5 


于 是 不 为 零 的 第 一 个 修正 项 当然 是 ss 的 二 阶 项 , 如 (9.3) 式 所 示 . 
从 未 平均 方程 div = 0, 精确 到 一 阶 小 量 项 , 我 们 得 到 


div(E + Se)(E +8E)=éedivSE+E.V8e=0. (9.4) 


(9.3) 式 中 对 乘积 5e6E 求 平均 秆 , 可 分 成 两 步 进 行 . 首先 按 同 一 物质 的 粒 
子 体积 作 平 均 , 也 即 是 在 给 定 的 ss 和 值 下 求 平均 值 . 从 (9.4) 式 很 容易 地 得 到 这 
样 做 的 5E 的 平均 值 . 也 就 是 说 , 由 于 混合 物 整个 说 来 是 各 向 同性 的 , 我 们 有 
0 0 


en 0 
es 二 一 一 一 Eb st — OE, 一 一 di OE. 
Ox Oe Bo" 02 3 和 
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如 果 , 比如 说 , 矢量 五 的 方向 沿 z 轴 , 则 由 (9.4) 式 我 们 有 


= Oe 
a 2 一 一 尼 z 一 一 ; 
ee Ox 
由 此 得 到 
ee EF 
Sh; = —— 6e. 
Be 


由 于 z 轴 方 向 的 选择 是 任意 的 , 这 个 等 式 可 以 写 为 矢量 形式 : 
2 五 
OE=— az0€; 
将 上 式 两 侧 乘 以 sse, 然后 对 混合 物 的 各 组 分 求 平均 值 , 我 们 得 到 
i 五 
oOoE0E = 一 元 (6s) 
最 后 , 把 以 上 表达 式 代 入 (9.3) 式 并 和 (9.1) 式 比 较 , 就 得 到 所 求 的 结 
_ 1 一 
Emix 一 三 一 二 (9e) (9.5) 


这 个 式 子 也 可 以 表示 为 另 一 种 形式 , 只 要 我 们 注意 到 , 精确 到 二 阶 项 ， 


一 二 一 一 一 < (5e)? 
二 | (0e) | 
3 (E+ 0e) 5 | 0 
内 此 ， 
en = <1/3 (9.6) 





因此 可 以 说 , 在 所 考虑 的 近似 下 s 的 立方 根 是 具有 可 加 性 的 . 
另 一 个 允许 精确 研究 的 极限 情况 是 这 样 的 一 类 乳胶 体 , 其 介质 的 介 电 常 
量 (sl) 和 分 散 相 的 介 电 常量 (sz) 之 间 的 差别 是 任意 的 , 但 分 散 相 的 浓度 很 小 ; 
假设 分 散 相 粒子 是 球形 粒子 . 
在 积分 
We —eE)dV=D-eb 


中 , 被 积 函 数 表达 式 只 在 乳胶 体 的 粒子 内 部 不 为 零 . 因此 , 它 与 乳胶 体 的 体积 
浓度 c 成 正比 . 在 计算 这 个 积分 时 , 可 以 假定 乳胶 体 粒子 处 于 与 平均 电场 强度 
五 相等 的 外 电场 内 . 使 用 球形 粒子 的 公式 (8.2), 我 们 得 到 D 和 五 之 间 的 比例 


3(Ea 51)51 
Emix 三 E1 十 C 一 -一 - 
so 十 251 


这 个 式 子 精确 到 ec 的 一 次 项 是 正确 的 . 在 sl 和 es 接近 的 情况 下 , 它 与 c 很 小 
时 由 (9.5) 式 所 给 出 的 结果 相同 (精确 到 e 的 一 次 项 和 es 一 ei 的 二 次 项 ). 


(9.7) 
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对 于 导体 来 说 并 不 发 生 由 于 电场 的 存在 而 使 热力 学 性 质 改变 的 问题 . 
为 导体 内 部 没有 电场 , 因而 它 的 热力 学 量 的 全 部 变化 , 简单 地 归结 为 在 总 能 量 
上 加 上 一 项 由 导体 在 周围 空间 内 所 产生 的 场 能 外. 这 个 量 一 般 并 不 依赖 于 物 
体 的 热力 学 状态 (特别 是 温度 ), 因而 , 比如 说 并 不 会 影响 到 导体 的 燃 . 

相反 地 , 电场 透 入 到 介 电 体内 部 时 , 对 它 的 热力 学 性 质 发 生 深 刻 的 影响 . 
要 人 研究 这 些 性 质 , 首先 必须 求 出 介 电 体 内 的 电场 发 生 无 穷 小 变化 时 对 被 热 隔 
绝 的 介 电 体 所 做 的 功 . 

必须 设想 介 电 体 所 在 的 电场 是 由 某 些 带 电 的 外 部 导体 所 产生 的 , 于 是 电 
场 的 改变 可 以 看 成 是 导体 上 电荷 改变 的 结果 名 . 为 简单 起 见 , 我 们 假设 只 有 一 
个 导体 , 它 市 的 电荷 为 e, 电势 为 p. 于 是 使 导体 的 电荷 增加 一 个 无 穷 小 量 se 
必须 做 的 功 等 于 

oR = poe; (10.1) 


这 是 把 电 答 ge 从 无 穷 远 处 (该 处 电势 等 于 零 ) 移 到 导体 表面 并 因而 通过 电势 
差 p 时 , 电场 对 电荷 se 所 做 的 机 械 功 . 我 们 现在 把 SR 变换 成 用 导体 周围 充 
满 介 电 体 的 空间 内 的 场 值 来 表示 的 形式 . 

如 果 D 是 电感 应 强度 矢量 在 导体 表面 法 线 方向 上 的 投影 (对 介 电 体 来 
说 为 外 法 线 , 对 导体 说 为 内 法 线 ), 那么 , 导体 上 的 面 电 答 密 度 等 于 一 Di/(4n)， 


和 1 1 
注意 到 在 导体 的 全 部 表面 上 电势 ” 为 恒定 值 , 于 是 我 们 可 以 写 出 
1 1 
二 -去 | ?3D ‘df = 一 二 f aiv(p3D)av 


上 式 右 面 的 最 后 一 个 积分 对 导体 外 的 全 部 体积 进行 . 因为 变 分 后 的 场 和 初始 
场 一 样 满足 场 方程 , 故 div 6D = 0, 于 是 


div(p5D) = wdivSD +SD.gradyv = 一 五.097D. 


因此 最 后 得 到 以 下 重要 公式 : 





E.S5D 
sR= | 二 
O 我 们 这 里 略 去 了 电荷 和 导体 物质 的 结合 能 , 这 个 能 量 我 们 将 会 在 823 中 讨论 . 
外 我 们 将 要 得 到 的 最 后 表达 式 只 包括 介 电 体内 的 电场 值 ,因此 与 电场 的 起 源 无 关 . 
由 于 这 一 原因 , 当 电 场 不 是 由 带电 导体 产生 , 而 是 例如 由 带 到 介 电 体内 的 外 电荷 或 介 
电 体 的 热 释 电极 化 (参看 813) 所 产生 时 , 我 们 无 须 预先 对 这 些 情 况 做 出 说 明 . 


dV. 全 站 区 
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应 强调 指出 , 这 个 公式 内 的 积分 对 全 部 场 进 行 , 其 中 也 包括 真空 区 域 , 假如 介 
电 体 没有 充满 导体 外 的 全 部 空间 的 话 . 

对 被 热 隔 绝 的 物体 所 做 的 功 , 不 外 乎 吓 炉 保持 恒定 时 物体 能 量 的 变化 . 因 
此 , 在 确定 物体 总 能 量 (其 中 也 包括 电场 能 ) 的 无 穷 小 变化 的 热力 学 关系 式 内 ， 
必须 添上 我 们 所 求 得 的 (10.2) 式 . 用 多 表示 这 个 能 量 , 于 是 我 们 有 


1 
5U =T87 十 元 /5 .SDdV (10.3) 


(了 T 为 温度 , .9 为 物体 的 炳 ) 由 - 相应 地 , 对 于 总 自由 能 多 = 儿 一 T.J ,我 们 
得 到 
8F = —.F6T+ /5 . SDdV. (10.4) 


对 物体 单位 体积 内 的 物理 量 , 也 可 以 写 出 类 似 的 热力 学 关系 式 . 设 U, 5 
和 pp 分 别 为 物体 单位 体积 的 内 能 、 燃 和 质量 . 大 家 知道 , 在 给 定 体积 内 , 内 能 
的 通常 热力 学 关系 式 (不 存在 电场 时 ) 为 


dU = TdS + Cdp, 


其 中 5 是 物质 的 化 学 势 S8， 如 果 介 电 体 内 存在 电场 , 则 上 式 必须 再 添上 取 自 
(10.3) 式 的 被 积 函 数 表达 式 的 一 项 , 即 变 成 


dU = TdS + Cdp+ 二 刀 .dD. (10.5) 
对 于 介 电 体 单位 体积 内 的 自由 能 : fF = UV 一 7T5, 相应 地 得 到 
dF =—SdT+cCdp+ 二 加 .dD. (10.6) 


这 里 求 得 的 关系 式 构成 了 介 电 体 热力 学 的 基础 . 
我 们 看 到 , 量 U 和 下 是 分 别 相对 变数 5S,p, D 和 TT, p, DD 的 热力 学 势 . 特 
别 是 , 这 些 热力 学 势 对 矢量 DD 的 分 量 求 微 商 , 可 以 得 到 电场 强度 


OU OF 
Eb= 四 = 过 一 一 
4 (oo "(55), (10.7) 


oO 在 (10.3) 和 (10.4) 式 中 假定 了 物体 的 体积 为 常量 . 然而 应 该 注意 到 , 在 电场 内 ， 
一 般 说 来 , 物体 变 成 不 均匀 的 , 因此 体积 不 再 能 表征 物体 的 状态 . 

@ 只 有 当 物 体内 的 温度 为 常量 时 ,研究 这 个 量 才 有 意义 . 

@ 参阅 本 教程 第 五 卷 824. 在 那里 我 们 采用 了 单位 体积 内 的 粒子 数 N 代替 质量 密 
度 : p = Nm, 其 中 m 是 分 子 的 质量 ; 因此 , 单位 质量 的 化 学 势 5 与 单个 粒子 的 化 学 势 
相关 -二 个 因 寺 C= 

这 里 采用 同一 个 字母 p 表示 物质 质量 密度 和 电信 密 度 不 会 引起 误会 ,因为 这 两 个 
量 永远 不 会 在 一 起 出 现 . 
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在 这 方面 采用 自由 能 更 为 方便 , 因为 求 它 的 微 商 时 应 当 保 持 温度 不 变 , 然而 求 
内 能 的 微 商 时 要 用 不 大 方便 的 量 录 来 表示 ， 

除了 U 和 瑟 外 ,引进 这 样 的 一 些 热 力学 势 也 是 很 有 和 用 的 , 其 中 的 独立 变 
数 是 矢量 五 的 分 量 , 而 不 是 矢量 DD 的 分 量 . 这 些 热力 学 势 是 








~ E.D ~ E.D 

i F=F— 10.8 
U=U 3 ee (10.8) 

它们 的 微分 分 别 为 
~ 1 
dU =TdS+ dp -DdE, 
四 (10.9) 

ad Dd 


由 此 , 我 们 特别 得 到 


OU OF 
S,p T,p 


我 们 注意 到 , 带 有 “~” 符 号 的 字 杯 所 表示 的 热力 学 量 和 没有 “~” 符号 的 
热力 学 量 之 间 的 关系 , 正好 对 应 于 85 内 对 真空 内 导体 的 静电 场 能 量 所 引进 的 
关系 式 . 实际 上 , 和 我 们 在 82 开头 所 做 的 完全 相似 , 利用 介 电 体 体积 内 的 方程 
divD =0 和 导体 表面 的 边界 条 件 D, = 4no, 可 以 对 积分 /5 . DaV 作 以 下 
变换 : 

| ] 1 对 
去 / .pa es -| sd: Ddv = my/ 下 二 2 (10.11 ) 
因此 , 比如 说 , 得 到 内 能 ; 
E.D 
DE / dV=%-— DPaeo, (10.12) 


这 和 (5.5) 式 的 定义 完全 一 致 . 
把 用 导体 的 电荷 和 电势 ( 场 源 ) 所 表示 的 这 些 量 的 无 穷 小 变化 公式 加 以 
比较 , 也 是 很 有 益 的 . 例如 , 自由 能 的 变 分 (在 给 定 温度 下 ), 我 们 有 


(8F)r=6R= 》 podeo. (10.13) 
而 多 的 变 分 则 为 


(8F)r = (5F)r -58》 paea =— > eadpa. (10.14) 
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可 以 说 , 没有 “~” 符 号 的 量 是 对 于 导体 电 合 而 言 的 热力 学 势 , 而 带 有 “~ 符 
号 的 量 是 对 于 导体 电势 而 言 的 热力 学 势 . 
由 热力 学 可 知 , 各 种 不 同 的 热力 学 势 都 具有 一 种 性 质 , 即 在 热平衡 状态 
下 , 它们 对 物体 状态 的 各 种 变化 均 为 极 小 什 . 在 表述 电场 内 的 这 些 平衡 条 件 时 ， 
必须 指明 , 是 研究 导体 的 电荷 不 变 还 是 电势 不 变 ( 场 源 ) 时 的 状态 变化 . 例如 ， 
在 平衡 状态 下 , 相对 于 导体 的 温度 以 及 电 答 或 电势 不 变 时 所 发 生 的 状态 变化 ， 
多 或 多 分 别 具 有 极 小 值 (物体 的 箭 不 变 时 , 对 多 和 多 的 同样 结论 也 正确 )， 
如 果 物 体内 可 能 发 生 与 电场 没有 直接 关系 的 某 种 过 程 (例如 , 化 学 反应 )， 
那么 , 对 于 这 些 过 程 而 言 的 平衡 条 件 是 : 当 物 体 的 密度 、 温度 和 电感 应 强度 吃 
不 变 时 下 为 极 小 值 ; 或 当 密 度 、 温度 和 电场 强度 百 不 变 时 下 为 极 小 值 . 
到 此 为 止 , 关于 万 对 五 的 依赖 关系 , 我 们 并 没有 作 任 何 假设 , 因此 , 不 论 
这 种 依赖 关系 的 特征 如 何 , 所 得 到 的 热力 学 关系 式 都 是 适用 的 . 现在 把 它们 应 
用 到 具有 线性 关系 DD = seE 的 各 癌 同 性 的 介 电 体 上 . 在 这 种 情况 下 , 对 关系 式 
(10.5) 和 (10.6) 进行 积分 , 得 到 
2 2 
UV = Uo(S,p) + F = F(T,p) + 关 - (10.15) 
式 中 Uo 和 本 是 没有 电场 时 的 介 电 体 的 相应 量 . 由 此 可 见 , 在 现在 的 情况 下 ， 
量 
D? ep? ED 
a (10.16) 
是 由 于 电场 存在 而 引起 的 介 电 体 单位 体积 内 的 内 能 变化 (保持 炉 和 密度 固定 ) 
或 和 目 由 能 的 变化 (保持 温度 和 密度 固定 ). 
对 热力 学 势 VU 和 下 也 得 到 类 似 的 关系 式 : 
U = U0(S,p)= ss F = F(T,p)— 2 Go ly 
我 们 看 到 , 在 这 种 情况 下 , 差 值 U-UVo 和 UU 之 间 只 有 正 负 号 之 差 , 如 同 
真空 中 的 电场 出 现 的 情况 一 样 (85). 但 是 , 在 介 电 介质 内 , 只 在 DD 和 万 间 存 
在 线性 关系 时 , 这 种 简单 的 关系 式 才 是 正确 的 . 
为 以 后 参考 起 见 , 我 们 写 出 物质 的 箭 密度 9 和 化 学 势 《的 公式 , 从 (10.15) 


式 得 到 的 这 些 公式 为 : 
LD /Oe 
--( 完 ) ， -SDD)+ 吉 a ( 洲 ) 
(元 oe Bne3 \ OT), 
bE? / Oe 
Ee a Gs | 
smar 全 (入 )， on 


OF E?* /Oe 
= | 一 a ei a 10. 
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不 言 而 喻 , 只 在 介 电 体 内 部 这 两 个 量 才 不 为 零 . 

将 (10.15) 式 对 全 空间 积分 , 就 得 到 总 自由 能 . 由 于 (10.11) 式 我 们 有 

区 / dy = 3 Dope (10.20) 

此 式 最 右 端 的 表达 式 在 形式 上 和 真空 内 的 导体 静电 场 能 量 公 式 相 同 . 从 导体 
的 电荷 发 后 无 穷 小 变化 时 的 自由 能 变 分 6 多 (10.13) 出 发 , 也 可 以 直接 得 到 这 
一 结果 . 在 现在 的 情况 下 , 九 和 五 为 线性 关系 , 于 是 全 部 场 方程 以 及 其 边界 条 
件 也 都 是 线性 的 . 因此 , 导体 的 电势 应 为 导体 电荷 的 线性 孔 数 (如 同 真空 内 的 
场 一 样 ), 对 等 式 (10.13) 进行 积分 , 就 得 到 (10.20) 式 . 

这 里 我 们 强调 , 在 这 些 讨 论 中 完全 没有 假设 介 电 体 充 满 导 体外 的 全 部 空 
间 . 如 果 是 后 一 种 情况 , 那么 利用 87 末 所 得 到 的 结果 , 还 可 以 更 进一步 证 明 以 
下 论断 : 当 导 体 的 电荷 不 变 时 , 由 于 介 电 体 的 出 现 , 导体 的 电势 和 场 能 , 与 真空 
内 场 的 这 些 量 比较 , 都 减 小 为 原来 的 1/e. 如 果 导 体 的 电势 保持 不 变 , 则 电场 
能 量 和 导体 的 电荷 都 增 大 为 原来 的 < 信 . 


习 题 


试 确定 竖 直 平板 电容 器 内 液 面 升 高 的 高 度 h. 
解 : 当 电 容器 两 板 的 电势 保持 一 定时 , 必须 为 极 小 值 , 其 中 还 必须 计 及 
液 柱 在 重力 场 中 的 能 量 pgh?/2. 从 这 一 条 件 易 得 
,法 
8npg 
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如 在 前 一 节 中 所 定义 的 , 总 自由 能 多 (或 总 内 能 多 ) 也 包括 使 介 电 体 极 
化 的 外 电场 能 量 在 内 ; 这 个 外 电场 可 以 是 由 总 电荷 给 定 的 全 部 导体 所 产生 的 . 
除了 这 个 量 多 外 , 人 研究 不 包括 电场 能 在 内 的 总 自由 能 也 是 有 意义 的 , 这 个 电 
场 是 指 没有 物体 时 存在 于 整个 空间 内 的 场 . 我 们 用 E@ 表示 这 种 电场 的 强度 . 
于 是 , 上 述 意 义 下 的 “总 ”自由 能 等 于 积分 


/ Ge 河 dy 


式 中 万 是 自由 能 密度 . 这 里 采用 810 中 标记 积分 /rar 的 同 个 一 字母 多 来 
标记 这 个 量 . 应 该 着 重 指出 , 多 的 这 两 种 定义 的 差别 只 是 归结 为 一 个 不 依赖 
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于 介 电 体 的 热力 学 状态 及 其 性 质 的 量 , 因此 , 一 般 并 不 会 影响 到 总 自由 能 的 基 
本 热力 学 微分 关系 式 ®， 

现在 来 计算 温度 保持 不 变 且 介 质 的 热力 学 平衡 状态 没有 被 破坏 时 发 生 的 
电场 无 穷 小 变化 引起 的 多 的 改变 . 

因为 8F = 二 妃 .8D, 因此 我 们 有 


57 = (8-8D -ede)dy. 


这 个 表达 式 可 以 恒 等 地 改写 成 以 下 形式 : 


8 = /DD- Odeavt+ 
4 


1 1 

/ED-0v -a /DB dear (11.2) 
在 上 式 右 端 的 第 一 个 积分 内 , 我 们 写 出 5€ = 一 grad po (wo 是 电场 CE 的 电势 )， 
并 对 它 作 分 部 积分 ; 

| graa Sp0:(D— EdV = f spo(D —€):df— | so div(D — €)dV. 

容易 看 出 , 等 式 右 端 的 两 个 积分 变 成 零 . 对 于 体积 分 , 可 以 从 方程 div 如 =0 和 
divC = 0 直接 得 到 , 介 电 体内 的 场 和 真空 内 的 场 分 别 满足 这 些 方程 ,第 一 个 
积分 对 产生 场 的 导体 表面 和 无 穷 远 表面 进行 . 如 通常 一 样 , 后 一 积分 变 成 零 ， 
而 在 每 一 导体 上 , 8po = 常数, 于 是 


f sD -© ‘af = Sp0 f(D -eaf. 


但 是 , 按照 定义 , 场 € 和 电感 应 强度 为 DD 的 电场 巨 是 由 同一 场 源 产生 的 (也 就 
是 由 总 电荷 为 。 的 同一 类 导体 所 产生 的 ). 因此 ,两 个 积分 了 Ddf 和 多 Enaf 
都 等 于 同一 数值 4xe, 因而 它们 的 差 值 等 于 零 
由 类 似 的 方式 可 以 证 明 ，(11.2) 式 的 右 端 的 第 二 项 也 等 于 (为 此 , 在 第 
二 项 内 代入 巨 = 一 gradw, 并 进行 相同 的 变换 ). 最 后 得 到 
1 
8F = - 工 /mp —E)S€dV =- Vs . SEdV. (11.3) 


值得 注意 的 是 , 在 这 个 表达 式 里 , 积分 只 对 介 电 体 所 占据 的 体积 进行 , 因为 在 
介 电 体外 , P=0. 


@ 我 们 注意 到 , 从 FF 内 减 去 E2/8r 是 没有 意义 的 , 因为 电场 EB 由 于 介 电 体 的 出 现 
发 生 了 变化 , 因此 , 根本 不 能 把 差 值 r - (B2/8r) 看 作 是 这 种 介 电 体 的 自由 能 密度 . 
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但 是 , 应 该 着 重 指出 , 被 积 函 数 表达 式 P65E 不 能 解释 为 物体 自由 能 密 
度 的 变 分 , 如 同 对 (10.3) 式 和 (10.4) 式 所 作 的 解释 一 样 . 首先 , 这 个 “密度 ”在 
物体 外 也 应 存在 , 因为 它 的 存在 也 使 周围 空间 内 的 场 发 生 畸 变 . 其 次 , 十 分 清 
楚 , 在 物体 任何 一 点 处 的 能 量 密度 , 只 能 依赖 于 该 点 处 实际 存在 的 场 , 而 与 物 
体 不 存在 时 的 场 无 关 . 

如 果 外 电场 € 是 均匀 的 , 则 


8 = -5C， | Pav -9.6¢, (11.4) 


式 中 多 是 物体 的 总 电 偶 极 矩 . 因此 , 在 现在 的 情况 下 目 由 能 的 热力 学 恒等式 
可 以 写 为 


dF = -FdT- DF.dE. (11.5) 
所 以 , 对 总 自由 能 取 微 商 可 以 得 到 物体 的 总 电 偶 极 矩 
本 下 (Re). (11.6) 
我 们 注意 到 , 上 面 的 式 子 也 可 以 从 普遍 的 统计 力学 公式 
9% _ 名) 
BA DA) 


直接 得 到 , 其 中 . 诊 是 组 成 物体 的 粒子 系统 的 哈密 顿 量 , 而 和 是 表征 物体 外 部 
条 件 的 某 一 参量 (参见 本 教程 第 五 卷 中 的 (11.4), (15.11) 式 ). 对 于 处 在 均匀 外 
电场 € 中 的 物体 , 哈密 顿 量 包含 -CE. 儿 项, 其 中 多 是 偶 极 矩 算 符 , 选择 CE 作 
为 参量 和 , 我 们 就 得 到 所 求 的 公式 . 

如 果 DD 和 万 的 关系 是 线性 的 , 即 DD = eE, 则 以 相似 的 方式 , 不 但 可 以 显 
式 地 算出 变 分 5 多 , 而 且 也 可 以 算出 多 本 身 . 我 们 有 


2 
8-H= | 一 一 dy 
ST 
这 个 表达 式 可 以 恒 等 地 改写 成 以 下 形式 : 
多 1 .AD 41/r.p 
F -R= /e+e (D_ejdy a/e (D - dy 


令 等 式 右 端 第 一 项 内 的 五 +E@E= 一 grad(p 十 po) 并 进行 和 上 面 完 全 相似 的 变 
换 , 可 以 证 明 这 一 项 等 于 零 . 因此 , 我 们 得 到 


1 
2 -FVT) = -3 | EPav (11.7) 
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特别 是 , 在 均匀 外 电场 内 
F -FVT) = 9 (11.8) 


如 果 注 意 到 由 于 全 部 的 场 方程 均 是 线性 的 ( 当 D = eB 时 ), 因而 电 偶 极 矩 多 
也 应 当 是 € 的 线性 函数 , 则 直接 积分 关系 式 (11.3) 也 可 以 得 到 上 面 的 等 式 . 
力 和 的 分 量 间 的 线性 关系 , 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


LO 一 一 V Aik Ek, (11.9) 


同 我 们 对 导体 所 做 过 的 相似 (82). 不 过 与 导体 不 同 的 是 , 介 电 体 的 “ 极 化 率 ” 
不 仅 与 它 的 形状 有 关 , 而 且 也 与 它 的 介 电 常量 有 关 . 从 关系 式 (11.6) 可 以 直接 
得 出 张 量 aix 的 对 称 性 (82 中 已 提 到 过 ); 只 需 注意 到 二 阶 导 数 
PF OP yo 
OCrOC; OCr. L 
和 取 微 商 的 顺序 无 关 . 
(11.7) 式 还 可 以 在 s 近 于 1, 也 就 是 介 电 常量 x = (e 一 1)/ (和 纪 ) 很 小 的 重 
要 情况 下 进一步 简化 . 在 这 种 情况 下 , 计算 能 量 时 可 以 略 去 由 于 介 电 体 的 出 现 
所 引起 的 场 畸变 , 即 可 令 
P= xbE ~ xC. 
于 是 
六 = -¥ / eav. (11.10) 


其 中 积分 对 介 电 体 的 体积 进行 . 在 均匀 电场 内 , 偶 极 矩 多 = VxE, 而 自由 能 
为 


V 
多 -% = — (11.11) 


在 万 对 五 为 任意 关系 的 普遍 情况 下 , 得 不 到 (11.7) 和 (11.8) 那样 的 简单 
表达 式 . 于 是 , 为 了 算出 多 , 可 利用 下 面 的 公式 : 


CT E.D 1 
到 要 | 11.12 
多 / (r Say / | Pet (11.12) 


这 个 公式 的 推导 , 在 进行 了 前 面 的 计算 以 后 已 很 明显 . 实际 上 , 上 式 中 前 后 两 

个 积分 的 被 积 函 数 表 达 式 相差 一 个 量 

ED PP E 下 
8A 2 8 8 

在 作 了 代 换 羽 = 一 Vw,E€ = 一 Vyo 并 对 全 空间 积分 后 , 结果 为 去. 我 们 注意 到 ， 

在 (11.12) 式 中 , 如 同 在 (11.7) 式 中 一 样 , 第 二 个 积分 中 被 积 函 数 的 表达 式 在 


2 
介 电 体 之 外 为 零 (该 处 PP 二 0,F 二 过) 因此 积分 只 对 物体 的 体积 进行 . 





(D- © (五 十 加) 


812 各 向 同性 介 电 体 的 电 致 伸缩 中 


习 圳 


如 果 物 体 不 是 在 真空 内 , 而 是 在 介 电 常量 为 ste) 的 介质 内 , 试 求 代替 (11.7) 
解 : 对 这 一 情况 , 重复 正文 内 的 变换 , 我 们 得 到 
1 


0 CD = 


812 各 回 同 性 介 电 体 的 电 致 伸缩 


对 于 电场 内 的 固体 介 电 体 , 不 能 像 对 电场 不 仔 在 时 的 各 回 同 性 物体 那样 
引入 压强 的 概念 , 这 是 因为 这 时 作用 在 物体 上 的 力 (将 在 815、$16 中 求 出 这 些 
力 ) 沿 物体 变化 , 而 且 是 各 回 异 性 的 , 即使 物体 本 号 各 向 同性 . 要 精确 地 确定 
这 种 物体 的 形变 ( 称 为 电 致 伸缩 ), 必须 解 弹性 理论 的 复杂 问题 . 

但 是 , 如 果 我 们 只 对 物体 的 总 体积 变化 感 兴趣 , 则 情况 可 以 大 为 简化 . 如 
在 85 中 指出 的 , 在 这 种 情况 下 , 可 以 假定 物体 的 形状 不 变 , 也 就 是 把 物体 的 形 
变 看 成 是 均匀 各 回 压 缩 或 伸展 . 

我 们 将 忽略 物体 周围 外 部 介质 (例如 大 气 ) 的 介 电 性 质 , 也 就 是 假定 介质 
的 介 电 稼 量 ==1. 介质 的 作用 只 是 在 物体 表面 产生 均匀 的 压强 . 下 面 我们 用 
PP 标记 这 种 外 压强 . 如 果 多 是 物体 的 总 自由 能 , 那么 按照 熟知 的 热力 学 关系 


四 OF 

Pp- (87) 
相应 地 , 在 d 多 的 微分 式 中 必须 加 入 一 项 -PdV. 例如 , 在 均匀 的 外 电场 内 , 代 
蔡 (11.5) 式 , 我 们 有 


dF =-.FdT -PdV -ZF .de. 
根据 通常 的 热力 学 定义 , 我 们 引入 物体 的 总 热力 学 势 : 
态 = 多 十 PT (12.1) 
对 于 这 个 量 的 微分 (在 均匀 外 电场 内 ), 我 们 有 关系 式 : 
df= -FdT +VdP- FB.de. (12.2) 


热力 学 量 在 外 电场 内 的 改变 通 利 是 非常 小 的 量 . 根据 小 增 量 定理 (参见 
本 教程 第 五 卷 (15.12) 式 ), 自由 能 的 微小 变化 (对 给 定 的 全 和 T) 和 热力 学 势 
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的 微小 变化 (对 给 定 的 工 和 PP) 彼此 相等 . 因此 , 除了 (11.8) 式 外 , 对 于 均匀 外 
电场 内 的 物体 的 热力 学 势 , 我 们 还 可 以 写 出 类 似 的 关系 式 : 


j= 加 一 5 多 (12.3) 


式 中 页 是 给 定 P, TT 值 而 不 存在 电场 时 物体 的 总 热力 学 势 (同时 (11.8) 式 的 
.80 是 给 定 V 和 T 工 值 而 不 存在 电场 时 物体 的 总 自由 能 ) . 
按照 (11.9) 式 , 将 偶 极 矩 与 V 和 .EC 的 依赖 关系 表示 为 显 含 形式 , 把 (12.3) 
改写 成 | 
$= f(P,T)— 3V QikCiCh, (12.4) 
根据 场 不 存在 时 的 物体 的 状态 方程 , 修正 项 应 当 表 示 为 温度 和 压强 的 函数 . 特 
别 是 在 物质 的 介 电 常量 很 小 的 情况 下 , 这 个 公式 可 以 简化 为 
A (12.5) 
比较 上 
我 们 所 要 求 的 外 电场 内 的 体积 变化 V 一 WW, 现在 可 以 通过 直接 求 轿 对 压 
强 的 偏 微 商 (T 和 保持 不 变 ) 得 到 , 例如 , 从 (12.5) 式 , 我 们 得 到 
1 O(xV) 
WV = WS (3 a (12.6) 
这 个 量 可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 (与 导体 的 电 致 伸缩 不 同 , 导体 体积 在 电场 
内 总 是 增加 的 ). 
用 类 似 方式 , 还 可 以 算出 等 温 地 加 上 外 电场 时 介 电 体 所 吸收 的 热量 Q (外 
压强 不 变 ) 号. 
将 $6 一 1 对 温度 求 微 商 , 给 出 物体 的 炉 变 , 将 之 乘 上 了 人 后 , 就 得 到 所 要 求 
的 热量 . 例如 , 从 (12.5) 式 得 到 


Q = 5 (7 ) (L197) 





Q 皮 正 值 对 应 于 吸 热 , 
习 是 
1. 试 确定 均匀 电场 内 介 电 椭 球 的 体积 变化 和 电热 效应 , 设 电场 方向 与 柄 
球 的 一 个 轴 平 行 


”” @ 如 果 物 体 是 被 热 隔绝 的 , 则 加 上 电场 后 会 引起 AT = -Q/%p 的 温度 改变 , 式 中 
Zp 是 物体 的 定 压 热 容量 


$12 各 向 同性 介 电 体 的 电 致 伸缩 . 69 . 


解 : 按照 公式 (12.3) 和 (8.10), 我 们 有 


二 


/三 加 一 


于 是 我 们 求 得 体积 变化 为 巴 


Te E 一 1] 1 Oe 
VvV 8rlns+l-nE (ne+l-m2\oP) | 


] 1 /OV 1 /0OY 
3 es J 4 缩 系 类 二 20 EW 内 
式 中 元 二 一 了 (3 为 物体 的 压缩 系数 ， 人 uy 为 热膨胀 系数 . 


特别 是 , 对 于 垂直 于 电场 的 平行 平面 板 , 风 = 1, 于 是 


VV 5 Oe 
Vv 8x| ek DOP/- 


_ TVE ae 一 II) 1 Oe 
‘8x ee ee\o7T | 


对 处 于 纵向 场 内 的 同样 的 平行 平面 板 (或 任何 柱 形 物体 ), n = 0, 于 是 


Ve Pe Oe Ve Oe 
7 -操守 EL QW = 于 se-3( 芝 中 | 
2. 设 平行 平面 板 垂直 于 电场 , 试 确定 两 板 间 的 电势 差 保持 不 变 时 的 热 容 
量 多 与 电感 应 强度 保持 不 变 时 的 热 容 量 BD 之 差 , 在 两 种 情况 下 , 外 压强 都 
保持 不 变 @， 
解 : 根据 习题 1 的 结果 , 平行 平面 板 的 炳 为 


Of Ve? 1 / Oe 
EY a kh sh 
| C3 = 0 )+ 37 ss E ee ( 吉 ) | | 
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板 内 的 电感 应 强度 和 外 电场 相等 : D = CC. 因此, 要 计算 热 容量 Bp, 必须 在 保 
持 区 不 变 时 求 .9 的 微 商 . 平行 平面 板 两 侧 间 的 电势 差 为 p= 二 El= Cl/e, 其 中 
1 是 板 的 厚度 . 当 物 体 受 到 均匀 压缩 或 均匀 膨胀 时 , ! 与 VLU3 成 比例 地 改变 . 因 
Q@ 邻 。 一 oo, 我 们 得 到 导电 椭 球 的 体积 变化 (V 一 VW)/V = ?/(8xKn)， 对 于 球 ， 
n= 二 1/3, 我 们 回 到 85 习题 4 的 结果 . 
@ %, 是 置 于 接 在 恒定 电动 势 的 电路 内 的 平板 电容 右 两 板 间 薄板 的 热 容 量 . 在 两 
板 具 有 恒定 电 集 的 开路 电容 右 内 , 薄板 的 热 容量 为 Bp. 
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此 , 要 计算 热 容量 万 ,必须 保持 乘积 CV13/e 不 变 而 求 .9 的 微 商 . 结果 我 们 
求 得 热 容量 之 差 为 
TVE? 1 / Oe 1 / Oe Q 
0 Dar (| 上 0 Re 

3. 试 确定 均匀 介 电 体内 的 电热 效应 , 介 电 体 的 总 体积 保持 为 常量 . 

解 : 严格 说 来 , 在 加 上 外 电场 后 , 物体 的 密度 发 生变 化 ( 沿 物 体 变 成 不 均 
匀 的 ), 即使 物体 的 总 体积 保持 不 变 . 但 是 在 计算 总 炉 的 变化 时 可 以 忽略 这 种 
情况 , 而 把 物体 每 一 点 处 的 密度 p 都 看 成 是 常量 巴 . 

根据 (10.18) 式 , 物体 的 总 炳 为 


加 1 /Oe 


式 中 的 积分 对 物体 的 全 部 体积 进行 . 吸收 的 热量 为 


了 / Oe 
MACON 


4. 试 求 平行 平面 板 的 总 体积 不 变 时 的 多 ,一 Bp 之 差 (参见 习题 2). 
解 : 若 板 的 总 体积 (因而 厚度 ) 不 变 , 则 电热 差 不 变 情况 下 求 微 商 等 价 于 
电场 强度 已 不 变 时 求 微 商 . 借助 于 习题 3 所 得 的 业 的 公式 , 我 们 求 得 
TVE? /de\* TVE? /9s\” 
OD 外 下 $634 
5. 设 电 容器 由 相距 为 hh 的 两 个 导电 表面 构成 , h 小 于 电容 器 板 的 线 度 ; 
电容 器 两 板 间 的 空间 内 充满 介 电 常量 为 el 的 物质 . 设 在 电容 器 内 放 入 半径 为 
a 之 hh、 介 电 常量 为 62 的 小 球 . 试 确定 电容 器 电容 的 改变 . 
解 : 令 小 球 在 电容 器 两 板 间 的 电势 差 o 仍 保持 不 变 的 条 件 下 放 入 电容 器 . 
当 导 体 的 电势 恒定 时 , 多 起 自由 能 的 作用 . 在 没有 小 球 时 , 多 = -Cowp?/2, 其 
中 Co 是 电容 器 原来 的 电容 . 由 于 小 球 的 体积 很 小 , 可 以 认为 小 球 是 放 在 强度 
为 二 p/h 的 均匀 电场 内 ,而 .多 的 改变 很 小 当 电势 不 变 时 多 的 微小 变化 等 
于 场 源 的 电荷 恒定 时 多 的 微小 变化 . 利用 811 习题 中 所 得 到 的 公式 和 (8.2) 
式 , 我 们 得 到 





一 - 1 a3p? cl(Ea — 81) 
es /Ny A 
2 9 0 212 “De Ey” 
由 此 所 求 的 电容 为 
a” e1(£2 一 51) 
C 三 00 二 + 一 一 一 一 一 一 . 
ro 2el1 十 so 


密度 变化 sp 是 电场 的 二 次 量 (x E?), 而 场 引 起 的 总 粹 变化 是 四 次 量 . 实际 上 ， 


与 sp 成 线性 的 总 蚁 的 变化 是 oe 8pdV, 但 由 于 物体 的 总 质量 不 变 , 积分 / JE) 
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在 各 向 异性 的 介 电 性 介质 ( 单 唱 体 ) 内 , 电感 应 强度 和 电场 强度 之 间 的 线 
人 这 时 不 能 化 为 简单 的 比例 关系 . 
这 种 依赖 关系 的 最 普遍 形式 , 由 以 下 表达 式 给 出 : 


D:; = Doi; + Eir Erk, (13.1) 


其 中 Do 是 恒定 矢量 , 而 全 部 的 si; 量 构成 一 个 二 秩 张 量 一 一 介 电 常量 张 量 

(或 者 更 简单 地 说 , 介 电 张 量 ). 但 关系 式 (13.1) 和 自由 项 Do 并 不 是 在 任何 
晶体 内 部 存在 . 大 多 数 类 型 的 晶体 学 对 称 性 不 容许 存在 恒定 矢量 (参见 下 面 )， 
于 是 只 有 以 下 关系 式 


De eel (13.2) 
张 量 eix 是 对 称 的 : 
i (13.3) 
要 证 明 这 一 点 , 只 要 利用 热力 学 关系 式 (10.10) 并 注意 到 二 阶 导 数 
2F oD 





“0 Doe 


和 求 微 商 的 次 序 无 关 就 足够 了 . 
对 于 量 FF 本身 , 我 们 有 表达 式 (在 满足 (13.2) 式 时 ) 





~ EE 
ES 13.4 
b (13.4) 
自由 能 下 等 于 ， 
Ei;D; Eny DDrx 
= 13.5 
4 of 8 ( ) 


和 任何 二 秩 的 对 称 张 量 一 样 , 通过 适当 选择 坐标 轴 可 以 把 张 量 ejx 化 成 对 
角形 式 . 因此 , 在 一 般 情 况 下 , 张 量 sj; 由 三 个 独立 量 即 三 个 主 值 e(?D、e(22、e(3) 
决定 . 就 像 在 各 向 同性 物体 中 s > 1 一样 (参见 814), 这 些 量 永远 大 于 1. 

根据 晶体 对 称 性 的 不 同 , 张 量 sik 的 不 同 主 什 数目 也 可 以 小 于 三 个 

在 三 和 斜 晶 系 、 单 斜 晶 系 和 正 交 品系 的 晶体 中 , 这 三 个 主 值 各 不 相同 . 这 种 
晶体 称 为 双 轴 晶体 名 . 这 时 , 在 三 和 斜 晶 系 晶体 内 , 张 量 sx 的 主轴 方向 和 任何 唱 
体 学 方向 的 关系 均 不 是 单 值 的 . 在 单 斜 唱 系 晶体 内 , 有 一 个 主轴 方向 是 预先 确 
定 的 , 即 它 必 须 和 二 次 对 称 轴 重 合 或 者 垂直 于 品 体 的 对 称 平面 . 在 正 交 易 系 品 
体内 , 张 量 ex 的 三 个 主轴 都 是 在 品 体 学 上 确定 的 . 

@ 这 个 名 称 和 晶体 的 光学 性 质 有 关 , 参阅 898, 899. 
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其 次 , 在 四 方 唱 系 、 三 方 唱 系 和 六 方 唱 系 的 晶体 内 , 三 1 ee 
等 ,于 是 总 共 只 有 两 个 独立 量 , 这 样 的 晶体 称 为 单 轴 晶体 . 这 时 主轴 中 有 一 
和 四 次 、 三 次 或 六 次 晶体 学 对 称 轴 重 合 ， ER 


次 或 
, 在 立 方 晶 系 晶体 内 张 量 six 的 三 个 主 值 全 部 相同 , 而 主轴 方向 任 
.这 意味 着 张 量 sik 的 形式 为 soik, 也 就 是 由 一 个 标量 e 来 决定 . 换 句 话说 ， 
就 介 电 电 性 质 来 说 , 立方 对 称 唱 体 和 各 向 同性 物体 没有 差别 . 

如 果 使 用 张 量 代 数 中 熟知 的 半 轴 长 度 正 比 于 二 秩 对 称 张 量 主 值 的 张 量 椭 
球 概 念 , 则 张 量 ej 的 这 些 相 当 显 然 的 对 称 性 质 会 显得 特别 直观 . 此 时 张 量 的 
对 称 性 应 当 与 唱 体 对称 性 相对 应 . 例如 , 在 单 轴 唱 体 中 张 量 椭 球 退化 为 相对 于 
纵 轴 完全 对 称 的 旋转 椭 球 ; 我 们 强调 指出 , 对 于 由 二 秩 对 称 张 量 确定 的 晶体 的 
物理 性 质 , 三 次 对 称 轴 的 存在 等 价 于 在 与 轴 垂 直 平 面 上 的 完全 各 向 同性 . 在 立 
方 对 称 唱 体 中 张 量 椭 球 退化 为 球 . 

现在 我 们 讨论 (13.1) 式 中 具有 常数 项 Do 的 晶体 的 介 电 性 质 的 特殊 性 . 
这 一 项 的 存在 表明 , 介 电 体 即 使 在 没有 外 加 电场 时 也 会 自发 地 极 化 ; 这 种 晶体 
称 为 热 释 电 晶体 . 但 是 , 这 种 自发 极 化 的 量 值 实际 上 总 是 非常 小 的 (与 分 子 场 
上 和 这 这 一 情况 是 由 于 大 的 Do 值 会 导致 晶体 内 存在 强 电场 , 而 这 在 能 量 上 
极为 不 利 , 因而 不 可 能 与 热力 学 平衡 相对 应 . Do 很 小 同时 也 保证 了 将 DD 展开 
为 五 的 车 级 数 的 合理 性 , 展开 式 的 头 两 项 就 是 (13.1) 式 . 





对 关系 式 
OF 
二 o 
Ar Di = Do | Ebns 
了 积分 , 我 们 可 以 求 得 热 释 电 唱 体 的 热力 学 量 , 由 此 
一 Eik Ei Er 1 
F=f00 ©€—— ~— — biDo:. 13. 
8 ee ” U0 
目 由 能 为 
六 iD Ei1 Eibr 1 
人 人 Fo + en (Di — Do)(Dk — Dor). (13.7) 


应 注意 的 是 , 严 内 出 现 过 的 及 的 线性 项 已 从 已 内 消去 @. 
将 (13.7) 和 (13.1) 式 代 入 (11.12) 式 , 可 以 求 得 热 释 电 体 的 总 自由 能 . 在 
没有 外 加 电场 CE = 0 时 , 得 到 简单 的 结果 


多 = / (5 a Te) df (13.8) 


四 应 该 指出 ， 在 这 些 公 式 中 我 们 实际 上 略 去 了 压 电 效应 (也 就 是 内 应 力 对 物体 电 
性 质 的 影响 , 参见 817). 因此 , 严格 说 来 , 这 些 公式 只 能 应 用 于 物体 全 部 体积 内 电场 均 
匀 的 情况 , 此 时 物体 内 可 以 不 存在 应 力 
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我 们 注意 到 , 没有 外 加 电场 时 , 热 释 电 品 体 的 自由 能 (和 电场 五 一 起 ), 不 但 依 
赖 于 它 的 体积 , 也 依赖 于 它 的 形状 . 

如 上 面 所 指出 的 , 并 非 唱 体 的 任何 对 称 性 都 可 能 出 现 热 释 电 现象 . 因为 在 
任何 对 称 变换 中 , 晶体 的 全 部 性 质 必须 保持 不 变 , 因此 十 分 清楚 , 只 有 存在 一 
个 方向 对 所 有 的 对 称 变换 都 保持 不 变 (其 中 也 包括 不 变 为 反方 问 ) 的 晶体 , 才 
是 热 释 电 品 体 ; 恒定 矢量 Do 就 在 这 个 方 同 上 . 

只 有 由 一 个 轴 和 通过 该 轴 的 对 称 平面 组 成 的 对 称 群 才 满足 这 一 条 件 . 特 
别 是 , 具有 对 称 中 心 的 晶体 显然 不 可 能 是 热 释 电 品 体 . 我 们 现在 从 32 种 唱 类 
中 , 列举 出 那些 存在 热 释 电 性 质 的 品类 : 

三 斜 晶 系 : C1， 

单 斜 晶 系 : Cs, C2， 

正 交 遇 系 : Cu， 

四 方 喇 系 : C4, C4v， 

三 方 唱 系 : C3, C3,， 

六 方 品系 : C6,C6u， 

在 立方 晶 系 中 , 不 言 而 喻 , 一 般 不 存在 热 释 电 晶体 . 在 C1 类 晶体 中 , 热 释 电 矢 
量 Do 的 方 同和 任何 晶体 学 确定 的 方向 无 关 , 而 在 Cs 类 品 体 中 , 热 释 电 矢量 
Do 的 方向 必须 处 在 对 称 平面 内 .在 上 面 所 列举 的 其 余 品 类 中 ，PDo 的 方向 和 
对 称 轴 的 方向 重合 宇 ， 

应 该 指出 , 在 通常 条 件 下 , 热 释 电 品 体 没 有 和 总 电 偶 极 矩 , 虽然 晶体 中 的 极 
化 并 不 等 于 零 . 问题 在 于 , 在 自发 极 化 的 介 电 体内 有 不 为 去 的 电场 强度 五 . 实 
际 上 , 晶体 样品 通常 都 具有 某 种 很 小 但 不 为 零 的 电导 率 , 由 于 这 一 原因 , 电场 
的 存在 将 引起 电流 , 这 种 电流 一 直 维 持 到 物体 面 上 生成 的 自由 电荷 使 晶体 样 
品 内 的 电场 消失 为 止 .从 空气 中 证 积 在 样品 表面 的 离子 也 起 类 似 的 作用 . 实验 
上 , 当 加 热 唱 体 使 晶体 的 自发 极 化 量 值 发 生变 化 旦 这 些 变 化 显露 出 来 时 , 就 可 
观察 到 热 释 电 性 质 . 


习 融 
1. 试 确定 球形 热 释 电 体 在 真空 内 所 产生 的 电场 


”加 在 谈论 对 称 性 系 件 时 ,我们 把 蝇 态 介质 看 作 是 无 限 介质 . 对 于 有 限 的 晶体 , 其 总 
的 偶 极 矩 可 能 依赖 于 (在 离子 晶体 中 ) 这 块 晶体 的 表面 通过 哪些 品 面 , 这 些 曲面 是 包含 
有 同 号 离子 或 者 是 电 中 性 的 . 但 是 , 在 宏观 电动 力学 的 框架 内 隐 含 的 对 物理 上 无 穷 小 
体积 的 平均 , 自然 可 以 理解 为 也 对 晶体 表面 相对 于 唱 格 的 位 置 进行 了 平均 . 这 种 平均 
的 结果 是 在 任何 非 热 释 电 有 限 晶体 内 Do 等 于 零 , 而 在 热 释 电 晶体 内 与 晶体 表面 的 位 
形 无 关 
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解 : 在 球 内 存在 均匀 电场 , 电场 强度 和 电感 应 强度 的 关系 为 2EB= 一 DD ( 当 
区 一 0, 即 没有 外 加 电场 时 从 (8.1) 式 得 到 ). 把 这 个 关系 代入 (13.1) 式 , 我 们 得 
到 方程 2B; 十 eikBk = 一 Doi. 选择 坐标 轴 为 张 量 si 的 主轴 . 于 是 我 们 从 这 个 
方程 得 到 
Do:; 1 En 3D0 


Ep i 
2 十 Et) An 4n(2 + etd)) 





i 


球 外 的 场 是 电 矩 为 多 二 PV 的 电 偶 极 子 所 产生 的 场 . 

2. 试 确定 各 向 异性 均匀 介质 内 点 电荷 所 产生 的 场 中 . 

解 : 描写 点 电荷 电场 的 方程 为 div DD == 4re8(r) (点 电荷 位 于 坐标 原点 处 ). 
在 各 向 异性 介质 内 , Di = si 本 = 一 cikOp/6zki 选择 x,y, z 轴 为 张 量 eix 的 主 
轴 , 我 们 得 到 电势 方程 为 


下 5 二 a = —4xed(7). 
按照 下 式 引 进 新 的 自 变量 
二 ye Pe (1) 
电势 方程 变 基 
Sp 


它 在 形式 上 与 真空 内 场 方 程 的 区 别 只 是 用 e' = elstz)etyjs(tz)]-12 代替 了 e. 因 
此 
2 2 2 2 —1/2 
Ty Re 与 | 
采用 不 依赖 于 坐标 系 选择 的 张 量 符号 ,我们 有 


CE 


ee 
\/ [ale wi 
其 中 |e| 是 张 量 si 的 行列 式 . 


3. 试 求 浸入 各 向 异性 介 电 介质 内 的 导电 球 (半径 为 a) 的 电容 . 
解 : 通过 习题 2 内 变换 式 (1), 确定 电荷 为 e 的 导体 球 在 各 向 异性 介质 内 
的 电场 的 问题 归结 为 确定 分 布 于 椭 球 面 


Eik TT 和 E(Z)712 玫 E(2)31/2 el2) >/2 二 a2 


在 习题 2 一 6 中 ,假定 各 向 异性 的 介 电 介质 不 是 热 释 电 性 质 的 . 
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上 的 电荷 e' 在 真空 内 产生 的 电场 . 利用 椭 球 的 场 势 公式 (4.14), 得 到 所 求 的 电 

i 1 co a? a? 0 
30 a (e+ (e+ i (e+ 2 
4. 斌 确定 处 于 均匀 外 电场 区 中 的 各 向 异性 平行 平面 板 内 的 电场 . 
解 : 从 电场 强度 切 向 分 量 的 连续 性 条 件 得 出 


E=€+An, 


式 中 轧 是 板 内 的 均匀 电场 强度 , ni 是 与 板 面 重 直 的 单位 法 矢量 , 而 4A 是 常数 . 
4 由 电感 应 强度 法 向 分 量 的 连续 性 条 件 : 


n:D=n.:.C, 


或 者 
NiEikh Ex = NiEip Ck + Aeirning = Cins 
求 出 . 由 此 得 到 
i (Eik — Oik NiCk 


ElmTNm 


特别 是 , 如 果 外 电场 指向 平板 的 法 线 方 向 (z 轴 方 向 ), 则 


汪 C= Gz) 


Ezz 


如 果 外 场 平 行 于 平板 并 指向 x 轴 方 向 : 


i 


Ezz 


5. 试 确 定 作 用 在 处 于 均匀 外 电场 内 (真空 中 ) 的 各 向 异性 介 电 体 球 的 
力 和 给 . 
解 : 根据 (8.2) 式 , 我 们 得 到 球 内 的 电场 强度 为 
3 
~ 
Ea Ez 有 类 似 公 式 )， 同 时 选择 TX, Y, 2% 轴 沿 张 量 Eik 的 主轴 . 由 此 得 到 球 ( 半 
径 a) 的 偶 极 矩 的 分 量 为 
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作用 于 球 上 的 力 纸 的 分 量 为 
=-(z) — ly) 


站 ee SS 


对 于 Ks 和 KK, 有 类 似 公 式 . 
6. 设 在 无 限 的 各 向 异性 介质 内 有 一 球形 空 腔 . 试用 介质 内 离 球 腔 很 远 处 

的 均匀 电场 B(s) 表示 出 球 腔 内 的 电场 . 

解 : 利用 习题 2 中 的 变换 式 (1) 可 将 介质 内 的 电势 方程 化 为 真空 内 电势 的 
拉 普 拉 斯 方程 . 相反 地 , 球 腔 内 的 电势 方程 转化 为 介 电 常量 为 1/e(?),1/et%),1/et*) 
的 介质 内 的 电势 方程 . 此 外 , 球 (半径 a) 变 成 半 轴 为 a/Ve(?),a/Ve(y),a/Ve(z) 
的 椭 球 . 设 ntz), mto)， nt?) 为 椭 球 的 退 极 化 系数 (从 公式 (4.25) 得 出 ). 将 (8.7) 
式 应 用 到 这 个 椭 球 的 场 上 , 我 们 得 到 关系 式 
Do 人 上 mtz) Dot) 四 Do(e) 
Oz! s(z) Ox’ Ox! 
(党 和 z!' 轴 有 类 似 关 系 式 ). 现在 返回 到 原来 的 坐标 , 我 们 有 

8 = Op /as Bo Ve 


Ox!’ 
于 是 对 于 球 腔 内 的 场 , 我 们 最 后 得 到 
(2) 


(2) .3 (e) 
bs el7) — Nn(7) (E(z) 1 














(1 — nl®) 
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为 了 阐明 电场 内 的 介 电 体 的 热力 学 量 依赖 于 其 介 电 第 量 的 特性 , 我 们 现 
在 来 研究 一 个 形式 性 的 问题 , 就 是 当 s 发 生 无 穷 小 变化 时 , 物体 总 自由 能 内 的 
电能 部 分 如 何 变化 

对 于 各 向 同性 介 电 体 (但 不 一 定 是 均匀 的 ), 按照 (10.20) 式 , 我 们 有 


二 / 运 上 
当 eEs 变化 时 , 电感 应 强度 也 发 生变 化 . 因此 , 所 研究 的 自由 能 的 变 分 等 于 
D.85D D 
8ne ar-/ 专 
等 式 右 端 第 一 项 和 场 源 (导体 的 电荷 ) 发 生 无 穷 小 变化 时 所 做 功 的 表达 式 
(10.2) 相同 . 但 是 , 在 现在 情况 下 , 我 们 所 研究 的 是 场 源 不 变 时 的 场 变 化 : 因 


OedV. 
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此 , 这 一 项 变 为 零 , 于 是 我 们 得 到 
2 2 
8F=— / dy = - | ae (14.1) 
从 这 个 公式 可 以 得 出 ,介质 的 介 电 常量 的 任何 增加 , 即使 只 在 介质 某 一 部 
分 内 ( 场 源 保持 不 变 ), 也 会 导致 介质 的 总 自由 能 减 小 . 特别 是 可 以 断言 , 将 未 
带电 导体 移 到 介 电 介质 内 时 自由 能 总 是 减少 ,因为 可 以 把 导体 看 作 (在 静电 学 
中 ) s 为 无 限 大 的 物体 . 这 种 论断 推广 了 82 中 表述 的 定理 : 将 不 带电 导体 移 到 
真空 内 时 , 真空 内 的 静电 场 能 减 小 . 
当 把 某 一 电 集 从 无 穷 远 处 移 到 介 电 体 附 近 时 , 总 自由 能 必 将 减少 (这 可 
以 看 成 在 电荷 周围 电场 的 某 一 区 域内 s 增 加). 为 了 由 此 作出 任何 电荷 都 被 吸 
回 介 电 体 的 结论 ,严格 说 来 , 我 们 还 必须 证 明 : 在 电荷 与 介 电 体 间 的 任何 有 限 
距离 内 , 多 都 不 能 达到 极 小 值 . 我 们 在 这 里 不 去 详细 证 明 这 一 论断 , 何况 在 电 
荷 和 介 电 体 之 间 出 现 的 吸引 力 , 可 以 看 成 是 该 电荷 与 由 电荷 所 引起 的 极 化 介 
电 体 的 偶 极 矩 相 互 作 用 的 相当 明显 的 结果 . 
从 (14.1) 式 可 以 直接 得 出 有 关 介 电 体 在 准 均匀 电场 内 ( 亦 即 在 物体 尺度 
汇 围 内 可 视 为 常量 的 电场 内 ) 运动 方 同 的 结论 . 在 这 种 情况 下 , B?2 可 以 从 积分 
号 下 移出 来 , 而 差 多 一 .与 BE? 成 正比 且 为 负 值 . 因而 , 当 介 电 体 趋 和 癌 于 占据 
自由 能 为 极 小 值 的 位 置 时 , 它 将 向 马 增 加 的 方向 移动 . 
不 依赖 于 (14.1) 式 也 可 以 证 明 , 当 把 介 电 体 移 到 电场 内 时 , 介 电 体 自 由 能 
的 总 变化 为 负 值 册 . 只 要 把 介 电 体 自 由 能 的 变化 看 成 是 它 的 量子 能 级 受到 外 
电场 扰动 的 结果 , 借助 于 热力 学 微 扰 理论 就 能 做 到 这 点 . 按照 这 一 理论 , 我 们 
得 到 


分 ya 1 A 一 mn) | 

< 多 -和 %=Vm- 322 Tm Vn) (14.2) 
(参见 本 教程 第 五 卷 (32. 6) 式 ), 式 中 是 未 受 扰动 的 能 级 , Vas, 是 扰动 能 所 
矩阵 元 , 而 短 枉 则 表示 用 吉 布 斯 分 布 


wn = eXxp 





所 得 到 的 统计 平均 值 . 
(14.2) 式 内 的 Vw 项 是 场 的 线性 项 , 只 在 热 释 电 介 电 体 中 才 不 为 零 . 我 们 


感 兴趣 的 自由 能 变化 中 场 平方 的 部 分 由 这 个 公式 的 其 余 项 给 出 ; 显然 它们 是 
负 的 . 


@ 所 指 的 是 与 场 的 平方 成 正比 的 变化 . 但 是 要 记 住 , 在 热 释 电 体内 自由 能 的 变化 
也 包含 场 的 线性 项 ,这 里 我 们 对 这 一 项 不 感 兴趣 . 
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从 万 一 方面 看 , 由 公式 (14.2) 的 推导 十 分 清楚 , 公式 中 的 总 自由 能 .多 应 当 
在 811 所 指出 的 意义 上 来 理解 , 即 从 中 排除 了 没有 物体 时 所 存在 的 电场 能 . 因此 
差 秆 多 一 .0 由 热力 学 公式 (11.7) 给 出 . 我 们 来 研究 沿 均匀 外 电场 EE 放置 的 长 
圆柱 形 物 体 . 此 时 圆柱 内 的 电场 与 世相 同 , 而 其 电极 化 强度 P = (e 一 1)E€/(4n)， 
因此 

F -P= Ve 

由 此 得 出 , 只 要 = > 1, 差 多 一 .P10 必 为 员 . 这 导致 87 中 提 到 过 的 并 且 已 经 使 
用 过 的 结论 : 一 切 物体 的 介 电 常量 都 大 于 1, 亦 即 介 电 极 化 率 x = (e -1)/(4n) 
为 正 . 

用 同样 的 方式 可 以 证 明 , 对 各 向 异性 介 电 介质 中 的 张 量 sik 的 主 值 有 不 
等 式 e() > 1. 显然 , 为 此 只 要 研究 指向 三 个 主轴 中 每 一 个 主轴 上 的 场 的 能 量 
也 就 够 了 . 
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计算 处 于 任意 不 均匀 电场 内 的 介 电 体 上 所 受 的 力 ( 称 为 有 质 动力 ) 的 问 
题 相 当 复 如, 并 且 要 求 对 液体 (或 气体 ) 和 固体 分 别 进行 研究 . 我 们 首先 来 研 
究 比 较 简 单 的 液态 介 电 体 的 情况 . 

我 们 用 fdV 标记 介质 体积 元 dV 上 所 受 的 力 ; 矢量 了 可 以 称 为 力 的 体 密 
度 . 

大 家 知道 , 作用 在 物体 某 有 限 体 积 上 的 力 , 可 以 化 为 作用 于 该 体积 表面 上 
的 力 (参阅 本 教程 第 七 卷 82). 这 一 情况 是 动量 守恒 定律 的 结果 . 体积 dV 内 物 
质 所 受到 的 力 是 单位 时 间 内 它 的 动量 的 变化 , 这 个 动量 变化 必须 等 于 相同 时 
间 内 经 过 表面 进入 该 体积 内 的 动量 . 如 果 用 -oix 表示 动量 流 张 量 , 则 包 

Te f cad (15:1,) 
等 式 右 端的 积分 对 体积 V 的 表面 进行 . 张 量 oj4 称 为 应 力 张 量 . 显然 
op i 
是 作用 于 面积 元 df 上 的 力 的 第 i 个 分 量 (” 是 表面 法 线 方 向 的 单位 矢量 , 指 
向 体积 外 ). 

类 似 地 , 作用 于 一 给 定 体 积 上 的 总 力矩 也 可 以 化 成 面积 分 ,由 此 就 保证 了 

动量 短 守 恒定 律 得 到 满足 . 大 家 知道 , 这 样 做 之 所 以 可 能 , 是 因为 应 力 张 量 的 
” @ 注意 不 要 将 力 的 分 量 f; 与 表面 积分 量 df 相 混淆 
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把 (15.1) 式 的 面积 分 变换 为 体积 分 , 我 们 得 到 


/ Rie Cok 
OK 





由 于 积分 体积 是 任意 的 , 由 此 得 到 
_ Ooik 


fi = (15.2) 


Ok 

这 是 用 应 力 张 量 表示 体积 力 的 熟知 公式 . 

现在 我 们 来 计算 应 力 张 量 . 表面 上 任 一 小 区 域 均 可 以 视 为 平面 , 而 这 一 
小 区 域 附 近 的 物体 性 质 及 电场 也 可 以 看 成 是 均匀 的 . 为 了 使 推导 简化 , 不 失 
普遍 性 , 我 们 可 以 研究 处 于 均匀 电场 中 的 均匀 ( 指 成 分 、 密 度 和 温度 ) 物质 平 
行 平面 层 ( 层 厚 h) 鱼 . 这 个 电场 可 以 设想 为 由 加 在 物质 层 表 面 上 的 导电 平面 
(电容 右 极 板 ) 所 产生 的 . 

仿照 计算 力 的 普 过 方法 , 我 们 使 其 中 一 个 电容 器 极 板 (“上 极 板 ”) 经 受 一 
无 穷 小 的 虚 的 平行 位 移 上 和 的 方向 任意 , 不 一 定 和 法 线 的 方向 重合 . 假定 
导体 的 电势 (在 导体 每 一 点 处 ) 在 位 移 过 程 中 保持 不 变 , 而 由 位 移 所 引起 的 介 
电 体 层 的 均匀 形变 是 等 温 的 . 

表面 的 单位 面积 上 受到 的 平行 平面 层 的 作用 力 为 一 oixrnx. 在 虚 位 移 过 程 
中 这 个 力 所 做 的 功 为 一 oirnx&i. 男 一 方面 , 导体 产生 等 温 形 变 并 保持 电势 不 变 
所 做 的 功 等 于 | Fav 的 减 小 , 或 者 等 于 物质 层 单位 表面 积 上 量 hF 的 减 小 
于 是 

Gipting = HO(hF) = hdF + Foh. (15.3) 

液体 的 热力 学 量 只 与 它 的 密度 有 关 (在 给 定 温度 和 电场 强度 下 ); 不 改变 
密度 的 形变 ( 纯 剪 切 ) 不 影响 热力 学 状态 . 因此 , 我 们 将 液体 内 的 等 温 变 分 SF 
与 为 


OF OF D:.5E /Or 
3 . Sp 二 一 ee Op. . 
SF 加 sp+ (号 p i + (各 p (15.4) 
7,p E,T E,T 


物质 层 的 密度 变化 与 其 厚度 变化 的 关系 式 为 bp = -p 卫 . 场 的 变 分 可 计 
算 如 下 . 

设 在 位 移 时 , 有 物质 从 (r 一 u) 点 落 到 空间 给 定点 处 (其 径 矢 为 7), 这 里 
u 为 物质 层 体积 内 质点 的 位 移 矢量 . 因为 在 我 们 所 研究 的 条 件 下 (均匀 形变 和 
一 可 十 于 同样 的 环 再 我 们 在 应 力 张 量 内 略 去 了 那些 可 能 与 温度 、 电场 等 的 梯度 有 


关 的 项 .不 过 这 些 项 与 未 包含 导数 的 项 相 比 几乎 为 零 ,就 如 同 在 忆 与 瑟 的 关系 中 可 能 
出 现 的 含有 导数 的 那些 小 项 一 样 
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电容 极 板 上 的 电势 为 常量 ), 每 一 物质 质点 都 带 有 自己 的 场 势 值 一 起 位 移 ， 
此 , 在 空间 一 给 定点 处 的 场 势 改 变 为 
Sp= pr or)= -uu Vo=u:b, 
式 中 五 为 未 形变 层 内 的 均匀 电场 . 但 是 由 于 形变 是 均匀 的 , 我 们 有 


w= 6 (通则 
式 中 z 是 距 下 表面 的 距离 . 因此 , 电场 强度 的 变 分 为 
5E = -=n(E.é), (15.6) 


把 上 面 所 得 的 全 部 表达 式 代 入 (15.4) 式 , 并 考虑 到 6h = 上 = &.n, 我 们 
得 到 
OF ~ 
rnbing = Hn- D)E: BE) (én)pss + (én 


ED: OF ~ 
| No Pap ok 二 Pon | EiTk- 





由 此 终于 得 到 应 力 张 量 的 表达 式 : 


Oik 十 0 (15.7) 








在 各 问 同 性 介质 内 , 即 本 节 研 究 的 情况 , BE 和 DD 的 方向 重合 . 因此 , BE; Dk = 
BeDi, 张 量 (15.7) 理所当然 地 是 对 称 张 量 2. 
在 DD = eb 的 线性 关系 下 , 我 们 有 


Se (15.8) 
( 见 (10.17) 式 ). i 是 电场 不 存在 时 物质 单位 体积 内 的 自由 能 . 按照 熟知 的 热 


力学 关系 式 , 单位 质量 物质 的 自由 能 对 比 体 积 的 导数 等 于 压强 : 


0 | ( 完 ) 
| 本 ey te =—P: 
En 0 


忆 R= Po(p,T) 是 电场 不 存在 时 p 和 了 值 保持 给 定 值 的 介质 内 的 压强 . 因此 , 把 
(15.8) 式 代 入 (15.7) 式 后 , 我 们 得 到 
Eb; Er 


E? Oe 
Oik 一 = T)Oix 和 | 一 1 (到 ) 0 沟 和 站 i (15.9) 


在 真空 内 , 这 个 式 子 转换 成 众所周知 的 电场 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 @: 
OO 在 上 述 推导 中 , 吾 的 方向 与 m 的 方向 相同 这 一 事实 并 不 重要 , 因为 cik 显然 只 


依赖 于 瑟 的 方向 , 而 不 依赖 于 n 的 方向 . 
@ 见 85 的 第 一 个 脚注 . 
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作用 于 两 种 互相 接触 的 不 同 介 质 分 界面 上 的 力 , 必须 大 小 相等 、 方 向 相 
反 , 即 cixmk 三 一 50 式 中 融 撤 的 量 和 不 带 搬 的 量 , 分 别 属 于 两 种 介质 . 法 问 
矢量 如 和 ?7 的 方 癌 相反 , 于 是 可 以 写成 


OikNk = OopNk. (15.10) 


在 两 种 各 向 同性 介质 的 交界 面 上 , 力 的 切 向 分 量 相 等 的 条 件 恒 满足 . 实 
际 上 , 把 (15.7) 式 代 入 (15.10) 式 , 并 取出 切 向 分 量 , 我 们 得 到 


ED, = ED’. 
但 是 , 由 于 E: 和 D 的 连续 性 的 边界 条 件 , 这 个 等 式 已 被 满足 . 由 力 的 法 向 分 
量 相等 的 条 件 , 可 以 得 到 施加 在 两 种 介质 内 的 压强 差 上 的 非 平庸 条 件 . 


例如 , 我 们 来 研究 液体 和 大 气 间 的 交界 面 (可 以 假定 后 者 的 = 1). 我 们 
用 撤 来 标记 大 气 中 的 量 , 并 利用 oix 的 表示 式 (15.9), 我 们 得 到 
—Po( T+ (器 = (B= B= 十 二 (BA E?) 
0\p,; 站 8 Nn CA atm 8 7 t 人 


考虑 到 边界 条 件 ; EB; = BE, Dn = eBn = D' = 到 ,可 以 将 以 上 等 式 改 写成 





OBE /Oe E—1, .» 
Pol(p, 7 ) = 站 一 ( 交 ) 二 (abs a Eb: k (15.11) 
应 当 把 这 个 关系 式 理解 为 由 液体 内 的 电场 强度 确定 液 面 附近 液体 密度 p 的 方 
程式 . 

现在 我 们 来 求 出 作用 于 介 电 介质 内 的 体积 力 , 按照 (15.2) 式 对 (15.9) 式 
求 微 商 , 我 们 得 到 

9 五” /Oe E20 1[| e090.,.,. 0 

J De -nm 染 的 月 Ge 时 Sa 丰 (ED)| | 

考虑 到 方程 divD = 0Dx/Ozx = 0, 上 式 右 端 后 一 个 方 括号 内 的 表达 式 变 为 以 
下 两 项 之 和 : 











OP OF OFErx OF; 
-三 二 = 一 DD 到 
Sh OX; + Dr Tk ( Ox; 5 


但 由 于 rot B= 0, 这 个 表达 式 变 为 零 . 于 是 我 们 得 到 
1 OE Eb? 
一 一 已 一 -一 2 = 
f grad Po(p, 了 7 了)+ ee grad BB p (号 ) grade (15.12) 


(H. 效 姆 霍 兹 , 1881) 
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如 果 介 电 体 内 有 体 密度 为 pex 的 外 电 衔 , 那么 , 在 了 力 上 还 必须 加 上 一 项 
五 div 万 /4r, 因为 div D = 4rpex, 因而 这 一 项 等 于 


pexb; (15. 13) 


但 是 不 能 认为 这 一 结果 是 不 证 自明 的 (参见 816 习题 3). 
如 在 87 中 曾 提 到 的 , 在 气体 中 可 认为 e 一 1 之 差 与 密度 成 正比 ， 此 时 
pOe/B8p=e 一 1, 且 (15.12) 式 有 取 更 为 简单 的 形式 : 


Ee 
eh 





grad FE?. (15. 14) 


(15. 12) 式 无 论 对 于 组 分 均匀 的 或 非 均 匀 的 介质 都 适用 . 在 非 均 匀 介 质 内 ， 
e 不 仅 是 p 和 了 的 消 数 , 而 且 也 是 沿 介质 而 变化 的 混合 物 浓度 的 函数 . 但 在 组 
分 均匀 的 介质 内 , s 只 是 p 和 了 的 图 数 , 而 grade 可 以 展开 为 


过 (将 ) 
Ve= [| VT+(o—|) YVp. 
( 志 Op / 
于 是 (15. 12) 式 取 以 下 形式 : 


py|g (EY | 三 (2 ; 

f= vAp T+ EV|E (¥) | 著 ) vr (15. 15) 

如 果 物 体内 的 温度 为 常量 , 那么 第 三 项 变 为 零 , 而 在 第 一 项 内 , 可 以 用 pvco 代 

蔡 VP (根据 无 电场 时 的 熟知 的 化 学 势 的 热力 学 关系 : pdGo = dP - 5od7), 从 
而 


bE?* /Oe 
JV [ Tr (六 ), = Vo (15. 16) 


式 中 为 电场 内 物质 的 化 学 势 ( 见 (10.19) 式 ). 
特别 是 , 当 温 度 为 常量 时 , 力学 平衡 条 件 f= 0 为 
FE? 

6 三 60 一 Bz (¥). = const (15. 17) 
这 与 普遍 的 热力 学 平衡 条 件 一 致 . 这 个 条 件 通 常 可 写 为 更 简单 的 形式 . 在 电 
场 作用 下 , 介质 密度 的 变化 与 B? 成 正比 . 因此 , 如 果 没 有 电场 时 的 介质 密度 
是 均匀 的 , 那么 即使 在 存在 电场 的 情况 下 , 在 (15. 15) 式 后 面 的 两 项 内 也 应 该 
令 p= 常数; 在 假定 线性 关系 DD = seE 成 立 的 公式 内 计 及 p 的 变化 超出 了 这 
些 公式 的 精确 度 . 此 时 由 (15. 15) 式 的 三 等于零 , 我 们 得 到 当 温 度 为 常量 时 的 
平衡 条 件 的 形式 为 


D0 bh (¥). = const ， (15. 18) 
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这 个 表达 式 和 (15.17) 式 的 差别 是 用 RYp 代 蔡 了 0. 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 将 说 明 在 不 做 应 力 张 量 计算 的 情况 下 , 如 何 从 公式 
(14.1) 直接 导出 力 的 表达 式 (15.12). 

我 们 研究 无 限 非 均匀 介 电 性 介质 , 介质 经 受 了 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 等 温 
小 形变 . 变 分 5e 由 两 部 分 组 成 : (1) 来 自由 于 形变 将 物质 粒子 从 7 一 4 点 移 到 
7 点 所 引起 的 改变 


(r—u)—e(r)= —u.: Ve, 


和 (2) 来 目 与 ”点 物质 密度 改变 有 关 的 变化 


O 
一 (¥) oa 
我 们 知道 (参见 本 教程 第 七 卷 81) divw 是 体积 元 的 相对 变化 , 因此 密度 变化 
是 6p = 一 pdivwu. 这 样 一 来 , 自由 能 的 变 分 为 


EF? 
0. 多 = 9. 多 0 - /se 二 dy 
8 区 


BE? Oe . 
=-- /Ravudv+ | 喜 内 .VE 十 | 一 pdivu dV (15.19) 
37 Op /7 


(上 式 右 端 第 一 项 是 无 电场 时 的 自由 能 变 分 ) 对 (15.19) 式 中 带 divw 的 项 进行 
分 部 积分 , 并 与 通过 力 了 所 做 功 表示 的 自由 能 变 分 表达 式 5F = - /wu fav 
比较 , 就 可 得 到 公式 (15.12). 
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固体 的 介 电 性 质 不 但 随 其 密度 改变 而 改变 (和 液体 一 样 ), 而 且 也 随 着 不 
改变 密度 的 形变 ( 玄 切 ) 而 改变 . 首先 我 们 来 妍 究 没 有 电场 时 为 各 癌 同 性 的 物 
体 . 一 般 说 来 , 物体 的 形变 会 破坏 它 的 各 加 同性 ; 结果 它 的 介 电 性 质 也 变 成 是 
各 向 异性 的 , 于 是 标量 介 电 常量 s 必须 用 介 电 张 量 eix 来 代替 . 

大 家 知道 , 弱 形 变 物体 的 状态 用 应 变 张 量 


ee 1 监 三 De ) 
人 忆 OZ Ox; 
描述 , 式 中 w(x,y,z) 为 物体 上 各 个 点 的 位 移 和 撩 量 . 由 于 这 些 量 很 小 , 因此 在 分 


量 ei 的 变化 中 只 要 取 wix 的 一 次 项 就 够 了 . 与 此 相应 , 我 们 把 形变 物体 的 介 
电 张 量 表示 为 以 下 形式 : 








Eik = E00ik + QUik + QoU Oik. (16.1) 
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其 中 so 为 未 形变 物体 的 介 电 和 常量, 而 后 面 二 项 (含有 两 个 标量 常数 al 和 as?) 
代表 最 普遍 形式 的 二 秩 张 量 , 这 种 张 量 可 以 由 张 量 wix 的 分 量 以 线性 方式 构 
成 . 

现在 来 看 一 下 前 一 节 所 给 出 的 推导 必须 作 哪 些 修 正 . 由 于 在 固体 内 下 与 
应 变 张 量 的 全 部 分 量 有 关 , 因而 必须 用 


总 ] OF 
OF == te 。 OF 十 pre MR 
代替 (15.4) 式 . 在 所 研究 的 虚 位 移 情况 下 , 矢量 w 由 (15.5) 式 给 出 , 于 是 应 变 
张 量 为 
We DF (Sink + Ekni). 
把 上 式 代 入 5F 内 , 并 考虑 到 张 量 的 对 称 性 (因而 也 是 导数 OF/auik 的 对 称 
性 ), 我 们 得 到 


Ne 1 OF 
SF iD 帮手 h Boa Sik (16.2) 


现在 十 分 清楚 , 我 们 得 到 的 取代 (15.7) 式 的 应 力 张 量 的 表达 式 为 2: 





(16.3) 


不 论 DD 对 书 的 关系 如 何 ，(16.3) 式 都 适用 . 对 于 非 热 释 电 物体 和 非 压 电 
物体 , 其 中 D; = ei Bi, 下 均 由 (13.4) 式 给 出 , 于 是 得 到 我 们 所 求 的 导数 


oF OF 1 
一 一 二 —— (a1EibE EF’ Oix). 
OUik OUix 3A ee ) 


然后 在 (16.3) 式 中 各 处 均 令 ei = eo6ix, 因此 求 得 以 下 应 力 张 量 公式 : 





(0) ，250 一 al1 


20 十 Q2 
Oik 一 Oik 十 ee Ek 人 


2 和 AN  ， 
二 Eb’Six; (16.4) 
ow) 是 没有 电场 时 的 应 力 张 量 , 按照 弹性 理论 的 通常 公式 , 它 由 应 变 张 量 以 及 
切 变 模 量 和 压缩 模 量 决定 . 


@ 这 个 公式 中 的 量 F, 和 上 面 各 处 一 样 , 是 物体 单位 体积 的 自由 能 . 但是, 在 弹性 
理论 中 通常 采用 稍微 不 同 的 定义 :热力 学 量 是 相对 于 未 形变 物体 单位 体积 所 含 物质 的 ， 
而 在 形变 以 后 , 这 部 分 物质 可 以 占据 另 一 体积 . 很 容易 从 一 个 定义 转换 到 另 一 个 定义 ， 
只 要 用 张 量 wk 表示 形变 时 的 相对 体积 变化 (由 于 (16.3) 式 内 含有 wik 的 导数 , 这 样 做 
必须 精确 到 二 次 项 ). 结果 (16.3) 式 的 头 两 项 约 化 成 形 为 8F/Bwi 的 一 项 , 与 弹性 理论 
的 一 般 公 式 符 合 . 
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现在 我 们 来 对 各 向 异性 固体 进行 类 做 计算 外 . 这 时 应 对 上 面 的 推导 作 如 
下 的 改变 : 当 物 质 层 发 生 虚 形变 时 , 它 的 唱 轴 也 发 生 转 动 , 因而 品 轴 相 对 于 外 电 
场 的 取向 也 发 生 改 变 . 由 于 晶体 的 介 电 性 质 是 各 向 异性 的 , 因而 导致 在 (162) 
式 中 没有 考虑 在 内 的 FF 的 附加 变化 . 在 计算 这 一 变化 时 , 假定 晶 轴 相对 于 电 
场 五 旋转 了 某 一 角度 sp 或 是 假定 电场 相对 于 品 轴 旋 转 了 角度 -sp 都 是 一 
样 的 ; 但 第 二 种 方法 更 为 方便 

由 此 可 见 , 在 我 们 前 面 研 究 过 的 电场 的 变 分 (15.6) 内 , 还 必须 加 上 和 转动 
一 69 角 时 的 电场 五 的 变化 : 


] 


角 8 和 形变 时 的 位 移 矢 量 几 的 关系 为 sp = 5 rot (注意 到 在 物体 转动 5w 
角 时 , 物体 上 各 点 的 位 移 为 ww = 8p x7, 因而 很 容易 地 得 到 上 面 的 等 式 ). 把 
(15.5) 式 中 的 wv 代入 , 我 们 得 到 
1 | 
dp = Vx én 
然后 有 
1 I 
B= in(Eé)+ Ex(nxé)= -In( EBé)+é(n. E) 
(16.2) 式 的 第 一 项 的 形式 为 


] 


ED:8B = {(m Dé B)+(é:D(m BE)} = Se 





47 47nh 2 
由 此 可 见 ，( 16.3) 式 中 的 乘积 ED 必须 用 上 式 括 号 内 的 和 的 一 半 来 代替 : 
~ OF 1 


我 们 注意 到 , 所 求 得 的 式 子 自动 地 对 下 角 标 i 和 卡 对 称 , 这 是 理所当然 的 . 

至 于 形变 晶体 的 介 电 张 量 , 取代 含有 两 个 标量 常数 的 表达 式 ( 16. 1) 的 , 是 
以 下 普遍 情况 下 的 表达 式 : 

ew = 

其 中 aixm 为 四 秩 常 数 张 量 , 它 对 两 对 下 角 标 i,k 和 1, m 是 对 称 的 (但 对 两 对 
下 角 标 i,k 和 1, m 的 换 位 不 对 称 ). 这 个 张 量 的 不 为 零 的 独立 分 量 数目 取决 于 
晶体 的 对 称 性 , 也 即 是 取决 于 晶体 的 唱 类 . 

Q@ 在 817 中 将 会 看 到 , 确定 对 称 类 型 的 晶体 的 电 致 伸缩 现象 和 各 向 同性 物体 的 电 
致 伸缩 差别 很 大 . 这 种 晶体 称 为 压 电 晶体 .我 们 这 里 所 讨论 的 将 是 非 压 电 晶 体内 的 电 
致 伸 缩 . 


十 QiklmULm,) (16.6) 
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我 们 在 这 里 不 准备 写 出 利用 (16.6) 式 即 可 得 到 的 应 力 张 量 公式 ( 它 与 
(16.4) 式 类 似 ). 

上 面 得 到 的 公式 确定 了 固体 介 电 体内 的 应 力 . 但 是 , 如 果 我 们 只 是 希望 
确定 外 电场 作用 于 物体 上 的 总 力 下 或 总 力矩 K, 并 不 需要 这 些 公 式 . 现在 我 
们 来 研究 浸入 液体 (或 气体 ) 介质 内 并 保持 静止 的 物体 . 作用 于 物体 上 的 总 力 


等 于 对 物体 表面 所 取 的 积 / ¢ vipnndf. 由 于 力 oipnw 是 连续 的 , 因此 , 无 论 是 


用 (16.4) 式 的 oix 年 来 计算 这 个 积分 ,或 者 用 适用 于 物体 周围 介质 的 (15.9) 式 
的 oi 来 计算 这 积分 , 结果 都 是 一 样 . 我 们 假定 介质 处 于 力学 和 热平衡 状态 . 
于 是 如 果 考 虑 到 平衡 条 件 (15.18) 式 , 则 计算 还 可 进一步 简化 . 由 于 这 个 条 件 ， 
应 力 张 量 (15.9) 中 有 一 部 分 是 在 介质 各 处 均 恒定 的 均匀 压缩 (或 拉 伸 ) 压强 ， 
它们 对 作用 于 物体 上 的 总 力 FF 和 总 力矩 K 没有 贡献 . 因此 计算 这 些 量 时 可 
以 把 oj 简单 地 写成 


E EB 
| 16. 
Oik 去 ( k 4 ) (16.7) 


其 中 五 为 液体 内 的 电场 , 而 e 是 液体 的 介 电 常量 . 这 个 表达 式 和 真空 内 电场 
的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 的 差别 只 是 多 了 一 个 因 了 于 e 而 已 . 于 是 


F= 三 Bn 0 jen| df, (16.8) 
K=E fx Bn EB) -serxn df. (16.9) 


我 们 还 注意 到 , 因为 液体 处 于 平衡 状态 , 所 以 在 这 些 公式 内 可 以 对 包围 所 
研究 物体 的 任何 封闭 曲面 进行 积分 (但 是 , 当然 不 可 包括 作为 场 源 的 带电 体 ) 

对 于 计算 作用 于 处 在 电场 内 (在 真空 中 ) 的 介 电 体 上 的 总 力 问题 , 我 们 也 
可 以 从 另 一 角度 来 着 手 , 也 就 是 不 通过 实际 存在 的 电场 , 而 是 通过 介 电 体 不 存 
在 时 给 定 场 源 所 产生 的 电场 ec, 也 就 是 物体 被 移 人 的 “外 电场 ” 来 表示 总 力 
此 处 假定 当 物体 移入 电场 时 产生 电场 的 电荷 分 布 并 不 起 变化 . 这 一 条 件 实际 
上 不 可 能 得 到 满足 , 例如 , 如 果 电荷 是 分 布 于 扩展 性 导体 的 表面 且 介 电 体 被 移 
至 离 导 体 有 限 距离 的 话 . 

在 物体 整体 虚 平 移 无 穷 小 距离 wu 时, 按照 (11.3) 式 , 物体 的 总 自由 能 变化 
为 

59 =— | Pseav, 


其 中 
SE = Er+u) Cr)= (vu: VE 
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是 物体 某 一 给 定点 处 场 € 的 变化 . 由 于 w= 常数 和 rot € = 0, 我 们 有 
P:(u:VE=P.Vu:€)=u.(P.V)e, 


因此 
8F -JP .Vv)eqV. 


男 一 方面 , 8 多 = 天 :五 , 于 是 我 们 得 到 所 求 力 的 公式 巴 
(P. Vedv (16.10) 
采用 类 似 的 方法 , 可 以 求 出 作用 于 物体 上 的 总 力矩 .但 这 里 我 们 不 准备 进 
行 相应 的 计算 , 只 是 给 出 它 的 结果 : 


K= Es x eav+ fr x (P.V)ECdV. (16.11) 


在 整个 物体 尺度 范围 内 可 以 认为 是 常量 的 准 均匀 场 中 ，(16.10) 式 在 一 级 
近似 下 给 出 
F= (f Pav , v) EC=( 史 .Vic， (16.12) 


式 中 多 为 极 化 介 电 体 的 总 偶 极 和 矩 , 当然 , 直接 取 (11.8) 式 中 多 的 微 商 , 也 可 


以 得 到 这 一 结果 . 在 (16.11) 式 内 , 在 一 级 近似 下 , 与 第 一 项 比较 一 般 可 以 略 去 
第 二 项 , 因而 得 到 下 面 的 自然 结果 : 


K=%xE. (16.13) 
习 圳 


1. 设 处 于 均匀 外 电场 @ 内 的 介 电 球 (半径 为 a) 被 垂直 于 场 方向 的 平面 
切 为 两 半 . 试 求 两 个 半球 之 间 的 吸引 力 . 

解 : 设想 两 个 半球 被 一 无 穷 小 狭 颖 分 隔 开 , 并 将 (16.8) 式 (其 中 se=1) 对 
半球 表面 积分 , 就 可 以 求 出 此 力 , 这 时 万 是 球面 附近 真空 内 的 电场 强度 . 根据 
(8.2) 式 , 球 内 的 场 是 均匀 的 并 且 等 于 五 6) = 3C/( 2 二 es) (se 是 球 的 介 电 常量 ). 
狭 终 内 的 场 重 直 于 表面 , 并 等 于 

3E 
2 十 E 
@ 但 是 应 着 重 指出 , 积分 (16.10) 式 内 的 被 积 式 不 能 解释 为 力 的 体 密度 .问题 在 于 ， 


介 电 体 中 的 定 域 力 不 但 和 场 E 有 关 , 也 和 介质 内 部 的 场 有 关 , 由 于 动量 守恒 定律 ,后 者 
对 总 力 没有 贡献 ,但 它 会 影响 力 在 物体 体积 内 的 分 布 . 


E= DY= C. 
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在 球 的 外 表面 上 ， 


CSin 0， 





3E 3 


式 中 0 是 径 舌 和 EF 方向 之 间 的 夹 角 . 
计算 积分 后 得 到 吸引 力 为 加 
9(e — 1)? pA, 
16(E+2)2 ~ 
2. 试 确定 均匀 外 电场 内 介 电 球形 状 的 改变 . 
解 : 和 85 中 习题 4 的 解 完全 类 似 . 在 确定 球 的 形状 改变 时 , 我 们 假定 球 
的 体积 不 变 包 .自由 能 中 的 弹性 能 部 分 , 我 们 得 到 和 85 中 习题 4 完全 相同 的 
表达 式 . 电能 部 分 由 下 式 给 出 : 
V > | 


业 3 
8x1+n(el®) 一 


1 
= 
( 见 (8.9) 式 ). 而 且 , 按照 (16.1) 式 , 沿 z 轴 的 介 电 常量 为 


2a 
stz) 一 E0 十 ar = £0++ 3 (Uso — Uyy) = 5&0 十 一 — 


从 总 自由 能 为 极 小 值 的 条 件 , 我 们 得 到 (考虑 到 所 求 量 很 小 ) 


和 一 0 ge “(a0 )2 550 和 
R 40n4 (so 十 2)? 
当 so 一 co 时 , 这 个 表达 式 转换 为 性 体 球 的 结果 ， 
3. 试 确定 各 向 同性 国体 介 电 体内 存在 外 电荷 时 介 电 体内 的 体积 力 , 假定 
介 电 体 是 均匀 的 . 
解 : 假定 e0,a1,a2 为 常数 , 并 利用 方程 











rotE=0, divD ~ eodivE = 4npex, 
从 (16.4) 式 我 们 得 到 


Ooix Ba 1 Ql1 OOF? Ql 
el + (1 ) pexB; 
/ OZ OZ 8A ( 2 - oa OX; ( 全 人 


@ 这 个 表达 式 在 =s 一 ce 时 的 极限 值 和 85 中 习题 3 导电 球 结果 的 巧合 , 只 是 偶然 
的 (实际 上 这 些 力 甚至 连 符 号 都 是 不 同 的 ). 这 两 种 情况 在 物理 上 并 不 等 价 , 这 可 以 从 
下 面 一 点 清楚 地 看 出 , 即 在 两 导电 半球 (电势 相同 ) 的 狭 缝 内 没有 电场 , 而 在 本 题 中 则 
有 电场 存在 . 

©@ 体积 的 改变 在 812 习题 1 中 求 出 . 
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处 于 电场 中 的 各 问 同 性 介 电 体内 所 出 现 的 内 应 力 是 电场 的 二 次 方 效 应 . 
这 种 效应 也 存在 于 一 ia 但 是 , 在 确定 的 对 称 类 型 下 , 晶体 的 
电 致 伸缩 性 质 具 有 完全 不 同 的 特征 . 这 些 物体 内 ( 称 为 压 电 体 ) 在 电场 中 产生 
的 内 应 力 与 场 的 一 次 震 成 正比 . 相应 地 也 存在 相反 的 效应 一 一 压 电 体 的 形变 
伴随 着 压 电 体内 电场 的 出 现 , 这 一 电场 与 形变 的 大 小 成 正比 . 

压 电 体 中 我 们 感 兴趣 的 只 是 基本 的 线性 效应 , 因而 在 普遍 公式 (16.5) 内 ， 
我 们 可 以 略 去 场 的 平方 项 . 于 是 


ot (| , 
Our T,E 


在 本 节 的 以 下 部 分 , 我 们 将 采用 未 形变 物体 单位 体积 内 物质 的 热力 学 量 ( 见 
816 的 第 一 个 脚注 ). 在 这 样 的 意义 上 理解 ,我们 就 得 到 


OF 
TE 


相应 地 , 微分 dF 的 热力 学 关系 式 为 





和- 1 


对 于 上 式 中 最 后 一 项 , 我 们 必须 作 以 下 说 明 : 严格 说 来 , 在 这 种 形式 下 , 这 一 项 
(从 (10.9) 式 中 移 来 ) 是 相对 于 形变 物体 的 单位 体积 的 . 不 考虑 到 这 一 点 我 们 
谍 会 有 误差 . 但 是 , 在 现在 情况 下 (对 压 电 体 而 言 ), 这 种 误差 是 比 (17.2) 式 中 
其 余 各 项 更 高 阶 的 小 量 

在 (17.2) 式 中 , 张 量 wi 的 分 量 起 着 目 变 量 的 作用 . 有 时 利用 oix 的 分 量 
作为 自 变 量 也 是 很 方便 的 . 为 此 , 必须 引进 热力 学 势 , 并 定义 为 


B=F— vikoin. (17.3) 
这 个 量 的 微分 为 
和 (17.4) 
4T 


应 该 强调 指出 , 按照 (17.3) 和 (17.4) 式 在 电动 力学 中 引入 热力 学 势 5 与 关系 
式 (17.1) 的 正确 性 有 关 , 因此 只 对 压 电 体 才 是 可 能 

在 这 样 定义 了 所 需 的 热力 学 量 后 , 现在 我 们 来 描述 晶体 的 压 电 性 质 . 选 
择 oi 和 Bx 为 自 变 量 , 我 们 应 当 把 电感 应 强度 万 看 作为 它们 的 国 数 , 而 在 这 
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个 函数 的 展开 式 内 必须 只 保存 它们 的 一 次 项 .在 最 普遍 情况 下 , 矢量 的 分 量 展 
开 为 二 秩 张 量 分 量 的 符 级 数 中 的 线性 项 可 以 写 为 4xYikgiogkl, 其 中 常数 和 ik 的 
总 体 构 成 一 个 三 秩 张 量 (引入 因 了 于 4r 是 为 了 方便 ). 既然 张 量 ck: 对 它 的 下 角 
标 是 对 称 的 , 因而 很 清楚 , 可 以 认为 张 量 ix 对 相应 的 两 个 下 角 标 也 是 对 称 
的 : 

Vi,kl = Ti (L779) 
为 了 直观 我 们 用 去 号 将 对 称 的 下 角 标 有, ! 与 第 三 个 下 角 标 分 开 . 我 们 把 张 量 
Yikl 称 为 压 电 张 量 , 晶体 的 压 电 性 质 完 全 由 它 决定 . 

把 压 电 项 添加 到 晶体 中 电感 应 强度 的 表达 式 (13.1) 内 , 我 们 有 


人 (17.6) 


相应 的 附加 项 也 会 出 现在 热力 学 量 中 . 电场 不 存在 时 , 非 压 电 晶体 内 的 热力 学 
势 为 


一 1 
$=9= D0— 5D Miklm OikOlm, 


式 中 Bo 为 未 形变 物体 的 热力 学 势 , 而 第 二 项 代表 普通 的 弹性 能 量 , 由 弹性 常 
数 张 量 jvirim 决定 台 . 对 于 压 电 体 我 们 有 





~ ] 1 ] 
P= Do-— 5 HiklmOikOlm 一 or sik bibk 一 ar iDio 一 gLEiOR: (L730) 


上 了 式 右 端 最 后 三 项 的 形式 足 这 样 决 定 的 , 即 根据 关系 式 


所 求 得 的 $ 对 Ei; (保持 内 应 力 和 温度 不 变 ) 的 导数 必须 给 出 (17.6) 式 . 


QQ 张 量 Hiklm 按照 


Uik — oo = Hiklmo Lm 
Ooik 


确定 应 力 和 形变 之 间 的 关系 .在 本 教程 第 七 卷 810 中 , 我 们 曾 写 出 过 逆 关 系 式 
Oik = MklmUm 
很 清楚 , 张 量 jwirwm 的 所 有 对 称 性 质 和 张 量 Nikonm 的 对 称 性 质 完全 相同 . 
在 日 由 能 内 弹性 能 为 正 号 ; 
Fo = TAikim ak tim 


从 下 内 减 去 oipyir, 即 得 到 热力 学 势 , 因此 


1 
Pel = Fol — oikUik = -3 MklmUik Um 一 3 Hiklmdoik Om. 
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知道 了 6, 就 可 以 按照 (17. 4) 式 得 到 用 应 力 oi 和 电场 百 所 表示 的 应 变 
张 量 公式 
Qi 3 Sn or (17. 8) 
Oik 
TE 
应 该 指出 , 在 压 电 晶体 内 把 量 jwirwm 和 eix 作为 弹性 常量 和 介 电 常量 , 在 
一 定 意 义 上 是 有 条 件 的 . 在 我 们 所 选择 的 定义 下 ,它们 分 别 给 出 电场 强度 不 变 
时 形变 对 弹性 应 力 的 依赖 关系 和 应 力 不 变 时 电感 应 强度 对 电场 强度 的 依赖 关 
系 . 如 果 形 变 是 在 给 定 电感 应 强度 时 发 生 的 , 或 者 我 们 所 人 研究 的 是 在 给 定形 变 
情况 下 电感 应 强度 对 电场 强度 的 依赖 关系 , 那么 , 起 弹性 系数 和 介 电 常量 的 作 
用 的 将 是 其 他 量 , 这 些 量 可 由 张 量 yj,e 和 7 的 分 量 表 示 出 来 (虽然 形式 相当 复 
森 ). 
求 压 电 物 体内 的 场 必 须 和 求 它 的 形变 同时 进行 ,因而 这 是 静电 学 和 弹性 
理论 的 联 立 问题 . 也 即 是 必须 求 出 静电 学 方程 


divD=0, rotE=0 (17. 9) 


(D 由 (17.6) 式 给 出 ) 和 弹性 平衡 方程 


Ooik 





2 (17. 10) 
的 相 容 解 , 弹性 平衡 方程 带 有 物体 表面 上 相应 的 边界 条 件 并 计 及 了 由 (17.8) 
式 所 给 出 的 oi 和 形变 之 间 的 关系 . 在 一 般 情况 下 , 这 个 问题 是 很 复杂 的 . 

对 于 具有 自由 表面 ( 即 没 有 加 上 任何 机 械 外 力 ) 的 压 电 椭 球体, 问题 可 以 
大 大 简化 . 在 这 种 情况 下 (88), 压 电 体 内 的 电场 是 均匀 的 , 从 而 它 的 形变 也 是 
均匀 的 , 而 全 部 弹性 应 力 oix = 0. 

最 后 , 我 们 来 着 手 研 究 这 样 一 个 问题 , 即 哪 一 些 唱 体 对 称 类 型 容许 压 电 性 
质 存 在 . 换 名 话说 , 必须 考虑 对 称 性 条 件 对 于 张 量 iri 的 分 量 所 加 的 限制 . 在 
一 般 情况 下 , 这 个 张 量 (对 下 角 标 和 1 是 对 称 的 ) 有 18 个 不 为 零 的 独立 分 量 , 
但 实际 上 独立 分 量 的 数目 通常 要 比 这 少 得 多 . 

在 给 定 唱 体 的 所 有 对 称 变换 中 , 张 量 yk 的 全 部 分 量 必须 保持 数值 不 变 
由 此 立即 得 到 , 具有 对 称 中 心 的 物体 (当然 其 中 也 包括 一 切 各 问 同 性 物体 ) 在 
所 有 情况 下 都 不 可 能 是 压 电 体 . 实际 上 , 在 中 心 反 射 时 (三 个 坐标 都 改变 正 负 
号 ) 三 秩 张 量 的 全 部 分 量 都 会 变 号 . 

在 32 种 品类 中 , 容许 有 压 电 性 质 的 品类 总 共有 20 种 . 首先 是 813 中 所 列 
举 的 具有 热 释 电 性 质 的 10 种 ( 热 释 电 体 同 时 也 是 压 电 体 ). 此 外 , 下列 10 类 品 
体 也 是 压 电 品 体 ; 
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正 交 品系 : DD，， 

四 方 唱 系 : D4 Du Sa， 

三 方 品 系 : D;， 

六 方 晶 系 : De, C3n,D3p， 

立方 品系 : TT, TTy. 

全 部 晶 类 的 压 电 张 量 的 不 为 零 的 分 量 将 在 本 市 的 习题 中 列 出 . 

我 们 这 里 还 要 提 及 在 液晶 “形变 ”时 发 生 的 一 个 与 压 电 效应 相近 似 的 现 
象 . 我 们 这 里 指 的 是 向 列 相 液晶 *. 我 们 记得 (参见 本 教程 第 五 卷 8140), 这 些 液 
态 介 质 是 以 存在 某 种 分 子 从 优 取 疝 的 单独 方向 来 表征 的 . 在 介质 的 每 一 点 上 
这 个 方向 由 单位 矢量 d (液晶 指 同 矢 ) 给 出 . 在 未 发 生 形 变 的 液晶 中 dg 的 方向 
在 其 全 部 体积 内 均 为 常量 , 而 在 形变 了 的 液晶 中 qd 成 为 坐标 的 函数 . 在 液晶 
内 , 形 为 

Di = eir Br +4neidi divd + 4nez(rot d x da)i (CEL) 


的 电感 应 强度 表达 式 对 应 于 展开 式 (17.6), 其 中 ei,es 为 标量 系数 (R. B. 迈 耶 ， 
1969) 包 . 描写 我 们 所 研究 效应 的 上 式 右 风 最 后 两 项 代表 了 由 矢量 gd 及 其 对 
坐标 的 一 阶 导 数组 成 的 最 一 般 的 极 矢 量 . 我 们 注意 到 , 表达 式 (17.11) 自动 地 
对 于 d 改变 符号 不 变 . 

至 于 问 列 相 液 晶 的 介 电 常量 张 量 , 其 对 称 性 和 单 轴 唱 体 的 介 电 张 量 的 对 
称 性 相同 , 而 且 局 域 (介质 每 一 点 上 的 ) 指向 矢 方 向 起 对 称 轴 的 作用 . 张 量 si 
可 表示 为 下 列 带 有 两 个 独立 常数 eo 和 su 的 形式 : 


Eik = E00ik + Eadidk (17.12) 
习 证 


1. 试 对 允许 有 压 电 性 的 非 热 释 电 晶 类 确定 张 量 和 ikl 的 不 为 零 的 各 分 量 . 

解 : 品类 DDs 包含 三 个 互相 得 直 的 二 次 对 称 轴 , 我 们 选择 它们 为 x,y,z 轴 . 
绕 这 些 轴 旋转 180°, 三 个 坐标 有 两 个 变 号 . 因为 ikl 的 分 量 和 来 积 ZiZk ZI 一 
样 变 换 , 因而 不 为 零 分 量 的 只 有 三 个 下 角 标 都 不 相同 的 分 量 : 


zyzy zizyy wy zz 


由 于 性 质 WMi,kl = Mi,lk, 其 余 不 为 替 的 分 量 都 等 于 这 些 分 量 . 相应 地 ， 热力 学 势 


* 在 本 教程 第 五 卷 8140 中 , 向 列 相 液 晶 被 称 为 丝 状 相 液 晶 . 一 一 译 者 注 
在 向 列 相 液 晶 中 热 释 电 性 实际 上 沿 属 未 知 ,故我 们 假定 Do = 0. 
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的 压 电 部 分 为 


~ 


Ppie = —2(Yzr,yz ErOyz 十 Toyzz 必 yazz + yz,ry Ez0ry): (1) 


晶 类 D2g 通过 在 晶 类 DD 的 坐标 轴 上 再 加 上 二 个 对 称 平面 而 得 到 , 这 两 
个 对 称 平面 通过 其 中 一 轴 ( 设 为 z 轴 ), 并 把 x 轴 和 w 轴 之 间 的 夹 角 分 为 两 半 . 
在 其 中 一 个 对 称 平面 上 的 反射 表示 以 下 变换 : 工 一 Yy,y 一 ZX,Zz 一 Z. 因此 ,由 交 
换 下 角 标 x 和 而 得 到 的 和 ikl 的 不 同 分 量 应 该 相等 , 于 是 (1) 式 的 三 个 系数 
中 只 有 两 个 是 独立 的 : 

?zzyy ?zyz 二 ?Toy zz. 

蝇 类 芽 通 过 在 晶 类 DD。 上 加 上 四 个 三 次 对 角 对 称 轴 得 到 . 绕 这 些 对 称 轴 
旋转 时 z, yz 轴 循 环 换 位 , 例如 一 ZY 一 ZX,Z 一 y, 因此 ，(1) 式 中 的 三 个 系 
数 变 得 相等 : 

?ziyz 二 Tuyizz 三 了 zzy， 
对 于 立方 唱 类 TD, 得 到 相同 结果 . 

晶 类 Da 包含 一 个 四 次 对 称 轴 (z 轴 ) 和 处 于 zy 平面 内 的 四 个 二 次 对 称 
轴 . 除了 蝇 类 Do 的 对 称 元 素 外 , 我 们 在 这 里 只 需 再 研究 绕 z 轴 旋 转 90° 的 情 
况 , 也 即 是 只 需 再 研究 下 列 变换 : 一 Yy,Yy 一 一 X,Z 一 Z. 由 于 这 种 变换 ，(1) 式 
的 系数 有 一 个 变 成 零 (7zizy = 一 Yzyz = 一 Yayzy， 由 此 得 yzzy 二 0), 而 其 他 两 个 
系数 只 相差 一 个 正 负 扎 : 

Nzyz 一 一 yzz， 
对 于 品类 De 得 到 同样 的 结果 . 

品类 S4 包含 下 列 变 换 : 一 YYy 一 一 XZ 一 一 ZZ 和 XT 一 一 X,Y 一 一 YZ 一 ZZ. 

不 为 零 的 各 分 量 为 


zzyy YT YZ 一 Vy,rz) VYz,r7 一 一 人 zy zzz 一 一 yzy， 


适当 地 选择 z, Y 轴 的 方向 , 这些 量 中 有 一 个 可 能 变 为 零 . 

蝇 类 D3 包含 一 个 三 次 对 称 轴 (z 轴 ) 和 处 在 XYy 平面 内 的 三 个 二 次 对 称 
轴 , 设 其 中 一 个 对 称 轴 为 x 轴 . 为 了 求 出 由 于 三 次 对 称 轴 存 在 所 加 上 的 限制 ， 
我 们 先 引 进 复数 “坐标 ? 


€=7+iy, 7=7— i 
@ 为 了 避免 误解 我 们 要 记 住 , 如 果 通 过 将 6 的 具体 表达 式 对 oj; 直接 求 微 商 来 计 
算 应 变 张 量 jr 的 分 量 , 则 对 i 关上 的 分 量 B 对 oix 的 导数 给 出 相应 分 量 yx 值 的 二 售 . 
之 所 以 如 此 , 是 因为 表达 式 wi = -686/60oix 实质 上 只 是 反映 了 6865 = -wkdcik 的 事实 ; 
而 党 有 对 称 张 量 oj 的 非 对 角 分 量 微分 的 项 在 和 式 wkdcik 中 出 现 了 两 次 . 
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而 2 坐标 保持 不 变 , 然后 再 进行 形式 变换 是 很 方便 的 . 我 们 也 把 张 量 和 yik1 变 
换 到 这 些 新 坐标 上 . 这 时 各 分 量 的 下 角 标 轮流 取 5,m,z 值 . 绕 z 轴 旋转 120" 
后 , 这 些 “坐标 ”变换 为 


一 27i/3 


2 2 一 之 . 


这 时 张 量 ikl 中 保持 不 变 因 而 可 以 不 为 替 的 各 分 量 只 有 zney Yn,ze, ezn, Yeee: 
Ynnn 了 zzz 绕 工 轴 转 180° 的 变换 为 一 X,Y 一 一 Vy,Z 一 一 Z, 或 者 在 “坐标 系 ” 
6,0)Z 中 ,为 一 四 一 和 ZzZ 一 一 Z. 这 时 zne 和 zzz 政变 正 负 号 , 因而 必须 
变 为 零 , 而 上 面 列 出 的 其 余 各 分 量 则 可 以 成 对 地 互相 转换 ,这 样 就 得 到 下 列 等 
a Yn,zé = Ye,zn) VEEE = Ny,nn: 要 写 出 $yio 的 表达 式 ， 必须 组 成 其 下 角 标 轮流 
取 上 1;z 值 时 的 总 和 一 iklBiokt: 


Byie = —27Yn,zt (Enoze — Beozn) — Ye,ee( Beoee + Enonm). 


这 里 还 必须 将 “坐标 系 ”&,n,z 中 的 分 量 忆 ; 和 oik, 用 原来 坐标 系 X,Y,Z 中 的 
分 量 来 表示 . 利用 张 量 分 量 和 相应 坐标 乘积 一 样 变 换 的 事实 ,这 是 很 容易 做 到 
的 . 因此 , 例如 从 

CE YY my 


OE¢é = Ozz — Oyy + 2iozy. 
结果 我 们 得 到 
站 (2) 


式 中 Q = 2iYyn,zt, b = 27Ye,ee 为 实 常 数 . 从 (2 ) 式 可 看 出 中 ,在 坐标 X,Y,Z 中 Yi,kl 
各 分 量 间 的 关系 式 为 : 


?Toyzz = Nrzy A Nyry 三 一 ozz = Nr,yy 三 一 0. 


品类 D3h 由 在 唱 类 D3 上 加 上 一 个 与 三 次 轴 重 直 的 对 称 平 面 (zy 平面 ) 
得 到 . 在 这 个 平面 上 的 反射 是 z 变 号 , 因而 rze 二 0, 于 是 在 (2) 式 中 只 剩 下 
系数 为 b 的 项 . 

@ 众所周知 , 在 非 正 交 坐 标 系 中 (€,n,z 就 是 这 种 坐标 系 ) 必须 区 别 张 量 的 协 变 分 
量 和 反 变 分 量 . 在 转换 到 原来 坐标 系 x,y,z 时 , 也 必须 考虑 到 这 种 情况 : 若 分 量 E; 和 
ok 如 反 变 分 量 一 样 变换 , 则 张 量 yi 1 的 分 量 必 须 如 协 变 分 量 一 样 变换 . 然而 , 通过 直 
接 根据 (2) 式 的 标量 组 合 形式 求 出 x,y,z 坐标 系 中 六 总 的 各 分 量 间 的 关系 式 的 办 法 ， 
我 们 绕 过 了 这 个 问题 . 
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晶 类 Cahn 除了 包含 一 个 三 次 对 称 轴 外 ,还 包含 一 个 重 直 于 这 个 轴 的 对 称 
平面 . 在 这 平面 上 的 反射 是 z 变 号 , 因而 下 角 标 内 z 出 现 奇 数 次 的 yikl 的 各 
分 量 必须 等 于 零 . 再 考虑 到 上 面 提 到 的 由 三 次 对 称 轴 所 加 限制 ,我 们 发 现 只 有 
两 个 分 量 加 由 和 Yee 不 为 零 . 为 了 使 $8 为 实数 , 这 些 量 必须 为 复 共 斩 . 将 它 
们 分 别 标记 为 

2ye ee = Znnw = 0 —ib, 


我 们 得 到 
De dB on (0 wn | Vo | (3) 


适当 选择 X,Y 轴 的 方向 , 可 以 使 a 或 50 变 为 零 . 

2. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 唱 类 容许 有 热 释 电 性 质 . 

解 : 设 z 轴 与 二 次 、 三 次 、 四 次 或 六 次 对 称 轴 相 合 , 而 在 蝇 类 C。 内 , 2z 轴 
重 直 于 对 称 平面 . 在 晶 类 Cnu 中 , ZZ 平面 和 一 个 对 称 平面 重合 . 以 下 列 出 对 每 
种 蝇 类 ikl 中 不 为 零 的 分 量 . 

C1 类 : 全 部 的 ik 

Cs 类 : 包含 下 角 标 z 出 现 两 次 或 者 不 出 现 的 全 部 分 量 . 

C2w 类 : zzzy Ysyy Ys,zz) Yo, rz Nyyz: 

Br ee 

Cav 类: YYz,zz = VYzyyy ?zzzy Tazizz = Tigz: 

C4 类 : 和 Caw 类 中 相同 , 以 及 VE 

Ca3 类 : zzz) Yorz = NYyyz) Yrr = — Yryy = Ny,ry’ Vz,rr = VYz,yy: 

Cs 类 : 和 Cau 类 中 相同 , 以 及 3Yz,yz = 一 全 zyizz = 一 Yywyy 二 和 Yv,ry: 

Cew 类 : Nz,zz) Yrrz 二 NyYyz) Vz rr 二 Vz yz: 

G6 类 和 :C60 类 中 相同 ;以 及 vs 二 一 /yw 

3. 试 确定 下 列 情况 下 非 热 释 电 性 压 电 体 平行 平面 薄板 的 杨 氏 模 量 ( 拉 伸 
应 力 和 相对 拉 伸 长 度 之 间 的 比例 系数 ): (1) 薄板 受到 短路 电容 器 两 板 的 拉 伸 ; 
(2) 薄板 受到 未 带电 电容 器 两 板 的 拉 伸 ; (3) 没有 外 电场 时 薄板 受到 与 其 平面 
平行 的 拉 促 . 

解 : (1) 在 这 种 情况 下 , 薄板 内 的 电场 强度 互 =0. 张 量 oi 的 唯一 不 
为 零 的 分 量 是 拉 伸 应 力 oz。 (z 轴 重 直 于 薄板 平面 中 )， 从 (17.8) 式 , 我 们 有 
Uzz 二 Mzzzz0zz) 由 此 得 到 杨 氏 模 量 万 为 

1 


万 一 内 zzz23 
G@ 没有 假定 这 个 轴 和 任何 选 定 的 晶体 学 方向 重合 . 
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(2) 在 这 种 情况 下 , 在 薄板 内 Es = EE, ==0, Dz = 0, 从 (17.6) 和 (17.8), 我 
们 有 
D; = ezz bz Anyz,zzs0zz —=0, Uzz = MzzzzOzz 十 Vz,zz bz. 
从 这 两 个 等 式 中 消去 五 。 后 , 我 们 得 到 
| 4 。， 
Hzzzz 一 2 222 


(3) 在 这 种 情况 下 , 也 是 ;= ,= 0, Ds = 0, 设 拉 伸 发 生 在 x 轴 方 向 .我 
们 有 
D; = ezz bz 十 4TTzizzazz = 0, Uzz = HrrrrOrz 十 Yz,rr bz-: 
消去 五 >, 我 们 得 到 
4r 。 
ra Hzzzz 一 Ey 2 


4. 斌 求 压 电 介 体 内 上 声速 的 表达 式 . 
解 : 在 本 问题 中 较为 方便 的 是 不 用 oi 而 采用 wir 作为 自 变 量 . 把 玉 写 为 


~ | 1 1 
FS A bE Dr Ely 


2 SA 47 
由 此 得 到 和 
OF 
Oik = oo— = Mkim Um + Piik Bl. 
Ouik 
弹性 理论 的 运动 方程 为 
加 Ooik Opis OF 
人 4 
pi = Bo kim Bre + Bl, kB (4) 


式 中 p 是 介质 密度 , 4Uu 是 位 移 和 失 量 , 它 和 wik 的 关系 为 


a 业 Ou; 二 Our 
eS 2 OZ OT; 








方程 div 万 =0 给 出 
OF Our 





Eik Bp, Hi kl Ti, = 0, (5) 
我 们 用 电势 来 表示 电场 强度 : 
_ 0 
bi Oz 


电场 强度 满足 方程 rot B=0. 
在 平面 声波 中 必 和 都 与 eiler-og 成 正比 , 于 是 从 以 上 方程 得 到 


pw ui = 和 Ai AL — Diigkkkiy, 
Eikg kikkr® 十 4n0i kikikru = 0. 
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由 此 消去 o, 得 wi 方程 的 相 容 条 件 为 


(Bimik, km(Bp ;个 kpka) 


= 0. 
Brak;ks 


det ora 一 Nlpm kikm 一 4 

在 波 矢量 此 的 任 一 给 定 方 向 上 , 这 个 方程 一 般 说 来 确定 声音 的 三 个 不 同 相 速 
度 w/k. 压 电 介质 的 特征 是 其 声速 对 波 传 播 方向 的 复杂 依赖 关系 . 

5. 属于 Ce, 晶 类 的 压 电 晶体 被 通过 对 称 轴 (z 轴 ) 的 表 平 面 (zz 平面 ) 限 
制 . 试 求 重 直 于 对 称 轴 ( 沿 z 轴 ) 传播 的 表面 波 的 速度 ; 波 内 经 受 位 移 ws 及 电 
势 p 的 振动 (J. .古里 亚 耶 夫 , 1968; 1O. B. 布鲁斯 坦 , 1969). 

解 : 在 所 研究 的 条 件 下 , 在 方程 组 (4) 和 (5) 中 分 出 仅 含 us 和 % 的 两 个 
方程 ; 这 些 量 依赖 于 坐标 X,Y (以 及 时 间 如 ,而 与 Zz 无 关 , 不 为 零 的 应 力 张 量 与 
电感 应 强度 矢量 的 分 量 为 : 


IOIzz 一 BE; 十 2 Us = BE 2Auzy, 


其 中 


30 30 * br YY Oy 
而 且 为 了 简洁 引入 以 下 标记 : 








Uzz 


Ce zx = ep 一 D, A 一 Ni = a Erzx = Eyy =3 a 


恒定 的 热 释 电 电感 应 强度 Ds = Do 不 进入 方程 和 边界 条 件 . 
在 压 电 介质 占据 的 区 域 (半空 间 yy > 0) 内 方程 (5) 和 方程 (4) 的 z 分 


hals 


470Auz 十 eAwp(Y) J， —BAwY) 十 和 Ay， 


其 中 人 = 2/9x? 十 02/0wy”; 将 这 两 个 方程 改写 为 


piiz = 和 Au， Am =0, (6) 
其 中 
4m8? 4 
KA+ 字 一 ， = 9 


在 真空 (半空 间 y < 0) 内 , 电势 ofe) 满足 方程 


Aote = 0. (7) 
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以 及 远离 表面 的 边界 条 件 
/1 
下 求解 . 我 们 寻求 形 如 
uz = 4e-Ageilkz ot) y= Be-kyeilkz-ot) ple) ~ Cekyei(kz 一 ob 
的 解 , 其 中 
Wo” = XK =) (9) 


方程 (6) 和 (7) 以 及 无 穷 远 处 的 边界 条 件 已 经 满足 , 而 边界 条 件 (8) 给 出 了 对 
于 A, B,C 的 三 个 线性 齐 次 方程 , 这 三 个 方程 的 可 解 条 件 导 致 关系 式 





最 后 , 将 此 关系 式 代入 (9) 式 , 我 们 得 到 波 的 相 速 度 


= 


这 些 疲 的 表面 传播 是 压 电 介质 特有 的 .在 86 -、0 的 情况 下 穿 透 深度 
1/x 一 00, 亦 即 波 已 成 为 体 波 . 
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按照 810 中 的 公式 , 总 自由 能 可 以 表示 成 对 全 空间 的 积分 的 形式 : 
= | P(r,p, DYav (18.1) 
我 们 将 假定 被 积 范 数 式 内 的 函数 D(7) 只 满足 介 电 体内 的 方程 
divD=0 (18.2) 
和 在 带 有 给 定 电 和 集 的 导体 表面 上 的 条 件 
fD .df = 4re; [ino) 
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这 些 等 式 建立 了 场 和 场 源 之 间 的 关系 . 此 外 , 假定 函数 D(7) 是 任意 的 , 特别 
是 , 不 预先 要 求 它 满足 第 二 个 场 方 程 rot BB = 0 (其 中 = 4r9F/9D) 和 在 导 
体 表面 上 满足 wp = 常数 的 边界 条 件 . 我 们 现在 证 明 , 这 两 个 方程 可 以 从 积分 
(18.1) 相对 于 满足 方程 (18.2) 和 (18.3) 的 函数 D(r) 的 改变 为 极 小 值 的 条 件 得 
到 . 应 该 强调 指出 , 这 种 推导 的 可 能 性 先 验 上 并 不 显然 , 因为 求 积 分 (18.1) 的 
极 小 值 时 所 考虑 的 场 分 布 ,并 不 对 应 于 物理 上 可 能 的 状态 (因为 它们 并 不 满足 
全 部 场 方程 ) ; 哑 自 由 能 为 极 小 值 的 热力 学 条 件 中 ,只 有 对 各 种 物理 上 可 能 
的 状态 才 可 以 相互 比较 . 

在 (18.2) 和 (18.3) 式 作为 附加 条 件 下 求 积 分 (18.1) 极 小 值 的 问题 , 可 利 
用 拉 格 明日 乘 子 法 来 解决 . 依照 这 种 方法 , 我 们 将 条 件 (18.2) 的 变 分 乘 以 某 个 
尚未 确定 的 坐标 函数 (用 -2/4r 表示 ), 而 将 条 件 (18.3) 的 变 分 乘 以 一 未 定 的 
常数 因子 (用 wo/4r 表示 ), 然后 令 变 分 之 和 等 于 零 : 


a ] | (D0 
PdyY -一 d Y 十 一 -df =0. 
fs a iv ODd + 多 fap df=0 


在 第 一 项 中 我 们 写 出 包 


对 第 二 项 作 分 部 变换 : 

| waivapav = f vaD af | 3D -grad wav. 
结果 我 们 得 到 

f+ grad p) . SDdV + fo -oO)5D.df =0. 


由 此 得 出 结论 : 在 全 部 体积 内 , 必须 有 马 = 一 grady (因此 rot 请 =0), 而 在 导 
体 表 面 上 , p = wo = 常数 . 这 就 是 对 于 电场 强度 的 正确 方程 , 而 拉 格 明日 乘 子 
2 则 是 它 的 场 势 . 

由 类 似 方式 可 以 证 明 , 对 于 电感 应 强度 的 方程 可 以 从 积分 


@ 在 给 定 温 度 情况 下 自由 能 有 极 小 值 . 变 分 应 该 对 两 个 独立 量 D 和 p 进行 . 但 在 


这 里 , 我 们 只 对 DD 的 变 分 结果 感 兴趣 . 积分 (18.1) 对 密度 p 的 变 分 (在 物体 总 质量 不 变 
的 附加 条 件 下 ) 给 出 通常 的 热平衡 条 件 之 一 ,化 学 势 ¢ 为 前 量 . 
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为 极 大 值 的 条 件 得 到 , 其 中 函数 五 (") 在 瑟 = 一 gradw 和 在 导体 表面 上 w= 党 
数 两 个 附加 条 件 下 变 分 吕 . 实际 上 , 我 们 有 


OF 
-去 D df -去 /8 di Dy = 
4 了 A 人 


因为 在 导体 表面 上 5y = 0, 故 第 一 个 积分 等 于 零 ; 由 于 在 导体 体积 内 8p 是 任 
意 的 ， 从 第 二 个 积分 可 以 得 到 所 求 方程 : div = 0. 

如 果 物 体 没 有 处 在 外 电场 内 (特别 是 , 不 存在 带电 导体 时 ), 那么 可 以 把 热 
力学 平衡 条 件 表述 为 总 自由 能 (18.1) 取 绝 对 ( 即 无 任何 条 件 的 ) 极 小 值 的 条 
件 . 这 条 件 归结 为 自由 能 密度 作为 独立 自 变量 DD 的 函数 凤 极 小 值 的 条 件 : 

OF EE 


OD 4 

也 即 是 在 全 部 空间 内 ,电场 强度 必须 等 于 零 . 如 果 这 时 能 够 求 出 电感 应 强度 分 
布 满足 条 件 div D = 0, 则 所 得 到 的 状态 就 相应 于 热力 学 平衡 态 ®@. 

令 目 由 能 的 一 阶 变 分 等 于 零 , 我 们 只 能 得 到 自由 能 取 极 小 值 的 必要 条 件 . 
而 不 是 充分 条 件 . 要 搞 清楚 充分 条 件 , 必须 研究 二 阶 变 分 . 这 些 条 件 具 有 某 些 
确定 的 不 等 式 形式 ( 称 为 热力 学 不 等 式 ), 众所周知 , 它们 也 是 保证 物体 状态 稳 
定性 的 条 件 (参阅 本 教程 第 五 卷 821). 

当 DD = eB 时 , 全 部 关系 式 大 为 简化 , 而 我 们 感 兴趣 的 热力 学 不 等 式 (与 
物体 的 介 电 性 质 有 关 ) 变 得 非常 显然 . 此 时 总 目 由 能 ; 


D? 
P+ | 远 
SE 


Q@ 热力 学 势 多 相对 于 变量 EE (或 D) 有 极 大 值 而 不 是 像 多 那样 有 极 小 值 的 情况 . 
具有 普 裔 的 特征 且 可 以 用 以 下 的 推理 来 解释 . 令 某 一 变量 zx 的 平衡 值 (比如 说 zx = 0) 
由 热力 学 平衡 条 件 确 定 . 此 时 , 在 给 定 荆 和 VV 的 情况 下 , 当 z=0 时 自由 能 有 极 小 值 . 
换 句 话说 ,在 z=0 点 有 闫 = (6ZF/9z)vT =0, 而 在 这 点 附近 


=, F=F0+ 3, Q > 0. 
如 果 此 时 引入 热力 学 势 和 = 史 -zX, 则 
=F0 -FX 
亦 即 允 在 平衡 时 相对 于 z 或 X 有 极 大 值 . 但 相对 于 与 z 无 关 的 任何 其 他 变量 冯 和 
多 一 样 也 有 极 小 值 . 


@ 这 里 所 指 的 物体 是 当 吾 =0 时 可 能 有 天 0( 见 下 一 节 ). 在 相反 的 情况 下 .在 全 
部 空间 内 我 们 直接 得 到 平庸 的 结果 : E=0,D=0. 
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非常 清楚 , 只 有 当 s > 0 时 它 才 有 极 小 值 ; 否则 , 使 电感 应 强度 D 取 任 意 大 的 
值 可 以 使 积分 无 限 减 小 . 因此 在 这 种 情况 下 , 我 们 实质 上 没有 得 到 任何 新 东 
西 , 因为 我 们 已 经 知道 , 介 电 常量 实际 上 不 但 必须 是 正 值 , 而 且 还 应 该 大 于 1 
(参见 814). 

在 和 万 的 关系 为 任意 的 普遍 情况 下 ,必须 考虑 积分 (18.1) 的 二 阶 变 分 ， 
而 且 必 须 同时 对 D 和 p 变 分 (只 保持 温度 不 变 ). 在 各 向 同 性 物体 内 , F(T,p, 刀 ) 
只 与 矢量 万 的 绝对 值 有 关 , 它 的 三 个 分 量 可 以 独立 变 分 . 选择 未 变 分 的 矢量 
DD 的 方向 为 z 轴 . 于 是 矢量 D 的 绝对 值 的 变化 可 用 它 的 分 量 的 变化 表示 为 
(精确 到 二 次 项 ) 


8D = 5D; 十 7 [(8D») (OD) 


积分 (18.1) 的 一 阶 变 分 和 二 阶 变 分 都 包含 在 表达 式 
OF OF 1 O02F ga 102F, ., 
之 内 . 把 5D 代入 上 式 , 归并 二 阶 项 后 , 得 到 二 阶 变 分 为 
1 OF 
25 535dDz) + (8Dy) JdV + 


2 2 2 
/ (350) + Dp+ Eo } av 084 


ODep 2 Op? 
这 里 写 出 的 两 项 是 各 自 独立 的 ， 如 果 0 > 0， 则 第 一 项 为 正 ， 但 
OF _ 书 因此 视 矢量 万 与 矢量 马 为 同 向 或 反 向 , 导数 2 取 正 值 或 负 值 
OD 4 区 OD 


由 此 可 知 , 矢量 D 和 五 必须 是 同 向 的 . 
(18. 3 式 第 二 项 为 正 值 的 条 件 是 


一 >0, (18.5) 


(18.6) 





PE 
352 0D? \d00D 


OF Fb 
Cs oD 4 元 ) 因而 其 中 第 | 条 件 给 出 


2 ) 0 18.7 
(有 ¥ >0 (18.7) 


而 第 二 个 条 件 可 改写 成 雅 可 比 行列 式 的 形式 : 
oF oF 
| 2 1 O(E,O) 
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从 日 变量 D, p 变换 到 自 变量 D, 4, 我 们 有 


a(E,C) _ O(E,O) se I 本 
<\Op/Pp 











0(D,p) 0(D, 9 0(D,p) 


鉴于 (18.7) 式 , 这 个 不 等 式 等 价 于 条 件 : 


( 基 ) > 0 (18.9 
OD).r | 


这 样 一 来 , 我 们 就 找到 了 所 寻求 的 热力 学 不 等 式 . 电场 不 存在 时 , 不 等 式 (18.7) 

转变 为 等 温 压缩 率 取 正 值 的 普通 条 件 () > 0@. 由 不 等 式 (18.8) 得 出 
全 

Ee > 0, 因 为 五 一 0 时 电感 应 强度 D 一 eF. 


不 等 式 (18.9 和 (18.6 中 第 二 个 不 等 式 是 更 强 的 条 件 : 因为 它 可 以 早 于 
第 一 个 不 等 式 被 违反 , 相反 的 情况 不 可 能 出 现 . 等 式 


ed wa 


O2F O2F ( 02F ) 1 0O(E,0) 





Op 9D2 \OpoD 47 0(D,n) 
对 应 于 所 谓 的 临界 态 (参见 本 教程 第 五 卷 883). 乘 以 不 为 零 的 因子 DE 后 
这 一 条 件 可 以 更 方便 地 写成 另 一 种 形式 : 
sx29 - (%) -。 ， 
(B,D) \Bp) (69 


临界 态 处 在 ET 平面 的 茶 一 条 线 上 , 这 条 线 是 物体 热力 学 阴 数 的 奇异 线 ， 
如 同 场 不 存在 时 临界 点 是 可 点 一 样 . 


819 铁 电 体 


同一 物质 的 不 同 唱 体 形态 有 热 释 电 性 的 , 也 有 非 热 释 电 性 的 . 如 果 这 两 
种 不 同 品 体形 态 的 转变 是 通过 二 级 相 变 实现 的 , 则 在 转变 点 附近 , 物质 表现 出 
一 系列 不 同 于 通 第 的 热 释 电 体 的 奇异 特性 . 这 样 的 物体 称 为 铁 电 体 . 


应 当 记 住 , 电场 不 存在 时 ¢ 是 单位 质量 物质 的 热力 学 势 , 而 按照 通常 的 热力 学 
关系 它 的 微分 





1 9 
dc = -dP dT, 
p p 


因此 (66/ap)r = (9P/ap)r/p. 在 上 述 推 导 中 忽略 了 通常 热力 学 不 等 式 中 的 第 二 个 公 
式 一 一 比热容 为 正 的 条 件 . 
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在 通常 的 热 释 电 品 体内 , 目 发 极 化 方向 的 改变 与 晶 格 的 重大 重组 有 关 . 然 
而 , 即使 这 种 重组 的 最 后 结果 在 能 量 上 是 有 利 的 , 它 也 不 可 能 实现 , 因为 这 样 
做 要 求 克 服 很 高 的 “能 量 势 侄 ”. 

在 铁 电 体内 情况 大 为 不 同 , 这 是 因为 在 二 级 相 变 点 附近 , 热 释 电 相 晶体 品 
格 内 的 原子 排列 和 非 热 释 电 相 唱 体 晶 格 内 的 原子 排列 差别 很 小 (因为 这 一 点 
自发 极 化 也 很 小 ). 由 于 这 一 原因 , 自发 极 化 方向 的 改变 只 要 求 晶 格 作 很 小 的 
重组 , 因而 比较 容易 发 生 . 

物体 铁 电 性 质 的 具体 特征 , 主要 依赖 于 它 的 晶体 学 对 称 性 . 热 释 电 相 的 
自发 极 化 方向 (我 们 称 它 为 铁 电 轴 ) 已 经 由 相 变 点 男 一 侧 的 非 热 释 电 相 结 构 
预先 决定 . 在 某 些 情况 下 这 种 预先 决定 性 是 唯一 的 , 即 铁 电 轴 只 出 现在 一 个 完 
全 确定 的 晶体 学 方向 上 ; 在 这 种 情况 下 , 自发 极 化 方向 的 确定 可 以 精确 到 仪 差 
一 个 正 负 号 , 因为 在 非 热 释 电 相 内 ,平行 于 铁 电 轴 的 两 个 相反 方向 这 时 必须 是 
完全 等 价 的 (否则 这 种 晶体 具有 热 释 电 性 质 ). 在 男 一 些 情 况 下 , 非 热 释 电 相 的 
对 称 性 表现 为 允许 在 几 个 等 价 的 晶体 学 方向 上 发 生 自 发 极 化 吕 , 极 化 的 发 生 
总 是 和 晶体 对 称 性 的 降低 相 联系 的 . 所 以 可 以 (用 本 教程 第 五 卷 8142 引进 的 
术语 ) 把 非 热 释 电 相 说 成 是 对 称 相 , 而 将 热 释 电 相 说 成 是 非 对 称 相 . 

现在 我 们 证 明 , 如 何 根 据 朗 道 的 二 级 相 变 普遍 理论 建立 铁 电 体 的 理论 (这 
一 理论 首先 是 由 B. J/. 金 北 保 建 立 的 , 1945) 包 ， 

我 们 采用 物质 的 介 电 极 化 矢量 P 作为 序 参 量 , 它 的 数值 决定 非 对 称 相 与 
对 称 相 的 唱 格 结构 的 差异 程度 . 这 表明 , P 将 被 看 作 是 独立 的 热力 学 变量 , 它 
的 实际 数值 (作为 温度 、 电 场 等 的 函数 ) 由 热平衡 条 件 一 一 热力 学 势 为 最 小 值 
决定 . 

我 们 首先 考虑 铁 电 轴 取 为 z 轴 的 位 置 唯一 确定 的 情况 . 此 时 晶体 的 介 电 
性 质 在 xz 和 % 方 向 没有 显示 出 任何 异常 ,但 为 了 研究 沿 z 轴 的 性 质 ,在 热力 学 
势 中 只 考虑 含有 已 的 项 就 够 了 . 在 相 变 点 附近 序 参 量 已 很 小 , 热力 学 势 5 
可 以 展开 为 它 的 震级 数 . 由 于 > 轴 的 两 个 方向 的 等 价 性 , 展开 式 与 P 的 正 负 





， 第 一 种 类 型 的 例子 是 酒石酸 钾 钠 , 它 的 非 热 释 电 相 具有 正 交 对 称 性 , 其 中 铁 电 
轴 出 现在 完全 一 定 的 晶体 学 方向 (一 个 二 次 轴 上 ), 而 且 癌 格 为 单 斜 格子 . 

第 二 种 类 型 的 例子 是 詹 酸 钢 . 它 的 非 热 释 电 晶体 形态 具有 立方 品格 , 三 个 立方 轴 的 
任何 一 个 都 可 以 作为 铁 电 轴 . 但 在 相 变 点 发 生 自发 极 化 后 ,不 言 而 喻 , 这 三 个 方向 就 不 
再 等 效 了 : 铁 电 轴 成 为 仅 有 的 四 次 轴 , 而 品格 变 成 四 方 格子 . 

@ 在 接近 相 变 点 充分 近 时 , 明道 理论 显然 不 适用 . 问题 在 于 , 出 现 这 种 情况 时 , 在 
铁 电 体 情况 下 需要 对 实验 数据 进行 有 具体 分 析 , 而 这 超出 了 本 书 范 围 .我 们 注意 到 , 事实 
上 许多 铁 电 相 变 不 是 二 级 相 变 , 而 是 接近 二 级 相 变 的 一 级 相 变 . 看 来 这 与 本 教程 第 五 
卷 8146 末尾 中 提 到 的 涨 落 效 应 有 关 . 
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号 无 关 , 亦 即 只 包含 它 的 偶数 次 寡 项 . 精确 到 四 次 帘 项 , 有 
$=6$0+AP+BP, (19.1) 


在 对 称 相 内 4 > 0, 热力 学 势 极 小 值 对 应 于 已 = 0. 为 了 能 出 现 自发 极 
化 , 系数 4 必须 是 负 的 ; 因此 在 相 变 点 , 它 趋 于 零 . 在 明道 理论 中 , 采用 了 郴 
数 4( 刀 按照 卫 - 歼 的 整数 寡 展 开 , 其 中 工 .为 相 变 点 的 温度 ; 在 该 点 周围 ,我 
们 假设 A = a(T 一 工 ), 其 中 a 为 常量 (不 依赖 于 温度 ); 为 确定 起 见 , 我 们 假设 
a > 0, 因此 非 对 称 相 对 应 于 温度 工 < 芳 . 在 T= 点 处 , 状态 的 稳定 性 条 件 
要 求 系数 B 在 该 点 上 为 正 值 , 因此 在 其 周围 各 处 亦 如 此 . 以 下 B 将 被 理解 为 
它 在 相 变 点 的 值 B(T.). 

如 果 物 体 中 的 电场 不 为 零 , 热力 学 势 内 将 出 现 附 加 项 . 为 了 寻求 这 些 项 ， 
我 们 从 关系 式 

4r 一 =-D=-E-4xP (19.2 ) 


出 发 . 在 独立 变量 P 值 给 定 的 情况 下 (并 考虑 到 EE =0 时 热力 学 势 86 与 $5 相 
同 ) 积分 上 式 , 我 们 得 到 


2 EE? 
0 a 
考虑 沿 z 轴 方 向 的 电场 , 并 由 (191) 式 中 取 5(P,0), 我 们 有 
Os 5 ep 0 olE (19.3) 


一 忆 ;P 一 项 的 存在 导致 这 样 的 结果 , 即 在 Es 场 内 (不 论 它 有 多 么 微弱 ) 
序 参量 PP 在 全 部 温度 范围 内 均 不 为 零 ; 场 使 得 非 热 释 电 相 极 化 , 从 而 降低 了 
它 的 对 称 性 . 从 而 两 相 之 间 的 差别 消失 ; 相应 地 , 离散 的 相 变 点 也 消失 相 
变 变 得 “模糊 不 清 ” 包 . 

平衡 时 热力 学 势 应 当 在 电场 强度 值 给 定 情况 下 取 极 小 值 . 在 电场 强度 EE， 
为 常量 时 对 (19.3) 式 求 微 商 , 我 们 求 得 


2P.a(T—T.)+4BP; = EE,. (19.4 ) 


这 是 决定 电场 强度 与 铁 电 体 极 化 强度 之 间 关 系 的 基本 关系 式 包 . 


@ 参见 本 教程 第 五 卷 8144. 以 下 的 叙述 在 很 大 程度 上 是 对 该 节 内 容 的 重复 . 
@ 从 (19.4) 式 得 出 P(E) 表达 式 并 代 人 (19.3) 式 , 我 们 得 到 仅 为 瑟 的 函数 的 热力 
G( 五 ). 我 们 注意 到 , 由 于 条 件 95(P, E)/8P = 0, 无 论 对 于 函数 8B(E) 还 是 对 于 函数 
E) (在 尸 不 变 时 求 微 商 ), 都 有 等 式 D = -4xn68/9E. 
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当 了 > 工时 (在 非 热 释 电 相 中 ) P 与 瓦 : 一 起 趋 于 零 . 极 化 强度 随 着 五。 
的 增长 一 开始 按照 线性 规律 已 = xBs 增加 , 其 极 化 率 
x = i Ti (19.5) 
在 了 一 工时 无 限制 地 增 大 . 与 已 一 起 线性 增长 的 还 有 电感 应 强度 DD 
(1 十 4xx)Bz. 在 相 变 点 附近 x 很 大 , 故 在 同样 的 精确 度 下 , 我 们 有 





(19.6) 


4—B 
T < 工时 ( 热 释 电 相 ), P = 0 的 取 值 一 般 不 可 能 与 稳定 态 对 应 . 在 Bs = 0 
时 我 们 从 (19.4) 式 找 到 热 释 电 相 的 目 发 极 化 强度 ; 


1/3 
在 足够 强 的 电场 下 极 化 强度 按 已 二 (3 的 规律 增长 ， 


(19.7) 


这 个 相 的 介 电极 化 率 可 以 定义 为 一 0 时 导数 dP./d 的 取 值 . 由 (19.4) 我 
们 有 





[2(T — T)a + 12BP” 完 (19.8) 
将 (19.7) 代入 上 式 , 我 们 得 到 
dz 
gp = (19.9) 





注意 这 个 量 仅 为 |T. 一 ee ee 一 半 . 在 足够 弱 的 电 
场 内 极 化 强度 已 = Po 十 xBs, 电感 应 强度 D, = Do 十 eBz, 其 中 站 :0 = 4nPso， 
而 介 电 常量 
元 
E ~ 4NAx = a 7 (19.10) 
图 14 中 绘 出 了 由 方程 (19.4) (T < 时 ) 确定 的 函数 P(E) 的 图 . 首先 
我 们 注意 到 , 用 虚线 标 出 的 cc' 段 曲 线 一 般 不 对 应 于 稳定 状态 ; 事实 上 , 由 写 为 


dP (O05) | 
dE \oP2) 
Ez 


形式 的 等 式 (19.8) 看 出 , 在 dP./dEs < 0 时 也 将 有 626/6P2 < 0, 也 就 是 热力 
学 势 有 极 大 值 而 不 是 极 小 值 点 和 wc 点 的 纵 坐标 由 等 式 元 二 汪汪 
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我 们 得 到 结论 , 条 件 
Pz > (Ze > T')a 


给 出 了 热 释 电 相 内 | 已 | 的 可 能 值 的 下 限 . 


(01) 








图 14 


如 果 研 究 五 。 为 给 定 值 时 的 铁 电 体 状 态 , 则 在 c 点 和 c' 点 的 横 坐 标 之 间 
的 区 域内 , P, 的 可 能 皮 值 仍 为 两 个 , 于 是 就 产生 了 这 两 个 可 能 值 有 什么 物理 
意义 的 问题 . 我 们 将 假设 铁 电 体 为 置 于 电容 器 两 板 之 间 的 均匀 平行 平面 板 ( 铁 
电 轴 垂直 于 板 平 面 ), 电容 器 两 板 由 给 定 的 电势 维持 , 亦 即 产生 具有 给 定 场 强 
互 = 一 : 的 均匀 电场 . 

在 导体 电势 给 定时 , 稳定 性 条 件 要 求 热力 学 势 5 为 极 小 值 . 特别 是 在 
五 =0 时, 存在 只 相差 已, 的 正 负 号 的 两 种 状态 (图 14 曲线 上 的 w 点 和 wo' 点 )， 
但 都 对 应 于 同一 个 86(= 6) 值 . 因此, 这 两 个 状态 的 稳定 性 程度 相同 , 也 就 是 说 ， 
它们 代表 彼此 相互 接触 可 以 同时 存在 的 两 个 “ 相 ”. 

由 此 非常 清楚 , 与 曲线 上 的 ac 段 和 wec' 段 相 对 应 的 状态 不 是 绝对 的 稳定 
态 , 而 只 是 亚 稳 态 . 不 难 直 接 证 明 , 在 相同 的 EB 值 下 , cc 和 wece' 段 上 的 5 值 ， 
实际 上 大 于 a'b' 和 ab 分支 上 相应 的 $ 值 . a 点 和 w' 点 的 纵 坐 标 由 (19.7) 式 得 
出 . 于 是 , 亚 稳 区 域 处 在 以 下 区 间 内 : 

全 < P2 < i 9 

EE = 0 时 存在 两 个 “ 相 ” 极 为 重要 , 因为 这 将 导致 铁 电 体 分 解 为 一 系列 
极 化 方向 不 同 的 单个 区 域 (或 “ 畴 ”) 的 可 能 性 . 在 这 些 区 域 的 分 界面 上 , DD 的 
法 向 分 量 和 五 的 切 向 分 量 应 满足 连续 性 条 件 . 其 中 第 二 个 条 件 恒 满 足 (因为 
一 般 地 讲 瑟 = 0). 从 第 一 个 条 件 得 出 , 畴 的 边界 必须 平行 于 z 轴 . 畴 的 具体 形状 


(19.12) 
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和 大 小 由 物体 的 总 热力 学 势 为 极 小 值 的 条 件 决定 吕 . 

如 果 我 们 不 讨论 这 种 结构 的 细节 ,而 只 研究 物体 内 大 于 畴 的 线 度 的 区 块 ， 
则 可 以 引入 对 这 些 区 块 体积 求 平均 而 得 的 平均 极 化 强度 P. 显然 , 其 分 量 P。 
可 以 取 图 14 中 a 点 纵 坐 标 到 a’ 点 纵 坐 标的 区 间 内 的 一 切 值 , 也 即 是 以 下 区 


间 内 的 一 切 值 : 
(Tc > Ta 一 人 = Te 
a Dp (19.13) 


换 句 话说 , 如 果 在 图 14 上 把 PP 理解 为 按 上 述 意 义 平均 得 到 的 极 化 强度 值 , 则 
畴 结构 的 区 域 对 应 于 紧 直 线段 aa, 而 粗 线 表示 的 曲线 baa'b' 则 对 应 于 物体 经 
历 的 所 有 稳定 态 . 

现在 研究 属于 立方 品系 的 铁 电 体 (在 非 热 释 电 相 内 ) 包 . 立方 对 称 允 许 由 
矢量 PP 的 分 量 组 成 的 两 个 独立 的 四 次 不 变量 , 我 们 选择 其 为 


CP ME 
此 时 在 相 变 点 附近 , 热力 学 势 展开 式 (EB = 0 时 ) 的 形式 为 


$=B0+aT-T)P+P +P)+ 
eA rd OE (19.14) 


其 中 a, B,C 为 常数 , 而 z、y、z 轴 方 向 沿 三 个 四 次 对 称 轴 . (19.14) 式 中 四 次 项 
之 和 必须 绝对 为 正 . 为 此 , 必须 有 


Bead. HLS (19.15) 


没有 外 加 电场 时 (五 = 0), 铁 电 体 的 自发 极 化 强度 取决 于 作为 PP 的 孔 数 
的 6 取 绝 对 极 小 值 的 条 件 . 特别 是 , 因为 (19.14) 式 的 二 次 项 和 第 一 个 四 次 项 
都 与 P 的 方向 无 关 , 因而 自发 极 化 方向 取决 于 PP 的 绝对 值 不 变 时 (19.14) 式 
中 最 后 一 项 取 极 小 值 的 条 件 . 这 时 可 能 有 两 种 情况 . 如 果 C > 0, 则 与 这 一 项 


O 应 强调 指出 , 这 里 指 的 是 完全 的 热力 学 平衡 , 它 可 以 在 铁 电 体内 实现 ,但 事实 上 
任何 时 候 也 不 可 能 在 通常 的 热 释 电 体内 实现 , 因为 前 面 曾 提 到 过 的 改变 极 化 取向 的 困 
难 性 (因此 才 形 成 畴 ), 畴 的 形状 和 大 小 问题 将 在 844 针对 (与 铁 电 体 在 许多 方面 类 似 
的 ) 铁 磁 体 情 况 进行 讨论 .我 们 将 不 会 对 铁 电 体 的 畴 结构 特征 进行 研究 .这 些 特 征 主 要 
是 由 于 铁 电 体 极 化 强度 方向 与 特定 晶体 学 轴 、 与 大 介 电 极 化 率 与 铁 磁 体 的 磁化 率 比 
较 ) 以 及 与 电 致 伸缩 现象 的 较 大 作用 的 刚性 耦合 所 引起 的 . 

@ 此 处 指 的 是 唱 类 到 和 Oh. 立方 品系 的 品类 工 和 TT 也 允许 三 次 不 变量 PoP,P; 
在 这 些 条 件 下 , P=0 的 状态 明显 地 不 能 满足 稳定 性 条 件 (6 取 极 小 ), 因此 不 可 能 发 生 
二 级 相 变 . 唱 类 O (以 及 品类 工 ) 的 对 称 性 允许 对 导 煞 为 线性 的 不 变量 PP.rot P; 这 导致 
非 公 度 结构 的 出 现 (参见 $52). 
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的 极 小 值 对 应 的 PP 的 方向 在 x,y, z 轴 的 任 一 个 轴 上 , 也 即 是 在 立方 体 三 条 楼 
的 任何 一 个 上 . 如 果 C < 0, 则 当 PP 的 方向 沿 立方 体 四 条 空间 对 角 线 的 任何 
一 条 时 , 也 即 是 当 P2 = P? = P2 = P2/3 时 , 这 一 项 达到 极 小 值 . 在 第 一 种 情 
况 下 , 铁 电 体 的 热 释 电 相 为 四 方 对 称 , 而 在 第 二 种 情况 下 为 三 方 对 称 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 更 详细 地 研究 第 一 种 情况 (C > 0), 并 且 取 相 变 点 
以 下 的 自发 极 化 方向 为 z 轴 . 自发 极 化 强度 媚 值 由 表达 式 


—a(T. — T)P?*+ BP 


的 极 小 值 ( 当 EE = 0 时 ) 确定 , 由 此 得 
Q(Te 一 了) 

2B 
为 求 出 极 化 强度 与 电场 五 之 间 的 依赖 关系 , 必须 在 (19.14) 式 中 添加 一 项 
-P.E (从 而 将 6 转换 为 热力 学 势 8), 并 令 导 数 95/6P 等 于 零 . 

对 于 罚 场 , 已, 忆 , Ps 一 局 也 很 小 . 在 方程 中 略 去 二 阶 和 更 高 阶 小 量 项 ， 
并 把 (19.16) 式 中 的 古 : = 局 代入 , 得 到 纵向 极 化 : 
| 





pe (19.16) 





以 及 横向 极 化 : 是 


(以 及 忆 , 的 类 似 表 达 式 ). 在 相 变 点 以 上 , 在 非 热 释 电 相 内 立方 铁 电 体 的 介 电 
极 化 率 在 所 有 方向 上 均 相 同 : 


1 
P= 一 -- 万 . 
殉葬 


现在 扼要 地 讨论 一 下 铁 电 体 的 弹性 性 质 . 

依据 日 喘 所 属 的 品类 的 不 同 , 非 热 释 电 相 可 以 具有 、 也 可 以 不 具有 压 电 
性 吕 . 我 们 首先 考虑 第 一 种 情况 , 并 且 假 定 对 称 性 允许 形变 与 沿 铁 电 轴 (z 轴 ) 
的 极 化 之 间 有 (线性 的 ) 压 电 关系 . 属于 这 种 情况 的 有 品类 D2, Dazu,S4; 在 所 
有 的 三 种 情形 下 , 极 化 PP 均 以 形 如 


(19.19) 


A 0 


Q 具有 压 电 性 的 铁 电 体 的 非 热 释 电 相 属 于 817 节 所 列举 的 10 种 晶 类 中 的 以 下 8 
种 : 
D», Da, D2g, S4, D3, De, C3n, D3n. 
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的 项 的 方式 进入 热力 学 势 的 压 电 部 分 中 . 
而 应 力 张 量 的 分 量 czy 则 以 形 如 


2 
Hryryo ry 


的 项 的 方式 进入 具有 上 述 对 称 性 的 晶体 弹性 能 内 . 因此 , 对 于 相 变 点 附近 的 热 
力学 势 , 我 们 有 (为 了 简洁 采用 标记 yooy = 四 加 
2 


Eb 
$=B0+a(T—T)P + BP — YPory — hoiy 一 已 大 一 a2 (19.20) 


我 们 对 含有 忆 和 oix 的 其 余 分 量 的 项 不 感 兴趣 , 因为 它们 不 会 对 相 变 点 附近 
的 压 电 性 质 带 来 反 勿 . 
令 已 .= 常数 时 的 导数 96/9P, 等 于 零 , 我 们 得 到 方程 
FE; = 2a(T —T.)P, +4BPS — yory. (19.21) 


将 热力 学 势 (19.20) 对 分 量 oix 求 微 商 ( 见 (17.4) 包 ), 我 们 得 应 变 张 量 的 相应 分 


是 
里 


We 5 已 re (19.22) 
当场 五 很 弱 时 , 在 非 热 释 电 相 中 可 以 略 去 (19.21) 式 内 含 户 的 项 , 于 是 


Eb, = 2a(T 一 J YOxy: 


将 由 上 式 得 出 的 已 代入 (19.22) 式 , 我 们 得 到 


而， -2 
0 十 gp 
i 4 Ta = py ! 


这 个 公式 中 oz 的 系数 起 着 场 强 EB 保持 不 变 时 形变 弹性 模 量 的 作用 , 如 同 
(19.22) 式 中 多 是 极 化 强度 P 不 变 时 的 形变 弹性 模 量 一 样 . 因此 可 写 为 
(CE) Ph 
2 4a(T — 7.) 
式 中 六 的 上 角 标 指出 形变 的 特征 . 我 们 看 到 , 这 两 个 系数 的 表现 非常 不 同 , 1(?) 
是 有 限 常量 , 而 模 量 (3) 在 接近 相 变 点 时 将 无 限 地 增长 @. 
@ 因为 展开 的 其 他 特征 , 这 里 的 yi,kt 和 jwirim 的 定义 与 817 引入 的 用 同样 字母 标 
记 的 张 量 不 相同 , 但 它们 的 对 称 性 当然 是 一 样 的 . 
@ 关于 对 张 量 的 分 量 求 微 商 , 参见 817 习题 1 的 第 一 个 脚注 . 
四 决定 电感 应 强度 Ds 不 变 时 的 形变 的 模 量 yD) 二 + 二 也 是 常量 


(19.23) 
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在 热 释 电 相 内 ，(19.22) 式 表明 自发 极 化 导致 物体 产生 确定 的 形变 . 当 内 
应 力 不 存在 日 ==0 时 ,形变 wzy 与 Po 成 正比 , 也 即 是 按 Vi. 一 T 随 温度 变 
1 
如 果 铁 电 体 非 热 释 电 相 的 对 称 性 (例如 立方 对 称 ) 不 允许 线性 压 电 效 应 ， 
则 热力 学 势 按 oix 和 展开 为 军 级 数 的 不 为 零 的 头 几 项 是 P 的 分 量 的 平方 
项 , 评 即 其 形式 为 
= (19.24) 


式 中 kim 是 对 两 对 下 角 标 i,k 和 1,m 对 称 的 四 秩 张 量 , 在 这 种 情况 下 , 热 释 
电 相 内 由 于 自发 极 化 而 引起 的 形变 为 而 的 平方 效应 , 与 此 相应 , 按 到 一 开 随 
温度 变化 . 

对 于 在 热力 学 势 中 使 用 (19.24) 式 的 合理 性 , 有 人 可 能 会 产生 怀疑 , 因为 
在 817 中 曾经 指出 , 只 有 在 略 去 平方 效应 的 条 件 下 才能 使 用 它 . 然而 , 在 这 种 
意义 上 , 铁 电 体 恰好 是 个 例外 . 这 是 因为 , 在 相 变 点 附近 , 作为 介 电 极 化 率 无 
限 增加 的 后 果 , 电场 强度 五 比 极 化 强度 P (或 者 电感 应 强度 万) 小 得 多 . 引 
进 热力 学 势 与 略 去 数量 级 为 BDuin (或 者 同样 的 BEDoiy) 的 量 有 关 , 而 表达 式 
(19.24) 的 量 级 是 D?oix. 


820 非 本 征 铁 电 体 


前 一 市 用 述 的 铁 电 体 理论 的 基础 是 把 晶体 极 化 矢量 与 决定 相 变 时 品 体 对 
称 性 变化 的 序 参量 作为 同一 个 量 . 但 并 不 总 是 可 以 作 这 样 的 假设 ; 可 以 证 明 ， 
目 发 极 化 发 生 本 号 并 不 完全 决定 晶体 结构 改变 的 特征 . 

我 们 要 记 住 (参见 本 教程 第 五 卷 8145), 二 级 相 变 中 的 序 参 量 是 按照 初始 
相 (对 称 相 ) 对 称 性 的 某 一 不 可 约 表示 ( 非 单位 表示 ) 变换 的 一 个 量 或 一 组 量 . 
正 是 序 参 量 的 变换 性 质 决 定 相 变 时 对 称 性 变化 ( 减 小 ) 的 特征 . 它 的 具体 物理 
意义 并 不 重要 ; 可 以 选择 不 同 的 物理 量 作 为 序 参量 , 只 要 它们 相互 为 线性 关系 ， 
因而 变换 性 质 是 同样 的 . 

选择 矢量 P 作为 序 参量 , 相当 于 预先 假定 序 参 量 按照 ( 极 ) 矢量 分 量 对 应 
的 表示 变换 . 如 果 相 变 的 发 生 不 改变 品格 元 胞 (更 确切 地 说 , 只 使 其 变形 ), 则 
所 涉及 的 不 可 约 表 示 是 对 称 点 群 即 品类 的 不 可 约 表 示 . 在 双 轴 品类 中 (813)， 
矢量 的 每 一 分 量 按 一 维 表示 中 的 一 个 表示 变换 , 对 于 沿 单 轴 晶体 对 称 主轴 (3 
次 、4 次 或 6 次 轴 ) 的 矢量 分 量 也 是 这 样 . 对 于 所 有 这 些 表示 , 矢量 P 的 相应 
分 量 可 以 作为 序 参量 , 而 且 以 热力 学 势 为 基础 的 理论 (19.1) 式 对 它们 适用 . 处 
在 垂 百 于 单 轴 品 体 对 称 主轴 的 平面 内 的 书 分 量 按 二 维 不 可 约 表示 变换 , 因此 
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可 以 用 作 这 种 表示 的 序 参量 . 最 后 , 在 立方 对 称 晶体 内 矢量 的 三 个 分 量 按照 一 
个 三 维 表示 变换 ; 以 热力 学 势 为 基础 的 铁 电 体 理论 (19.14) 式 适用 于 这 种 情况 ， 

但 也 存在 这 样 的 铁 电 体 相 变 , 其 中 序 参量 按 “ 对 称 ” 相 的 不 可 约 表示 变换 ， 
但 这 种 不 可 约 表示 并 不 对 应 于 矢量 的 分 量 . 在 这 种 情况 下 序 参 量 不 是 极 化 矢 
量 , 而 是 具有 其 他 物理 特性 的 量 ; 自发 极 化 在 已 知 意义 上 讲 是 二 次 效应 (当然 
假设 了 非 对 称 相 的 对 称 性 允许 热 释 电 性 存在 ) 这 类 铁 电 体 称 为 非 本 征 铁 电 
体 ; 它们 的 介 电 反常 特征 与 通常 的 铁 电 体 有 重大 差别 @. 这 里 包括 所 有 改变 晶 
格 元 胞 亦 即 改 变 晶 格 平移 对 称 性 (相应 的 不 可 约 表示 明显 地 不 可 能 由 相对 平 
移 不 变 的 矢量 实现 ) 的 铁 电 相 变 @. 不 过 它们 也 可 能 是 不 改变 平移 对 称 性 的 相 
变 ( 序 参量 按 不 对 应 于 矢量 分 量 的 点 群 的 不 可 约 表示 变换 ) 

在 通常 的 铁 电 相 变 中 , 当 对 称 性 完全 由 极 化 矢量 决定 时 , 相 变 是 朝向 初始 
( 非 热 释 电 ) 相 空 间 群 的 (从 允许 热 释 电 相 数目 的 角度 看 ) 最 高 子 群 进行 的 . 在 
非 本 征 铁 电 体 相 变 中 , 热 释 电 相 属于 具有 更 低 对 称 性 的 子 群 

与 按 空间 群 的 不 同 不 可 约 表示 变换 的 量 的 变换 性 质 相对 应 , 非 本 征 铁 电 
体 的 具体 热力 学 性 质 可 以 是 多 种 多 样 的 . 此 处 我 们 来 研究 一 个 形式 性 的 例子 
(仍然 在 朗 道 相 变 理论 的 框架 内 ), 目的 在 于 阐明 某 些 重要 的 基本 观点 . 

考虑 Cs )， 晶 类 的 非 热 释 电 晶体 转变 为 允许 自发 极 化 的 C; 晶 类 晶体 的 
(不 改变 晶 格 元 胞 的 ) 相 变 , 而 且 序 参量 具有 两 分 量 (m1,mp) 并 按照 C3 h 群 的 K 
可 约 表示 为 变换 ; 极 化 矢量 的 分 量 已 ,已 (处 在 冬青 于 Cs 轴 的 平面 内 ) 按 表 
示 已 变换 

在 相 变 点 附近 , 热力 学 势 $ 应 当 展开 为 序 参 量 ,mp 和 极 化 矢量 分 量 
已, 忆 的 震级 数 . 此 时 为 了 产生 铁 电 性 , 要 求 存在 由 这 些 量 构成 旦 对 矢量 已 是 
线性 的 混合 不 变量 . 在 现在 情况 下 有 两 个 这 样 的 不 变量 : 乘积 (hn +im)?(P + 

已 ) 的 实 部 和 虚 部 者 果 我 们 得 到 形 为 


$B0+aT- T+ Br +xP? + Om[P(y 7) — 2P,yy2] + 
E? 


Com [Py — 7%) +2Pmy) 一 五 . Es (20.1) 


的 展开 式 (六 = 史 十 吧 ,WY = /pi 矢量 了, PP 都 在 zy 平面 内 ). 
序 参量 和 极 化 强度 均 由 6B 取 极 小 (E = 常数 ) 的 条 件 确定 . 我 们 这 里 只 
出 那些 不 必 实 际 进行 相应 计算 即 已 显然 的 具有 特征 性 的 结果 . 和 所 有 二 级 
相 变 (在 朗 道 理论 中 ) 一 样 , 非 对 称 相 内 的 序 参 量 与 (T. 一 7)!2 成 正比 . 极 化 
强度 是 7 的 二 次 方 效应 , 因而 与 (区 一 T) 成 正比 . 介 电 极 化 率 不 像 通常 的 铁 电 


@ 这 种 铁 电 体 存 在 的 可 能 性 是 由 B. 工 . 因 登 鲍 姆 指出 的 (1960 年 ). 
@ 所 有 已 知 的 非 本 征 铁 电 体 事实 上 都 是 如 此 . 
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体 那样 当 了 一 到 时 趋 于 无 穷 大 , 因此 它 现在 不 由 趋 于 零 的 区 的 系数 决定 . 但 
是 它 在 相 变 点 上 经 受 一 个 有 限 突变 . 这 是 因为 , 在 对 称 相 内 序 参量 m = 0, 故 不 
受 电场 五 的 作用 发 生变 化 , 而 在 非 对 称 相 内 则 发 生变 化 , 从 而 对 介 电 极 化 率 
做 出 了 附加 贡献 . 

注意 到 非 本 征 铁 电 体 相 变 只 在 序 参 量 为 多 分 量 时 才 会 发 生 . 实际 上 , 7 为 
单一 分 量 时 对 PP 是 线性 的 可 能 混合 不 变量 只 有 nm, 此 处 P 是 矢量 P 的 分 
量 之 一 (因为 对 一 维 表 示 平 方 所 本 身 是 不 变量 ). 但 这 表明 wm 和 已 的 变换 性 
质 相 同 , 因此 P. 本 喘 亦 可 选 作为 序 参量 . 


前 面 已 讨论 了 静电 荷 所 产生 的 电场 , 现在 我 们 来 研究 导体 内 电荷 的 稳定 
运动 (恒定 电流 ). 

我 们 用 7 表示 平均 电荷 通 量 密度 , 称 它 为 电流 密度 上. 在 恒定 电流 内 ,了 
的 空间 分 布 与 时 间 无 关 , 而 且 尊 从 以 下 方程 : 


div 了 = 0， (SL) 


这 个 表达 式 表明 , 包含 在 导体 任何 一 部 分 体积 内 的 总 平均 电荷 不 变 . 
人 恒定 电流 流 过 的 导体 内 的 电场 也 是 恒定 的 , 因此 满足 方程 


rotE=0, C212) 


也 即 是 它 具 有 电势 . 
除了 (21.1) 和 (21.2) 式 以 外 , 还 应 该 加 上 一 个 联系 物理 量 7 和 五 的 方程 . 
这 种 关系 与 导体 的 性 质 有 关 . 在 大 多 数 情 况 下 , 可 以 假定 它 是 线性 关系 (欧姆 
定律 ). 
如 果 导 体 是 均匀 和 各 问 同 性 的 , 则 这 种 线性 依赖 关系 归结 为 简单 的 比例 
7 三 0 五 . (21:3) 


在 这 一 章 内 , 我 们 不 讨论 电流 所 产生 的 磁场 , 因而 也 不 考虑 磁场 对 电流 的 反 作 
用 . 要 考虑 这 种 影响 , 必须 使 电流 密度 的 定义 精确 化 ,这 将 在 830 内 进行 . 
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系数 o 依赖 于 导体 的 性 质 和 状态 , 称 为 电导 系数 , 或 简称 为 导体 的 电导 率 
在 均匀 导体 内 o = 常数 ; 把 (21.3) 式 代 入 (21.1) 式 , 得 到 div 瑟 = 0. 因此 
在 这 种 情况 下 电场 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 Ap = 0 
在 两 种 导电 介质 的 分 界面 上 , 电流 密度 的 法 向 分 量 显然 必须 连续 . 此 外 
按照 电场 强度 的 切 向 分 量 为 连续 的 普遍 条 件 (由 rot 瑟 =0 得 出 , 试 比较 (1.7) 
和 (6.9) 式 ), 比值 j/o 也 应 为 连续 的 . 于 是 , 电流 密度 的 边界 条 件 为 


Jm1 = jn2, ji/ = Jt2/02 《天河 
或 者 电场 强度 的 边界 条 件 为 
oFni = 02En2, Eu = Et2. (21.5) 


在 导体 和 非 导 电介质 的 分 界面 上 , 简单 地 有 训 =0 或 B= 0%. 

维持 电流 的 电场 对 在 导体 内 迁移 的 带电 粒子 ( 载 流 子 ) 做 机 械 功 , 1 s 时 
间 内 在 单位 体积 中 所 做 的 功 , 显然 等 于 7 了 .五 的 乘积 . 这 个 功 在 导体 的 物质 内 
转变 成 热 而 耗 散 把. 因此 , 在 均匀 导体 的 单位 体积 中 ,在 1s 时间 内 所 放出 的 热 
量 等 于 

dg /eg (21.6) 

( 即 焦耳 一 椤 次 定律 ). 

热 的 释放 导致 导体 的 炉 增 加 . 奉 体 积 元 dV 放出 热量 dQ = 了 .五 dV, 该 体 


只 元 的 炉 增 加 5 因此 , 物体 总 灶 的 变化 率 等 于 


区 
dy 五 
= | ov (21.7) 
根据 炉 增加 定律 , 这 个 导数 必须 为 正和 值 . 把 7 = oF 代入 上 式 , 我 们 看 到 ， 
从 这 个 要 求 可 以 得 出 电导 率 o 为 正 值 的 结论 . 
在 各 问 异 性 物体 ( 单 品 体 ) 内 , 矢量 7 和 万 的 方 同 一 般 说 来 并 不 相同 . 它 
们 之 间 的 线性 关系 可 用 下 式 表示 为 


站 一 GRE RE; (21.8) 


式 中 量 oix 构成 二 秩 对 称 张 量 (电导 率 张 量 , 详细 解释 见 后 ). 


@ 我 们 注意 到 ,方程 rot 巨 =0,div(oE) =0 以 及 它们 的 边界 条 件 (21.5) 显示 出 和 电 
介质 内 的 静电 场 方程 在 形式 上 的 相似 , 所 不 同 的 只 是 用 ec 代替 了 e. 这 一 情况 允许 通 
过 直接 解 类 似 的 静电 学 问题 求 出 无 限 导 电介质 内 电流 分 布 问题 的 解 . 但 当 有 导体 与 非 
导电 介质 的 分 界面 存在 时 , 这 种 相似 无 法 达到 以 上 目的 , 因为 在 静电 学 中 没有 es =0 的 


介质 . 
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这 里 必须 作 以 下 说 明 . 晶体 的 对 称 性 本 来 允许 在 j 和 瑟 的 线性 关系 中 存 
在 一 个 自由 项 , 也 即 是 有 以 下 形式 的 表达 式 


ji = Oik Pk + 
其 中 矢量 j(% 为 常 矢量 . 这 一 项 的 存在 表明 导体 具有 热 释 电 性 质 , 即 没 有 电 
流 (7 = 0) 通过 时 导体 内 存在 不 为 零 的 电场 . 但 实际 上 由 于 篇 增 加 定律 , 这 是 
不 可 能 的 : 因为 在 (21.7) 式 右 端的 被 积 困 数 内 , 7(%) :五 项 显然 可 以 取 正 负 两 
种 符号 , 结果 d.9 /dt 不 可 能 确实 为 正 值 . 

如 同 在 各 向 同性 介质 中 从 d.Y/dt > 0 的 条 件 可 得 到 c 为 正 值 一 样 , 相似 
地 , 在 各 癌 异 性 物体 内 从 这 个 条 件 也 可 以 得 到 张 量 oik 的 主 值 为 正 值 . 

张 量 独立 分 量 的 数目 对 晶体 对 称 性 的 依赖 关系 , 对 所 有 二 秩 对 称 张 量 是 
完全 一 样 的 (参阅 813): 在 双 轴 品 体 中 , 三 个 主 值 各 不 相同 , 在 单 轴 品 体内 , 两 
个 主 值 相 同 , 而 在 立方 晶体 内 , 三 个 主 值 全 同 , 也 即 是 立方 晶体 的 导电 性 质 和 
各 问 同 性 物体 一 样 . 

导电 率 张 量 的 对 称 性 





Oa (21.9) 


是 从 动 理学 系数 对 称 性 原理 得 出 的 结果 . 这 个 普遍 原理 是 由 工 . 郧 陕 格 提出 的 ， 
为 了 便于 本 节 和 下 面 各 节 (826 一 828) 应 用 , 特 表述 如 下 ( 试 与 本 教程 第 五 卷 





8120 比较 ). 
设 zi1,7z2,… 是 表征 物体 每 一 点 状态 的 量 . 除 此 之 外 , 我 们 引入 量 
99 
Xe = (21.10) 


式 中 5 为 物体 单位 体积 的 炉 , 取 导 数 时 假设 该 体积 内 的 能 量 恒定 . 在 接近 平 
衡 的 状态 下 , 量 zx。 接近 其 平衡 状态 的 值 , 而 X。 则 很 小 . 这 时 物体 内 发 生 趋 向 
于 使 物体 回 到 平衡 状态 的 过 程 . 量 ze 在 这 些 过 程 中 的 变化 率 , 通常 可 以 这 样 
来 推断 : 即 在 物体 内 每 一 点 处 , 它们 只 是 这 些 点 处 的 量 zo (或 Xo) 的 函数 . 把 
这 些 图 煞 展 开 成 Xo。 的 震级 数 , 并 限于 取 展 开 式 内 的 线性 项 , 我 们 得 到 以 下 形 
式 的 关系 式 : 本 
a 
ry 2 bXb (21.11) 


此 时 可 以 断言 , 系数 yao ( 称 为 动 理 学 系数 ) 对 下 角 标 a 各 是 对 称 的 由: 


Yab 一 ba. (21:12) 
Q@ 不 言 而 喻 , 量 zo。 和 xz。 对 时 间 变 号 的 行为 是 一 样 的 . 
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为 了 实际 应 用 这 一 原理 , 必须 用 某 种 方法 选 定 量 za (或 直接 选 定 它们 的 
导数 zo), 然后 求 出 相应 的 Xo. 利用 物体 总 炉 的 随时 间 变 化 率 公 式 


d.% 5 Oxo 
dt / Ot (21 13) 


( 式 中 积分 对 物体 全 部 体积 进行 ), 通常 可 以 很 简单 地 解决 这 一 问题 . 

在 导体 内 有 电流 流 过 的 情况 下 , 我 们 得 到 的 这 个 变化 率 公 式 为 (21.7) 式 . 
把 这 个 表达 式 和 (21.13) 式 比 较 , 我 们 看 到 , 如 果 取 电流 密度 矢量 7 的 分 量 作 
为 za 量 , 则 相应 量 Xe。 为 矢量 -五 /了 的 分 量 . 比较 (21.8) 和 (21.11) 式 后 表明 ， 
这 时 动 理学 系数 就 是 电导 率 张 量 的 分 量 乘 以 7, 于 是 , 这 一 张 量 的 对 称 性 可 从 
普遍 关系 式 (21.12) 直接 得 出 . 

避 区 

1. 电势 保持 为 pa 的 电极 系统 浸入 导电 介质 内 ,每 一 电极 通过 电流 Jo, 试 
求 18 时 间 内 介质 中 所 放出 的 总 焦耳 热 . 

解 : 所 求 的 焦耳 热 Q 由 以 下 积分 得 出 


Q= i- Bav=- [jvoav =— | avidy 


式 中 积分 对 介质 整个 体积 进行 . 把 这 个 积分 变换 成 面积 分 , 并 考虑 到 在 介质 外 
边界 上 , 入 = 0, 而 在 电极 的 表面 , wp = 常数 三 wa. 结果 我 们 得 到 


Q = 》 oo 


2. 设 有 电流 J 从 导电 球 的 一 极 流入 , 从 相对 的 另 一 极 流出 , 试 确定 导电 
球 内 的 电势 分 布 . 
解 : 在 极点 O 〇 和 0O' 附近 (图 15), 电势 分 别 应 为 


yi 
”2xoRi 2noR» 


式 中 Ri, Ro 是 由 观察 点 PP 至 两 极点 的 距离 . 这 些 函 数 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 对 
包围 O 和 0' 点 的 无 限 小 半球 作 积 分 , 积分 -0 | ve-af 等 于 土 ] 我 们 要 导 
求 的 球 内 任意 点 书 处 电势 的 形式 为 

o=- 天 上 二 - 遍 + 寻 
其 中 是 在 球 内 和 球面 上 均 没 有 极点 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 从 对 称 性 看 出 , 峭 
(和 一样 ) 只 是 球面 坐标 + 和 90 的 函数 . 


Pp J 
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O 


人/ 
图 15 


在 球面 上 (r = oj, 必须 有 Op/8r = 0. 取 微 商 后 , 由 此 求 得 功 的 边界 条 件 
。 net 
Or R11: Ro/ 
如 果 fr 人) 是 拉 善 拉 斯 方程 的 某 一 个 解 , 则 函数 rj(r,b)dr 也 是 它 的 一 
个 解 巴 . 与 上 述 边 界 条 件 比 较 , 容易 得 出 , 满足 它 的 解 为 
ES 
代入 R12 = (2 十 7? 干 2arcos90)1/2, 并 进行 积分 后 , 最 终 我 们 得 到 


J 1 1 ee TCOSO er Q—rcos0 
we Ri “ee sing Tsing 


(p 是 按 r=0 时 w=0 计 算 的 ). 
3. 试 证 明 导 电介质 内 的 电流 分 布 对 应 于 能 量 的 极 小 耗 散 . 


pe 下 


:2 
Bay = | Sav 的 极 小 值 . 将 积分 


7 


无论 利用 直接 验算 , 或 者 根据 下 列 情况 , 即 拉 普 拉 斯 方程 的 任何 只 与 变数 r+ 和 0 
有 关 的 解 f(r,9) 都 可 表示 为 以 下 形式 : 


证 一 3 Pn (cos 0), 
其 中 cn 为 常数 , 而 P。 为 勒 让 德 多 项 式 都 可 以 很 容易 地 证 明 这 
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(2op 是 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 ) 对 了 取 变 分 并 令 变 分 等 于 零 . 我 们 得 到 方程 了 = 
一 IOVO, 或 者 
rot 志 = 0 
CO 


这 两 个 表达 式 分 别 与 (21.2) 和 (21.3) 式 相 同 . 
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如 果 导 体 在 外 磁场 五 内 , 则 电流 密度 和 电场 强度 之 间 的 关系 , 和 前 面 一 
样 , 由 以 下 关系 式 给 出 : 


ye 


但 是 电导 率 张 量 oik 的 分 量 是 五 的 函数 , 而 且 尤 其 重要 的 是 , 它 对 下 角 标 i 和 
k 已 不 再 对 称 . 在 821 中 , 我 们 曾 从 动 理 学 系数 的 对 称 性 原理 出 发 , 证 明了 这 
个 张 量 的 对 称 性 质 . 但 是 大 家 知道 , 在 磁场 内 这 个 原理 的 表述 形式 稍 有 改变 : 
当 动 理学 系数 的 下 角 标 交换 位 置 时 , 磁场 方向 也 必须 改变 为 反方 向 (参见 本 教 
程 第 五 卷 8120). 因此 , 对 于 张 量 cix( 妃 ) 的 分 量 , 我 们 现在 得 到 关系 式 是 


on(H)= oui( -五 )， (22.1) 


量 oik( 吾 ) 和 oui( 瑟 ) 绝 不 相等 . 
和 一 般 的 二 秩 张 量 一 样 , 张 量 oj 也 可 以 分 成 对 称 和 反对 称 的 两 部 分 , 我 
们 分 别 将 它们 标记 为 sk 和 aix: 


Oik = Sik + Qik. (22.2) 


按照 定义 ， 
sig( H) = sri(H), air( H)= ~axri( H), (22.3) 


但 从 (22.1) 得 出 
six( H) = sri(—H)= sip(—H), 
aik( H)= ari(—H) = ~—air(—H). 
由 此 可 见 , 张 量 six 的 分 量 是 磁场 的 侦 函 数 , 而 张 量 aik 的 分 量 则 是 磁场 的 奇 
大 家 知道 , 任何 二 秩 的 反对 称 张 量 ai 等 价 于 (对 偶 于 ) 某 一 轴 矢 量 , 它 的 
分 量 与 这 个 轴 矢 量 的 关系 式 为 


(22.4) 


Qry 一 Qz, QQrz 一 一 CQy) Qyz 一 Cr (22:5) 
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利用 这 个 矢量 , 可 以 把 乘积 gj Bx 的 分 量 写成 矢量 积 EB x a 的 分 量 : 
Ji 三 GOikEE = SigErxrt (Ex a). (22.6) 


电流 流 过 时 所 放出 的 焦耳 热 由 标量 积 了 .五 得 出 .由 于 矢量 五 xa 和 五 相 
互 正 交 , 因而 它们 的 乘积 恒 为 零 , 于 是 


了 :EE = sir bibr, (22.7) 


也 即 是 焦耳 热 只 由 导电 率 张 量 的 对 称 部 分 决定 ( 场 强 EB 给 定时 ). 

如 果 磁 场 足 够 弱 , 可 以 把 电导 率 张 量 的 分 量 展开 为 五 的 需 级 数 . 由 于 矣 
数 a( 五 ) 是 奇 函数 , 因此 在 这 个 矢量 的 展开 式 内 只 包含 奇 次 医 的 项 . 展开 式 的 
首 项 是 磁场 的 线性 项 , 具有 以 下 形式 : 


Ci 一 Qik Hrk. (22.8) 


矢量 a 和 五 都 是 轴 矢 量 ; 因此 常数 aik 构成 一 个 通常 的 ( 极 ) 张 量 . 但 在 偶 函 
数 si ( 吾 ) 的 展开 式 内 , 只 包含 偶 次 宕 的 项 . 展开 式 的 首 项 是 磁场 不 存在 时 的 
电导 率 o(0), 而 第 一 修正 项 是 场 的 二 次 项 : 


B= | Bi Bi. (22.9) 


张 量 Birwm 无 论 对 下 角 标 i,k 还 是 下 角 标 1,m 都 是 对 称 的 . 

因此 , 磁场 的 基本 效应 归结 为 与 磁场 成 线性 的 项 五 xa ( 称 为 堆 尔 效应 ) . 
如 我 们 看 到 的 , 这 一 效应 是 在 与 电场 垂 二 的 方 各 上 产生 电流 , 而 电流 的 数值 与 
磁场 强度 成 正比 . 但 是 应 该 注意 的 是 , 在 任意 的 各 向 异性 介质 的 普遍 情况 下 ， 
霍 尔 电流 并 不 是 唯一 与 五 垂直 的 电流 , 非 霍 尔 电流 six Br 也 可 能 有 治 此 方 回 
的 分 量 . 

稚 尔 电流 还 有 为 一 个 侧面 , 这 是 从 用 电流 密度 表示 电场 五 的 逆 公 式 


显示 出 来 的 . 道 张 量 cr 和 张 量 oix 一 样 , 可 以 分 为 对 称 部 分 (我 们 用 pix 表 
示 ) 和 反对 称 部 分 , 后 者 与 某 一 轴 矢 量 b 对 仿 : 


bi = pirjk + (7 x b)i. (22.10) 


张 量 pi 和 矢量 5b 的 性 质 分 别 与 si 和 a 的 相同 . 特别 是 在 弱 场 的 情况 
下 , 矢量 b 对 磁场 而 言 是 线性 的 . 在 (22.10) 式 内 , 霍 尔 效应 由 7 xb 项 表示 , 也 
即 是 产生 和 电流 垂直 的 电场 , 其 数值 与 磁场 (和 电流 7) 成 正比 . 





. 120 . 第 三 章 恒定 电流 


如 果 导 体 是 各 向 同性 的 , 则 上 面 得 到 的 全 部 关系 式 可 以 大 大 地 简化 . 在 

这 pa dt a 矢量 b (或 a) ee 须 平 行 

方向 我 们 用 ， pi 和 pj > 六 两 个 分 量 并 选择 zz 于 是 

得 到 

bE. 一 gs do 一 一 0D77， bE, 二 = PIIJz- (22.11) 

由 此 看 出 , 在 各 回 同 性 导体 内 , 霍 尔 电场 是 唯一 的 同时 垂直 于 电流 和 磁场 的 电 
场 . 

在 弱 人 磁场 内 , 矢量 和 互 的 关系 (在 各 向 同性 导体 内 ) 直接 由 下 式 给 出 : 


b=—RH. (证 
常数 有 R 称 为 霍 尔 常数 , 既 可 以 为 正 值 , 也 可 以 为 负 和 值 . 对 于 五 和 7 的 关系 式 内 
五 的 二 次 项 (通过 张 量 poik 进入 关系 式 ) 的 形式 , 可 以 从 7 和 五 组 成 的 (对 了 
为 线性 的 和 对 五 为 二 次 的 ) 仅 有 的 舌 量 是 五 (7 :五 ) 和 IH? 明显 地 看 出 . 因此 
在 各 向 同性 导体 内 , 计 及 五 的 二 次 项 的 EE 和 j 的 普遍 关系 式 为 


E=pVj+RHxI+HBIH 十 五 (五 .了 (22.13) 
习 题 


试用 sik 和 a 的 分 量 表示 逆 张 量 oz 的 分 量 . 

解 : 最 简单 的 是 选择 坐标 系 Z, yW 2z 进行 计算 ,其 中 坐标 轴 为 张 量 si 的 主 
轴 , 然后 根据 所 得 到 的 表达 式 , 很 容易 得 到 它们 在 任意 坐标 系 内 的 首 遍 形式 . 
张 量 的 行列 式 为 


Io| = td 0 
II| 一 | 一 Qz Syy 全 VUSzz ZZCQz yy dy ZZ DBD 
Qy 一 Cr zz 





[Gl 
各 造 这 个 行列 式 的 子 行列 式 , 我 们 求 得 北 张 量 的 分 量 为 


Syyszz + ar  ，- 


1 CQzwy QzSzz 
9 O 一 pry 十 b> = 


Orz 二 zz = 
| | 


转换 到 我 们 所 选择 的 特殊 坐标 系 会 给 出 上 述 这 些 结 果 的 普遍 表达 式 为 
1 
Pik 一 Gl {sin | Qiak}, bi 二 区 


由 此 所 提出 的 问题 得 解 . 
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823 接触 电势 差 


为 了 把 导体 中 的 带电 粒子 通过 导体 表面 移出 导体 , 必须 对 它 做 一 定 的 功 . 
如 果 珊 电 粒 子 是 以 热力 学 可 逆 方 式 被 移出 的 , 则 对 粒子 所 做 的 功 称 为 逸 出 功 . 
这 个 量 总 是 正 值 , 从 点 电荷 被 吸引 向 一 切中 性 物体 , 其 中 也 包括 导体 , 可 以 直 
接 得 出 这 一 点 (参见 814). 我 们 把 这 个 功 表 示 为 eW (e 为 粒子 的 电 答 ). 这 样 定 
出 的 逸 出 势 W 的 正 负 号 和 被 移出 的 粒子 的 电 答 的 正 负 号 相同 . 

逸 出 功 既 依赖 于 导体 的 种 类 (及 其 热力 学 状态 一 一 温度 、 密 度 ), 也 依赖 
于 融 电 粒子 的 种 类 . 例如 , 在 同一 种 金属 内 , 传导 电子 或 离子 从 金属 表面 逸 出 
时 逸 出 功 各 不 相同 . 还 必须 强调 指出 , 逸 出 功 是 表征 导体 表面 特性 的 一 个 量 . 
因此 , 逸 出 功 例如 也 与 表面 加 工 方式 和 污染 程度 等 因素 有 关 . 如 果 导 体 是 单 品 
体 , 则 在 不 同 面 上 逸 出 功 也 不 相同 . 

为 了 阐明 逸 出 功 依赖 于 导体 表面 特性 的 物理 性 质 , 我 们 来 建立 逸 出 功 与 
物质 表面 层 的 电 绪 构 的 关系 . 把 p(x) 理解 为 未 对 x 轴 方 向 的 物理 无 限 小 长 度 
元 取 平 均值 的 电荷 密度 (x 轴 垂 直 于 层面 ), 我 们 写 出 表面 层 中 的 沾 松 方程 为 

2 
5 = 一 4r0. 
设 导 体 的 区 域 相应 于 z < 0. 积分 一 次 后 , 我 们 得 到 


5 = -rf pdz, 


然后 再 进行 分 部 积分 : 


p—p(—00)= —4nz7 pdz 十 ar | 20dz: 
当 z 一 co 时 , 积分 | ”pds 迅速 趋向 于 零 (由 于 未 带电 导体 表面 是 电 中 性 的 ) 
因此 ， 
十 oo 
+oo) — p(—00) = an | Dd 


等 式 右边 的 积分 代表 分 布 于 导体 表面 附近 的 电 符 的 偶 极 矩 . 这 种 分 布 具 有 “ 双 
层 ” 的 特征 , 其 中 正 负 号 相反 的 电荷 分 开 , 使 电 谷 系 的 偶 极 矩 不 为 零 . 当然 , 双 
层 结 构 与 表面 的 性 质 ( 它 的 晶体 学 方向 、 污染 程 度 等 ) 有 关 . 给 定 导 体 不 同 表 
面 上 的 逸 出 势 之 差 , 决定 于 它们 的 偶 极 矩 之 差 . 

如 果 使 两 种 不 同 的 导体 互相 接触 , 则 它们 之 间 可 以 发 生 带 电 粒 子 的 交换 . 
这 时 电 和 谷 将 从 逸 出 功 小 的 导体 转移 到 逸 出 功 大 的 导体 上 , 一 直到 两 导体 之 间 
建立 了 电势 差 阻止 电荷 的 转移 为 止 , 这 种 电势 差 称 为 接触 电势 差 . 
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图 16 所 示 是 两 种 互相 接触 的 导体 (a 和 6) 在 其 自由 表面 4O 和 0O0B 附近 的 
横 剖 面 图 . 两 表面 上 的 电势 分 别 用 pa。 和 yo 表示 ; 接触 电势 差 为 pub = po 一 pa 
接触 电势 差 和 递 出 功 之 间 的 定量 关系 由 热力 学 平衡 条 件 确定 . 假设 把 一 个 电 
集 为 e 的 粒子 从 导体 a 内 通过 表面 AO 取出 , 然后 又 把 它 移 到 表面 0B 上 , 最 
后 放 到 导体 b 内 , 我 们 来 研究 这 时 对 该 粒子 所 做 的 功 ; 在 热力 学 平衡 状态 下 ， 
这 个 功 应 等 于 零 巴 . 在 上 面 所 指出 的 三 个 步骤 中 , 对 粒子 所 做 的 功 分 别 等 于 
ee(2 一 oo) 和 一 eWo. 令 它们 的 总 和 等 于 零 , 我 们 得 到 所 求 的 关系 式 为 


(Pab 一 Wb = W. (23.1) 


由 此 可 见 , 两 互相 接触 导体 的 相 邻 两 自由 面 间 的 接触 电势 差 , 等 于 它们 的 逸 出 
电势 差 . 


es 
ww sy 
VR 


全 


NK ， 
4 


图 16 


接触 电势 差 的 存在 导致 导体 之 外 的 空间 内 出 现 电 场 . 求 出 接触 处 附近 的 
电场 值 并 不 困难 . 在 接触 线 附近 的 小 区 域内 (图 16 内 的 0O 点 ), 可 以 把 两 个 导 
体 的 相交 面 看 作 平 面 . 于 是 导体 外 的 场 势 满足 方程 : 

9 1 Op 
0 (r 蜂 ) Pp 
(7, 9 为 极 坐 标 , 其 原点 在 O 点 ), 而 在 40O 和 0B 面 上 , 场 势 必须 取 给 定 的 恒 
定 值 . 这 时 我 们 感 兴趣 的 解 是 包括 7 的 最 低 寡 次 的 解 , 它 代表 场 势 展开 成 小 距 
离 了 的 寡 级 数 内 的 主要 项 . 这 种 解 为 p = const x 0. 9 角 从 AO 边 算 起 , 并 令 
其 场 势 等 于 零 , 于 是 得 到 


(Pab 
pr (025 


Q 不 言 而 喻 , 实际 上 粒子 只 能 通过 导体 的 接触 面 , 而 不 是 通过 导体 周围 的 空间 从 
一 个 导体 转移 到 另 一 导体 内 .但 是 , 我 们 在 这 里 利用 了 这 个 转移 功 和 路 程 无 关 这 一 性 
质 . 
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式 中 a 为 ZC40B. 由 此 可 见 , 等 势 线 (在 图 平面 内 ) 是 从 O 点 发 出 的 直线 , 相 
应 地 , 电力 线 是 以 O 点 为 中 心 的 一 族 圆 弧 . 电场 强度 等 于 


1 Op Pab 1 
和 23. 
r O00 Q rr 9 


也 即 是 电场 强度 随 至 O 点 的 距离 成 反比 地 减 小 . 

如 上 面 所 指出 的 , 在 金属 单 唱 体 的 各 不 同 面 之 间 也 存在 “接触 ” 电势 差 . 
因此 , 在 晶 棱 附近 也 必须 存在 上 面 所 指出 性 质 的 电场 包 . 

如 果 把 许多 金属 导体 (在 相同 温度 下 ) 依次 连接 起 来 , 则 处 在 最 边缘 的 两 
个 导体 之 间 的 电势 差 就 等 于 它们 的 逸 出 电 努 差 (根据 (23.1) 式 很 容易 得 出 这 
个 结论 ), 和 两 种 直接 接触 的 导体 的 情况 完全 一 样 . 特别 是 , 如 果 电 路 两 端 是 相 
同 的 金属 , 则 它们 之 间 的 电势 差 等 于 零 . 这 种 情况 其 实 是 很 明显 的 , 因为 如 果 
在 相同 导体 之 间 存 在 电势 差 ,那么 当 电 路 接 通 时 就 会 有 电流 产生 , 这 是 和 热力 
学 第 二 定律 相 了 矛盾 的 . 
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如 果 电 路 内 的 导体 是 载 流 子 的 性 质 不 相同 的 导体 (金属 和 电解 溶液 ), 则 
上 市 末 所 作出 的 说 明 失 去 意义 .由 于 同一 种 导体 对 于 不 同 带 电 粒 子 的 (电子 和 
离子 ) 逸 出 功 是 不 同 的 , 因此 , 即使 电路 两 端 是 相同 的 导体 , 这 时 电路 内 的 总 接 
触电 势 差 也 不 为 零 . 这 种 总 电势 差 称 为 电路 内 的 电动 势 , 它 也 就 是 是 闭合 电路 
两 端 两 相同 导体 间 的 电势 差 . 当 这 种 电路 接 通 时 就 会 有 电流 流 过 . 伽 伐 尼 电池 
的 运作 束 是 基于 这 一 原理 . 这 时 维持 电路 内 电流 的 能 源 是 电池 内 发 生 的 化 学 
二: 

环绕 通过 闭合 电路 的 任何 闭合 回路 一 周 , 电势 当然 应 当 回 到 它 的 起 始 值 ， 
也 即 是 它 的 总 变化 等 于 零 . 例如 , 我 们 来 研究 沿 导 体 表 面 的 一 个 回路 . 当 从 一 
种 导体 过 渡 到 男 一 种 导体 时 , 电势 发 生 突 变 yop. 右 导 体内 有 电流 J (通过 截 
面 的 总 电流 ) 流 过 , 则 每 一 导体 上 的 电势 降 等 于 RJ, R 是 导体 的 电阻 . 因此 ， 
电路 内 电势 的 总 变化 等 于 

,pos — IR. 


令 这 个 表达 式 等 于 零 , 并 注意 到 在 全 电路 内 的 电流 J 不 变 , 而 总 和 2pus 为 电 
动 势 8, 我 们 得 到 
1 R=8, (24.1) 


在 实际 条 件 下 , 从 大 气 中 “聚集” 在 晶体 表面 的 离子 所 产生 的 电场 通常 抵消 了 这 
7 
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因此 , 搂 有 伽 做 尼 电 池 的 电路 内 的 电流 , 等 于 电动 势 除 以 电路 内 全 部 导体 的 总 
电阻 (当然 也 包括 电池 本 吴 的 内 电阻 ). 

虽然 伽 伐 尼 电 池 的 电动 势 也 可 以 表示 为 接触 电势 差 之 和 , 但 要 着 重 指出 
的 是 , 实际 上 , 这 是 一 个 完全 由 导体 的 体积 状态 所 确定 的 热力 学 量 , 并 且 和 导 
体 分 界面 的 性 质 完 全 无 关 . 这 是 很 明显 的 , 因为 8 恰好 是 将 带电 粒子 反方 向 
沿 全 部 闭合 电路 移动 所 做 的 功 (相对 于 单位 电荷 ). 

为 了 举例 说 明 这 种 情况 , 我 们 来 研究 由 两 个 金属 电极 (金属 4 和 B) 浸 在 
电解 液 AX 和 BX (X- 为 某 种 负离子) 内 所 构成 的 伽 做 尼 电 池 . 设 64 和 CB 
分 别 是 金属 A 和 B 的 化 学 势 , 而 64x 和 CBx 是 溶液 内 电解 质 的 化 学 势 .使 
一 元 电 集 e 绕 闭 合 电 路 行进 , 这 意味 看 离子 4+ 从 电极 4 进入 溶液 内 , 而 离子 
BT 从 洲 液 进入 电极 B 内 , 而 且 电 极 上 的 电荷 变化 由 沿 外 电路 部 分 从 电极 4 
进入 电极 的 电子 来 补 途 . 这 些 过 程 的 结果 是 : 电极 4 失去 一 个 中 性 原子 , 电 
极 B 得 到 一 个 中 性 原子 , 而 在 电解 溶液 内 , BX 的 一 个 分 子 为 AX 的 一 个 分 
子 所 取代 . 因为 可 逆 过 程 中 所 做 的 功 (温度 、 压 强 为 常量 ) 等 于 系统 的 热力 学 
努 的 变化 , 因此 我 们 得 到 关系 式 


eGAB = (6B — CBX)— (C4 — CAX); (24.2) 


伽 伐 尼 电 池 的 电动 势 由 电极 和 电解 液 材 料 的 性 质 来 表示 . 

由 (24.2) 的 形式 也 可 做 出 下 面 的 推论 . 如 果 溶 液 内 有 三 种 电解 质 (4X、 
BX、CX), 其 中 浸 有 三 种 金属 电极 A4、B、C, 则 其 中 每 两 种 电极 之 间 的 电动 
势 , 由 以 下 关系 式 联系 起 来 : 


GAB + EBo = ac. (24. 3) 


利用 普遍 的 热力 学 关系 式 , 可 以 把 伽 伐 尼 电池 的 电动 势 和 电路 内 电流 流 
过 时 所 发 生 的 热效应 联系 起 来 , 不 言 而 喻 , 在 实际 条 件 下 电流 流 过 是 不 可 道 的 . 
设 @ 为 单位 电荷 通过 时 所 放出 的 热量 (包括 在 电池 内 和 在 外 电路 内 ); 这 热量 
不 外 乎 是 当 电 流 流 过 时 在 伽 伐 尼 电池 内 所 发 生 的 热 化 学 反应 热 . 按照 熟知 的 
热力 学 公式 (参见 本 教程 第 五 卷 891), 它 和 功 8 的 关系 为 


Q = 5 (§) , (24.4) 





上 式 内 对 温度 的 偏 导数 的 确定 , 取决 于 在 何 种 条 件 下 发 生 这 种 过 程 , 例如 , 如 
果 是 在 压强 不 变 情况 下 流 过 电流 (通常 是 这 种 情况 ), 则 在 压强 为 常量 情况 下 
求 微 商 . 

@ 这 一 节 内 采用 了 通常 的 对 一 个 粒子 的 化 学 势 定义 . 


825” 电 毛细 现象 . 125 . 


825 电 毛 细 现 象 


在 两 种 导电 介质 交界 面 上 存在 的 电荷 ,会 影响 交界 面 上 的 表面 张力 ; 这 种 
现象 称 为 电 毛细 现象 .事实 上 , 这 里 所 指 的 是 两 种 液态 介质 一 一 通常 是 指 液态 
金属 (水 银 ) 与 电解 质 溶液 的 界面 而 言 . 

我 们 用 2; 和 wo 表示 两 种 导体 的 电势 , 用 el 和 es 表示 分 布 于 它们 分 界 
面 上 的 电荷 . 这 些 电 荷 数值 相等 而 符号 相反 . 这 样 一 来 , 就 在 交界 面 上 形成 所 
站“ 双 层 ” 

假设 保持 压强 和 温度 不 变 , 计 及 导体 分 界面 在 内 的 两 种 导体 系统 的 热力 
学 势 f 的 微分 为 

d$ = adS — eidwp1 一 ezdp2. (25.1) 
其 中 ad5 一 项 代表 分 界面 面积 9 的 可 道 变 化 dS 所 做 的 功 (a 为 表面 张力 系 
数 , 参阅 本 教程 第 五 卷 8154). 

在 (25.1) 式 中 , 我 们 可 以 只 写 下 热力 学 势 的 “表面 部 分 ”$$ 来 代替 热力 学 
势 $ 因为 当 压 强 和 温度 为 常量 时 其 体积 部 分 也 为 常量 , 因而 我 们 不 感 兴趣 . 
令 el = -ez 三 e, 并 引进 电势 差 op = yp1 一 po, 我们 把 (25.1) 式 改 写 为 


df. = adS — edy. (25:2) 


of) _ 
(器 | , CY; (25.3) 


而 且 a 表示 为 p 的 函数 . 对 (25.2) 式 积分 , 我 们 得 到 页 = as. 把 此 式 再 代入 
(25.2) 式 , 得 到 d(awS) = adS -edyp 或 Sda = -edw, 由 此 得 


Te ( 丑 ) 、 (25.4) 
Op PT 


其 中 o = e/S 为 单位 面积 的 电荷 . 关系 式 (25.4) 是 电 毛 细 现 象 理论 的 基本 公 
式 (G. 李 普 曼 , J. W. 吉 布 斯 ). 

平衡 态 下 当 导 体 的 电势 保持 给 定 值 时 , 热力 学 势 $f 应 当 为 极 小 值 . 把 热力 
学 势 看 作 表 面 电 向 e 的 图 数 , 我 们 写 出 $ 取 极 小 值 的 必要 条 件 : 


由 此 得 到 


5 办 O29. 
= 0， 一 让 >>0， (25.5) 


式 中 求 导 数 时 保持 面积 9 不 变 . 为 了 计算 导数 值 , 我 们 根据 


~ 


由 三 办 (e) 一 elpl 一 eapa 王 办 (e) 一 ew (25.6) 
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用 热力 学 势 f = f(e) 表示 及 由 一 阶 导数 等 于 零 的 条 件 给 出 


Of _ Of 
De Oe 


然后 二 次 导数 为 正 值 的 条 件 的 形式 是 


Oh _ Ph ap 16r 
BD J ge So- 








p= 0, 





或 者 
OO 


如 果 把 表面 上 的 “ 双 层 ”看 成 是 电容 为 7 的 “电容 器 ”, 这 个 条 件 正 是 所 巴 


期 的 . 
将 等 式 (25.4) 对 2 皮 微 商 , 并 利用 (25.7) 式 , 我 们 得 到 
Oa 


这 表明 在 东 _ _o 二 0 所 在 点 处 , a 和 w 的 关系 曲线 有 极 大 值 . 
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金属 内 不 存在 电流 的 条 件 是 传导 电子 处 于 热力 学 平衡 . 大 家 知道 , 这 一 
条 件 除 了 要 求 (在 整个 导体 上 ) 温度 恒定 而 外 , 还 要 求 ep + 之 和 也 恒定 不 
变 , 其 中 Go 是 金属 内 传导 电子 的 化 学 势 ( 当 p = 0 时 ) 2. 如 果 导 体 是 组 分 不 
均匀 的 金属 , 那么 , 即使 温度 是 恒定 的 , lo 也 会 沿 导 体 发 生变 化 . 因此 , 在 这 种 
情况 下 , 电势 p 恒定 并 不 会 导致 金属 内 的 电流 为 零 , 虽然 场 强 忆 = 一 grady 也 
等 于 零 . 如 果 我 们 希望 把 非 均 匀 导 体 也 列 入 人 研究 范围 , 这 种 情况 使 得 yp 的 通 
党 定义 (作为 真实 电势 平均 的 结果 ) 使 用 起 来 很 不 方 使 . 


自然 地 , 我 们 肥 二 0 之 和 作为 电势 的 新 定义 , 并 将 在 今后 直接 地 把 它 


标记 为 2@. 在 均匀 金属 内 , 这 种 定义 的 改变 导致 在 电势 上 添加 一 个 无 关 紧要 
的 常量 . 与 此 相应 , “ 场 强 ” 巨 二 -gradw (我 们 下 面 也 将 要 使 用 它 ) 只 在 均匀 金 
@ 参见 本 教程 第 五 卷 825, 我 们 在 这 里 把 5 理解 为 通常 意义 的 单 粒子 (电子 ) 化 学 势 
四 这 一 定义 也 可 表述 成 另 一 种 形式 , 即 ew 的 新 值 是 把 一 个 电子 等 温 地 引入 金属 
所 引起 的 自由 能 变化 ; 换 句 话说 , p = 9F/6o, 式 中 下 为 金属 的 自由 能 , 而 po 为 单位 体积 
内 传导 电子 的 电 葆 . 
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属 内 才 和 真正 的 平均 场 强 相等 , 而 在 一 般 情况 下 ,它们 之 间 相 差 茶 一 个 状态 也 
数 的 梯度 名. 

根据 这 一 定义 , 在 热力 学 平衡 状态 下 (对 传导 电子 而 言 ), 场 强 和 电流 都 变 
为 零 , 而 了 7 和 瑟 的 关系 将 为 了 = oB (或 者 ji = oir Bx), 即使 金属 的 组 分 是 不 
均匀 的 . 

现在 , 我 们 来 研究 非 均 匀 加 热 的 金属 , 这 在 任何 情况 下 都 不 会 有 (电子 的 ) 
热力 学 平衡 . 此 时 即使 没有 电流 , 电场 强度 吾 也 不 为 零 . 在 电流 密度 7 和 温度 
梯度 VT 不 为 零 的 普遍 情况 下 , 这 些 量 和 场 强 的 关系 可 以 写 为 


1 
E= 一 7 十 aVT (26.1) 
人 


式 中 c 为 通常 的 电导 率 , 而 a 是 表征 金属 电 性 质 的 义 一 个 量 . 为 简单 起 见 ,我 
们 假定 物质 是 各 向 同性 的 (或 具有 立方 对 称 ), 为 此 , 我 们 把 比例 系数 写成 标量 
形式 . 对 VT 的 线性 关系 显然 只 是 展开 式 的 第 一 项 , 但 由 于 温度 梯度 很 小 
(实际 上 总 是 如 此 ), 保留 这 一 项 已 足够 . 

(26. 〗 式 也 可 写成 以 下 形式 : 


全 互生 YI (26.2) 


这 表明 在 非 均 匀 受 热 的 金属 内 , 即使 场 强 EE 为 零 也 可 以 有 电流 流 过 . 

除了 电流 密度 7 外 ,我们 也 可 以 人 研究 能 流 密度 , 我 们 用 q 表示 它 . 首先 应 
从 能 流 内 分 出 量 yj, 这 个 量 与 每 一 个 带电 粒子 (电子 ) 本 身 携带 能 量 ep 有 关 . 
但 是 , g 一 wj 之 差 却 与 电热 本 身 无 关 , 因此 在 普遍 情况 下 , 可 以 把 它 表示 成 梯 
度 Vy = -EE 和 VT 的 线性 滑 数 , 和 电流 密度 的 公式 (26.2) 相似 . 我 们 暂且 把 
这 个 式 于 写成 

一 IT =PE—YVT. 

由 动 理学 系数 对 称 性 原理 , 可 以 得 到 系数 6 和 (26.2) 式 中 系数 a 的 关系 式 . 

为 此 , 我 们 计算 导体 总 炉 的 变化 率 . 在 单位 时 间 内 导体 单位 体积 内 放出 的 
热量 为 -divg, 因此 可 以 写成 


d.7 =- | Fav 





dt T 
其 次 , 利用 方程 div7 = 0, 我 们 写 出 
i Bie A < 
元 中] 总 主 关 天 tdiv(g — 07) ++ divwI} = div(qg 一 7) 一 一 


@ 我 们 要 强调 指出 , 此 时 乘积 e 媚 已 不 再 是 作用 在 电荷 上 的 力 . 在 微观 理论 中 计 
算 动 理学 系数 时 , 这 一 情况 使 得 在 唯 象 理论 中 相当 合理 的 已 的 这 种 定义 使 用 起 来 很 不 
方便 (参见 本 教程 第 十 卷 $44) 
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上 式 右 端 第 一 项 经 过 分 部 积分 变换 后 , 我 们 得 到 

I TE SVT 

一 = dV .| dV. (26.3) 
这 个 式 子 表明 , 如 果 选 择 矢量 j 和 gq - wj 的 分 量 作为 量 人 
则 相应 的 量 X。 即 为 矢量 和 二 的 分 量 . 与 此 相应 , 在 关系 式 





(参阅 821)， 


中 , 系数 oaT?* 和 BT 必须 相等 . 因此 6 = oa7, 我 们 得 到 
q — p17 = oaTE — ~yVvT. 
最 后 , 按照 (26.1) 式 , 用 7》 和 VT 表示 这 里 的 五, 我 们 终于 得 到 以 下 表达 式 : 
q = (p+aT)) — xYT, (26.4) 


这 里 引进 了 符号 x = 二 YY 一 Ta?*o. 量 x 不 是 别 的 , 正 是 确定 电流 不 存在 时 的 热 
流量 的 通常 的 热 导 系数 . 
应 该 指出 , 导数 d.9 /dt 为 正 值 的 条 件 并 未 对 温差 电 系数 加 上 任何 新 的 限 
制 . 把 (26.1) 和 (26.4) 式 代 入 (26.3) 式 后 有 
,2 2 
一 = / ( 亏 二 NLS ) dV >0, (26.5) 
由 此 只 得 到 热 导 系数 和 电导 系数 为 正 的 条 件 . 
在 上 面 写 出 的 式 子 中 , 隐 含 地 假定 了 当 温 度 不 变 时 压强 (或 密度 ) 的 不 均 
匀 性 不 会 引起 导体 内 产生 电场 (或 电流 ). 基于 这 点 , 在 (26.2) 和 (26.4) 式 内 没 
有 包含 与 Vp 成 比例 的 项 . 实际 上 , 这 些 项 的 存在 与 业 增 加 定律 相 矛 盾 : 因为 
此 时 在 (26.5) 式 被 积 函 数 中 会 包含 正 负 号 可 变 的 乘积 ) .Vp 和 VT. Vop 的 项 . 
结果 积分 不 一 定 为 正 值 . 
(26.1) 和 (26.4) 的 关系 式 本 身 包 含 了 各 种 温差 电 效应 .我 们 来 研究 每 秒 从 
导体 单位 体积 内 放出 的 热量 - divg. 对 表达 式 (26.4) 取 散 度 , 我 们 得 到 





Q=—divg= div(xVT)+ E-:7—j:V(aT), 
或 者 把 (26.1) 式 代 入 上 式 得 到 


“2 
Q = div(xyT) + 一 = (26.6) 
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这 个 公式 右 侧 第 一 项 与 纯粹 的 热 导 性 有 关 , 而 第 二 项 与 电流 平方 成 正比 , 可 以 
称 为 焦耳 热 . 这 里 我 们 感 兴趣 的 是 第 三 项 , 它 包 含 特殊 的 温差 电 效应 . 

现在 假定 导体 的 组 分 是 均匀 的 ,导体 上 的 压强 如 通常 一 样 保持 不 变 . 于 是 
量 a 的 改变 只 与 温度 梯度 有 关 并 可 以 写 为 Va = (da/dT)VT. 因此 ,我 们 感 兴 
趣 的 放出 的 热量 ( 称 为 汤姆 孙 效 应 ) 等 于 


da 

wT 中 Te (26.7) 

量 p 称 为 汤姆 孙 系 数 . 我 们 注意 到 , 这 种 效应 与 电流 的 一 次 窜 成 正比 , 而 不 像 
焦耳 热 那 样 和 电流 的 二 次 过 成 正比 . 因此 当 电 流 反 向 时 , 它 也 变 号 . 系数 p 既 
可 以 是 正 的 , 也 可 以 是 负 的 . 如 果 p > 0, 则 在 温度 上 升 方向 有 电流 流 过 时 , 汤 
姆 孙 热 取 正 值 (放出 热量 ), 而 在 反方 向 流 过 电流 时 , 则 吸收 热量 ; 当 p < 0 时 ， 
如 果 电 流通 过 两 种 不 同 金属 的 接触 点 (接头 ), 则 发 生 为 一 种 热效应 , 称 为 
佩 尔 捷 效 应 . 在 接触 面 上 , 温度 、 电 势 以 及 电流 密度 和 能 流 密度 矢量 的 法 向 分 
量 都 是 连续 的 . 我 们 用 下 角 标 1 和 2 分 别 表 示 属 于 两 种 金属 的 量 , 并 令 接触 面 
两 侧 的 (26.4) 式 中 的 ga 的 法 向 分 量 数值 相等 , 由 于 wv,T 和 j; 的 连续 性 , 我 们 

= —jzT(Q2 — Q1); 


得 到 
oT 
(| 


这 里 取 z 轴 沿 接触 面 的 法 线 方向 . 如 果 zz 轴 的 正方 向 取 为 从 金属 1 到 金属 2 
的 方向 , 则 等 式 左 端的 表达 式 就 是 1s 内 以 热传导 方式 从 单位 接触 面 上 传导 
出 的 热量 . 传导 出 来 的 这 个 热量 补偿 了 由 等 式 右 端的 表达 式 表示 的 接头 上 所 
放出 的 热量 . 由 此 可 见 , 接头 单位 面积 所 放出 的 热量 (1s 内 ) 等 于 





2 





IT127, 其 中 Iis = -7T(as 一 Qi1). (26.8) 


量 Hi 称 为 佩 尔 捷 系 数 . 和 汤姆 孙 效 应 一 样 , 这 个 效应 也 和 电流 的 一 次 窜 成 正 
比 , 并 且 当 电流 反 向 时 变 号 . 应 指出 的 是 , 佩 尔 捷 系 数 具 有 等 式 Il13 = Il12 十 1123 
所 表示 的 相 加 性 , 式 中 的 下 角 标 1, 2, 3 分 别 指 三 种 不 同 的 金属 . 
比较 (26.7) 和 (26.8) 式 表 明 , 汤姆 孙 系 数 和 佩 尔 捷 系 数 间 的 关系 式 为 
d ll» 
dT 
其 次 , 我 们 来 研究 有 两 个 接头 且 两 端的 导体 为 同一 金属 (金属 1, 图 17) 的 
开 电 路 . 假设 接头 (5 点 和 c 点 ) 的 温度 分 别 为 不 同 的 了 五 和 ,但 电路 两 端 (a 
点 和 ad 点 ) 的 温度 一 样 . 于 是 , 在 两 端点 之 间 有 电势 差 , 称 为 温差 电动 势 , 我 们 


02 一 01 一 人 (26.9) 
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用 红 表示 . 为 了 计算 温差 电动 势 , 假设 (26.1) 式 中 的 了 = 0, 并 沿 电路 全 长 (z 
轴 ) 求 电场 强度 五 = aVT 的 积分 : 














图 17 


从 c 到 4 和 从 a 到 5b 的 积分 表明 在 第 一 种 金属 内 从 温度 72 积分 到 歼 , 而 从 5。 
到 c 的 积分 是 在 第 二 种 金属 内 dT 从 积分 限 五 积 到 72. 因此 , 我 们 求 得 


了 2 
GT 一 | (Qo Qi1 )d7 (26.10) 
11 


与 (26.8) 式 比 较 , 我 们 看 到 , 温差 电动 势 和 佩 尔 捷 系 数 有 如 下 的 关系 : 
了 2 
71 


公式 (26.9) 和 (26.11) 称 为 汤姆 孙 关 系 式 (W. 汤姆 孙 , 1854). 
最 后 , 我 们 写 出 各 加 异性 异体 内 的 电流 和 热流 量 公 式 ， 和 推导 (26.1) 和 
(26.4) 式 完 全 类 似 , 利用 动 理 学 系数 的 对 称 性 原理 , 可 推导 出 这 些 公 式 为 


了 
OZ 


oT 
qi — Pi 一 Qi 一 ik BE 


Bed 
(26.12) 


其 中 oj 是 电导 率 张 量 oi 的 逆 张 量 ; 张 量 oj 和 xiix 是 对 称 张 量 . 但 是 在 一 
般 情 况 下 , 温差 电 张 量 aix 是 非 对 称 的 . 


827 温差 电磁 现象 
在 电场 、 磁 场 和 温度 梯度 同时 存在 的 情况 下 , 电流 流 过 时 所 发 生 的 现象 
更 为 丰富 多 样 . 


对 这 些 现象 的 全 究 与 前 一 节 对 温差 电 现象 所 进行 的 研究 十 分 类 似 . 我 们 
用 研究 各 加 异性 导体 时 的 张 量 形 陈 来 研究 它们 . 将 电流 密度 7 和 热流 密度 gq 
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写成 下 列 形 式 : 
Ji 一 Qik 万 ik Ozr 万 ， 
(27.1) 
| Er O 1 
Qi Pi Ck 4. CD 看， 
其 中 全 部 系数 都 是 磁场 的 晒 数 . 根据 动 理 学 系数 的 对 称 性 原理 我 们 有 
aig(H) -一 Qki( 一 五 )， dir(H) 一 dri(—H), bi (H ) 一 - cki(—H). [1212) 
将 (27.1) 式 的 巨 和 gq 一 yj 以 7 和 VT 表示， 我 们 得 到 
fh 
Ei = ox jkt+ oi 5 
(97 


oT 
di 一 ji 一 Big Ik 一 Hik a 
Tk 


其 中 张 量 o-1,a,B6，x 可 以 表示 为 张 量 a,b6，ogq 的 陶 数 , 并 具有 因 关 系 式 (27.2) 
所 产生 的 以 下 对 称 性 质 


on (H)=0o1 (-H), xir(H)= xpi(-H), Ba(H)= Taki( 一 再 )， (27.4) 


这 就 是 所 要 寻求 的 最 普遍 形式 的 关系 式 . 它们 推广 了 826 中 不 存在 磁场 时 以 
及 822 中 不 存在 温度 梯度 时 所 得 到 的 关系 . 必须 着 重 指出 ， 在 各 回 异 性 导体 Ph， 
一 般 说 来 ， 张 量 ai 和 怀 在 没有 磁场 时 也 是 不 对 称 的 . 

类 似 于 在 822 中 所 做 的 那样 ， 张 量 c 2 x，Q& BT 可 以 分 为 对 称 部 分 和 反 
对 称 部 分 . 在 能 磁场 中 对 称 部 分 可 以 看 作 不 依赖 于 互 的 常量 ， 而 反对 称 部 分 
则 与 五 成 线性 关系. 以 这 样 的 精确 度 ， 我 们 得 到 各 向 同性 导体 的 以 下 表达 式 : 


EpE=1+avri+RHxj1NH x YT, (27.5) 
OO 
q— pI)=aT7y— xVT+NTHxI+LH x VT. (27.6) 


式 中 oc，x 分 别 为 通常 的 电导 率 系数 币 \ 导 率 系 数 ，a 为 (26.1) 式 中 出 现 的 温 
差 电 系数 , R 为 堆 尔 系数 , 而 N,L 是 新 的 系数 . NH x VT 一 项 可 看 作 是 磁场 
对 温差 电动 势 的 影响 (能 斯 特效 应 ), 而 LH x VT 一 项 则 可 看 作 是 磁场 对 热 导 
率 的 影响 ee 里 吉 效 应 ). 

在 两 种 介质 边界 上 上， 矢量 了 和 aq 的 法 加 分 量 连续 因而 矢量 


xYyT +aTij+NTH xj+LH x VvT 


的 法 向 分 量 也 连续 . NTH x j 一 项 描写 磁场 对 佩 尔 捷 效应 的 影响 ( 埃 廷 斯 豪 
森 效应 )， 
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单位 时 间 内 导体 单位 体积 释放 的 热量 为 @ = 一 divg. 此 处 必须 代 人 (27.6) 
式 中 的 g, 然后 用 表示 式 (27.5) 代替 -Veo = 五 . 如 果 导 体 的 组 分 是 均匀 的 . 则 
oa N,L,.… 等 量 只 是 温度 的 函数 , 因此 它们 的 梯度 正比 于 VT. 计算 时 我 们 略 
去 了 所 有 的 五 的 二 次 项 ; 在 这 种 近似 下 , 可 以 认为 rot(7/e) srot 五 =0. 此 外 
我 们 注意 到 , 对 于 外 场 五 (其 源 处 于 所 研究 的 导体 之 外 ), 我 们 有 rot H = 0.> 
最 后 , 同一 切 恒定 电流 一 样 , div7 = 0. 计 及 所 有 这 些 因素 后 , 经 过 计算 我 们 
得 到 


: 
) 。 | 吉 2\/ 
ye se H). vyT. 
Q +div(xVT)— TI: Vat+ -二 二 (CMV7 )(7 x H):V 


这 个 表达 式 的 第 三 项 描述 汤姆 孙 效 应 , 而 最 后 一 项 则 给 出 因 人 磁场 存在 引起 的 
这 种 效应 的 改变 . 
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扩散 现象 的 存在 导致 电解 质 溶液 内 发 生 一 种 在 固态 导体 内 观察 不 到 的 特 
丈 现 象 . 

为 了 简单 起 见 , 我 们 将 假设 整个 溶液 的 温度 相同 . 同时 , 我 们 在 这 里 只 限 
于 研究 末 受 到 温差 电 效应 复杂 化 的 纯粹 的 扩散 引起 的 电 现象 . 

在 溶液 中 更 为 方便 的 是 利用 压强 P 和 化 学 势 < 代替 压强 已 和 浓度 c 作 
为 独立 自 变量 . 这 里 我 们 把 < 定义 为 单位 质量 溶液 的 热力 学 势 对 其 浓度 c 的 
导数 (P 和 了 为 常量 时 ); 这 时 我 们 把 浓度 理解 为 在 给 定 体积 元 内 电解 质 的 质 
量 与 液体 的 总 质量 之 比 包 . 应 该 记 住 , 化 学 势 为 常量 (除了 压强 和 温度 为 常量 
外 ) 是 热力 学 平衡 的 条 件 之 一 . 

826 所 给 出 的 电场 势 定义 , 在 现在 情况 下 形式 应 稍 作 变更 , 因为 载 流 子 现 
在 不 是 传导 电子 , 而 是 电解 质 内 的 离子 . 这 就 是 说 , 合理 的 定义 ( 见 826 的 第 二 
个 脚注 ) 应 为 p = (66/6p)c, 式 中 5B 是 热力 学 势 , 而 po 是 单位 体积 溶液 中 的 离 
子 总 电荷 (当然 , 在 取 微 商 以 后 , 由 于 溶液 是 电 中 性 的 , 必须 令 p = 0). 求 微 商 
”同时 我 们 还 略 去 了 一 个 极为 微弱 的 效应 一 电流 自身 的 磁场 对 热量 释放 的 影 
Ng. 
| @ 通常 的 化 学 势 定义 为 6 = 9g/ani, C2 = 5/anz, 其 中 6 是 某 一 任意 数量 溶液 的 
热力 学 势 , 而 m,na 是 溶质 和 溶剂 的 粒子 数 . 如 果 6 现在 指 1 克 溶液, 则 粒子 数 mm 和 
n2 的 关系 为 nimi 十 nzm2 = 1 (mi,m2 分 别 是 两 种 粒子 的 质量 ), 而 浓度 c= nimi. 因此 . 
对 于 此 处 引入 的 化 学 势 我 们 有 
_08 98 Onl 0. Og: ‘Gt 
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时 保持 质量 浓度 为 常量 , 也 即 是 在 单位 体积 内 两 种 离子 的 总 质量 给 定 中 条 件 
下 求 导 . 
当 存 在 化 学 势 梯 度 时 , 电流 密度 表达 式 内 必须 加 入 与 这 个 梯度 成 正比 的 
附加 项 : 
了 = co( 百 -6V0) (28.1) 
这 和 (26.2) 式 中 的 附加 项 类 似 . 下 面 我 们 将 证 明 , 当 化 学 势 梯 度 (以 及 温度 梯 
度 ) 给 定时 , 7 不 可 能 依赖 于 压强 梯度 , 因而 在 (28.1) 式 中 没有 含 V 的 项 @， 
除了 电流 外 , 我 们 还 必须 研究 同时 发 生 的 电解 质 质量 的 转移 . 这 时 必须 
注意 当 电 流通 过 溶液 时 伴随 有 宏观 流体 运动 发 生 . 由 这 种 宏观 流体 运动 所 转 
移 的 电解 质 的 质量 流 密 度 等 于 pcv (v 是 速度 , p 是 溶液 密度 ). 此 外 , 电解 质 的 
转移 还 通过 分 子 扩散 形式 进行 . 我 们 用 i 表示 这 种 扩散 流 的 密度 , 于 是 , 总 的 
流量 密度 为 pcv 十 i 不可逆 的 扩散 过 程 也 导致 烂 的 增加 ; 总 炉 的 变化 速度 由 
下 式 得 出 包 : 
dV. (28.2) 


和 电流 密度 一 样 , 扩散 流 也 可 以 写成 五 和 VC 的 线性 组 合 形式 , 或 者 是 
写成 7 和 V6 的 线性 组 合 形式 . 和 前 一 节 对 7 和 9g 一 wi 所 做 的 完全 相似 , 利 
用 动 理学 系数 的 对 称 性 可 以 将 以 上 表达 式 中 的 一 个 系数 和 (28.1) 式 的 系数 6 
联系 起 来 . 结果 得 到 

网 - 
Oc 


VC 前 面 的 系数 已 用 通常 的 扩散 系数 表示 (此 处 p 为 物质 密度 ). 当 了 = 0 和 压 
强 (以 及 温度 ) 给 定时 , 我 们 有 通常 的 扩散 流 i = -OPDVc. 

和 前 一 节 一 样 ，(28.1) 和 (28.3) 式 内 不 可 能 存在 与 压强 梯度 成 正比 的 项 
的 结论 可 重新 从 人 增 加 定律 得 出 , 因为 这 样 的 项 会 使 总 灼 导数 (28.2) 不 
定 为 正 值 . 

(28.1) 和 (28.3) 式 包含 了 全 部 扩散 电 现象 , 我 们 不 准备 在 这 里 详细 讨论 
它们 . 

a 在 强 电 解 质 中 溶质 完全 分 解 , 因此 质量 浓度 可 以 表示 为 c= m+n+ +m_mn_ ,其 
中 mj,m- 分 别 为 正 离子 和 负离子 的 质量 , 而 w+,n 则 分 别 为 它们 的 数 密度 . 在 前 述 执 
力学 势 的 定义 下 等 式 芒 三 健 对 应 于 下 离子 与 角 离 于 化 学 执 间 的 关系 C/I 三 C/I 


化 学 纹 [C 和 必 司 化 字 寺 的 天 未 罗 人 了 直人 和 的 
@ 但 是 应 当 强 调 , 在 浓度 梯度 给 定 的 情况 下 ,7 依赖 于 压强 梯度 : 


we- (%) vet (类 ) vp 
c,T 


式 内 第 二 项 的 推导 参见 本 教程 第 六 卷 858. 





VCD (28.3) 


2 一 一 


© 
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假设 两 平行 平面 板 (由 同一 种 金属 A 制 成 ) 浸 在 电解 质 溶液 4X 内 , 试 确 
定 电 流 密 度 和 两 平行 平面 板 间 所 加 的 电势 差 之 间 的 关系 式 . 

解 : 当 电 流 流 过 时 , 金属 从 一 个 电极 上 溶解 ,在 另 一 个 电极 上 淀 积 . 这 时 
溶剂 (水 ) 是 静止 的 , 而 流 过 溶液 的 金属 质量 流 窗 度 为 pv 一 jm/e(ij 为 电流 密 
度 , m 和 e 分 别 为 4+ 离子 的 质量 和 电荷 ) 包 . 另 一 方面 , 这 个 质量 流 由 表达 
式 j 十 pvc 给 出 , 其 中 i 从 (28.3) 式 得 到 . 假设 流体 内 的 压强 相同 包 , 我 们 得 到 
方程 : 





oD = Bo|i (1) 
TE 数 由 此 我 们 得 到 
. pDdc 
We — ; (2) 
0 一 一 (一 可 


式 中 cl,co 是 两 平行 平面 板 面 上 的 浓度 ,而 1 是 两 板 间 的 距离 . 
两 板 间 的 电势 差 8 可 从 总 能 量 耗 散 Q (1s8 内 ) 简单 地 求 出 , 这 一 耗 散 必 
须 等 于 j@ (相对 于 单位 面积 极 板 表 面 ). 根据 (28.1) 和 (28.2) 式 , 我 们 有 


d.7 冯 0 , 
Se 和 +o 时 ) = 


利用 (1) 式 , 从 (28.1) 式 我 们 得 到 
oe pDdc 局 OC m 
es 一 一 一 7 一 一 一 十 a |B C—O—(l1—ce)|dc. (3) 
C1 cl6- 一 -9 C1 元 | E 
由 公式 (2) 和 (3), 即 可 (以 非 显 式 形式 ) 解 出 所 提出 的 问题 . 
如 果 电 流 j 了 很 小 , 深度 差 co 一 cl 也 很 小 . 用 被 积 子 数 表 达 式 与 co。 一 ci 的 
乘积 代替 积分 , 得 到 溶液 的 有 效 电 阻 率 为 


ZE 1 16 
oe [8-2 -9 . 


(3) 式 右 端 第 一 项 给 出 由 于 电流 流 过 时 所 引起 的 电势 降 (fi) 第 二 


项 是 由 溶液 内 的 浓度 差 所 引起 的 电动 势 (在 某 种 意义 上 ,与 温差 电动 势 相 似 ). 
这 后 一 个 表达 式 其 至 和 具体 一 维 问题 的 条 件 无 关 , 它 是 “ 浓 差 电池 ”电动 势 的 

”应 当 记 住 ， 溶液 内 的 流体 力学 速度 u 的 定义 是 pw 为 单位 体积 液体 内 的 动量 ( 参 
阅 本 教程 第 六 卷 858). 因此 , 在 现在 情况 下 只 有 被 溶解 的 金属 (相对 于 电极 ) 运动 这 一 


事实 不 影响 pv 的 计算 . 
@ 计 及 液体 运动 引起 的 压强 改变 所 得 结果 是 高 阶 小 量 


第 四 章 
静 磁 场 


829 静 磁 场 


物质 内 的 静 磁 场 由 两 个 麦克 斯 韦 方 程 摘 写 , 它们 是 对 两 个 微观 方程 


De 47 
be 29.1 


求 平均 得 到 的 . 平均 磁场 强度 一 般 称 为 磁感应 强度 , 并 标记 为 


1 
divh =0, roth=- 
C 


h=B. (29.2) 

因此 , 对 (29.1) 式 中 的 第 一 个 方程 求 平均 的 结果 为 
divB = 0. (29.3) 
在 第 二 个 方程 中 , 因为 假设 平均 场 为 常量 , 求 平均 时 对 时 间 的 导数 变 为 零 , 于 


是 我 们 有 ' 
rot B = 一 现 (29.4) 
微观 电流 密度 的 平均 值 , 一 般 说 来 , 无 论 在 导体 内 或 介 电 体内 , 都 不 为 零 . 
这 两 类 物体 的 差别 仅 在 于 , 在 介 电 体内 总 是 有 
55.df =0, (29.5) 
其 中 积分 对 物体 任意 横 截 面 的 总 面积 进行 ; 而 在 导体 内 , 这 个 积分 可 以 不 为 零 . 
首先 我 们 假设 物体 内 (如 果 它 是 导体 ) 没有 总 电流 , 也 即 是 假设 关系 式 (29.5) 
成 立 . 
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(29.5) 式 对 物体 任何 截面 的 积分 都 等 于 零 , 表明 矢量 6 可 以 写成 男 一 个 
矢量 (一 般 表 示 为 cM) 的 旋 度 的 形式 : 


D5 = crot MI， (29.6) 


而 且 量 M 只 在 物体 内 不 为 零 ( 试 与 86 中 类 似 的 讨论 比较 ). 实际 上 , 设 有 一 回 
路 包围 物体 并 处 处 在 物体 外 通过 , 则 对 这 回路 所 围 成 的 表面 进行 积分 , 我 们 得 


| 
[NE 
矢量 AM 称 为 物体 的 磁化 强度 . 将 其 代入 (29.4) 式 , 得 到 
rotH = 0， (29.7) 
式 中 矢量 五 和 磁感应 强度 B 的 关系 式 为 
B= H+4xM, (29.8) 


类 似 于 电感 应 强度 D 和 电场 强度 五 的 关系 式 . 虽然 根据 与 五 的 类 比 , 通常 称 
矢量 五 为 “磁场 强度 ”, 但 是 应 该 记 住 , 实际 上 , 真正 的 磁场 强度 平均 值 为 B， 
而 不 是 互 . 

为 了 阐明 量 M 的 物理 意义 , 我 们 来 研究 在 物体 内 运动 的 全 部 带电 粒子 
所 产生 的 总 磁 矩 . 按照 磁 矩 的 定义 (参见 本 教程 第 二 卷 $44), 它 是 积分 也 : 


| 
CA 
之 全 


因为 在 物体 外 pv = 0, 因此 可 以 对 包围 物体 的 任何 体积 积分 . 我们 用 以 
下 方式 变换 积分 : 


fr xroMav =— frx(M xa {xv) x ra 
在 物体 外 进行 的 面积 分 变 为 零 . 而 在 第 二 项 内 , 我 们 有 
(MxV)xr=—-Mdivr+M = 一 2NM1. 


因此 , 我 们 最 终 得 到 
二 /> x PodV = | Mav. (29.9) 


@ 为 明确 起 见 , 我 们 强调 指出 , 在 这 个 公式 内 是 积分 的 变动 坐标 (积分 变量 ), 而 
不 是 单个 微观 粒子 的 位 置 天 量 ; 因此 它 不 在 平均 值 符号 内 . 
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我 们 看 到 , 磁化 强度 矢量 代表 物体 单位 体积 的 磁 矩 巴 ， 
对 于 (29.3) 和 (29.7) 式 , 还 应 该 加 入 一 个 联系 五 和 B 的 关系 式 ; 因为 只 
有 这 样 做 了 以 后 , 方程 组 才 成 为 完备 的 . 在 磁场 不 太 强 的 情况 下 , 非 铁 磁体 中 
B 和 H 的 相互 关系 是 线性 的 . 在 各 向 同性 物体 内 , 这 种 线性 关系 归结 为 简单 
的 比例 关系 : 
B=H. (29.10) 


系数 多 称 为 磁 导 率 . 而 在 关系 式 M = xH 中 的 比例 系数 


LL—1 
二 .11 
X An (29.11) 





则 称 为 磁化 率 . 

与 介 电 常量 s 在 所 有 物体 中 都 大 于 1 相反 , 磁 导 率 可 以 大 于 1, 也 可 以 小 
于 1. 因此 我 们 只 能 肯定 总 是 有 /> 0 (关于 与 这 一 差别 的 原因 , 参见 832; 
对 不 等 式 j > 0 的 证 明 将 在 831 给 出 ). 与 此 相应 , 磁化 率 x 可 为 正 值 , 也 可 以 
为 负 值 . 

男 一 个 定量 差别 是 , 绝 大 多 数 物 体 的 磁化 率 要 比 它们 的 介 电 常量 小 得 多 . 
这 种 差别 是 由 于 物质 ( 非 铁 磁 体 ) 的 磁化 是 (v/c)? 的 相对 论 效 应 (v 是 原子 内 
的 电子 速度 咏 ). 

在 各 向 异性 物体 (晶体 ) 内 ，(29.10) 式 的 简单 比例 关系 必须 代 之 以 线性 

B; = uik HE (29.12) 


磁 导 率 张 量 jwir 是 对 称 的 . 就 和 813 中 证 明 张 量 si 对称 一 样 , 这 可 以 从 将 在 
831 中 引进 的 热力 学 关系 式 得 出 . 
从 方程 div 巨 =0 和 rot 瑟 =0 得 出 (对 照 86), 在 两 种 不 同 介质 的 边界 上 
应 满足 条 件 
Bin = B2n, Hi = Hx. (29.13) 


这 个 方程 组 及 其 边界 条 件 形式 上 和 自由 电 奏 不 存在 时 确定 介 电 体内 静电 场 的 
方程 组 相同 , 所 不 同 的 只 是 分 别 用 五 和 BB 代替 了 轧 和 D 而 已 由 于 方程 
rot 及 == 0, 可 以 求 得 五 的 形式 为 夸 = -gradw, 对 于 势 ,得 到 和 静电 势 完 全 
相同 的 方程 . 

Q@ 只 有 在 建立 了 这 一 对 应 关系 后 , 量 AM 才 成 为 完全 确定 的 . 物体 内 的 关系 式 (29.6) 
和 物体 外 的 M = 0 本 身 都 还 不 能 单 值 地 确定 这 个 量 , 因为 在 物体 内 部 可 以 在 M 上 加 
上 任意 一 个 gradf 形式 的 矢量 而 不 破坏 等 式 (29.6) (比较 86 对 电极 化 所 作 的 类 似 脚 注 ). 

@ 比值 wic 第 一 次 和 五 一 起 出 现在 描写 物体 与 磁场 相互 作用 的 哈密 顿 量 内 , 第 二 
次 出 现在 原子 或 分 子 的 元 磁 短 内 . 
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因此 , 第 二 章 中 所 研究 的 一 系列 静电 场 问题 的 解 就 可 以 直接 移 用 到 静 磁 
场 上 . 特别 是 88 中 所 得 到 的 均匀 电场 内 的 介 电 椭 球 公式 , 对 均 勺 磁场 内 的 磁 
椭 球 也 是 完全 正确 的 (只 要 对 所 用 标记 作 相 应 改变 ). 例如 , 在 磁 椭 球 内 磁场 强 
度 及 和 磁感应 强度 BW 与 外 磁场 强度 身 的 关系 式 为 


(Bd (29.14) 


式 中 nw 为 退 磁 因子 张 量 . 记 住 以 上 关系 式 对 于 B 与 五 之 间 的 任何 关系 都 
适用 . 

与 法 向 分 量 相反 , 磁感应 强度 的 切 向 分 量 在 两 种 介质 的 边界 上 发 生 跃 变 . 
可 以 把 这 种 跃 变 量 和 流 过 表面 的 电流 密度 联系 起 来 . 为 此 , 我 们 将 方程 (29.4) 
的 两 边 对 沿 法 线 方向 穿 过 交界 面 的 小 线段 Al 积分 , 然后 令 长 度 Al 趋 近 于 零 
而 这 时 积分 | ma 可 以 趋 近 于 一 有 限量 . 这 样 得 到 的 有 限量 为 


9 一 | pod (29.15) 


可 以 称 为 面 电 流 密度 ; 它 确定 了 单位 时 间 内 通过 表面 上 单位 长 度 线 段 的 电荷 . 
我 们 选择 表面 给 定点 上 的 9 方向 作为 y 抽 , 并 选择 从 介质 1 指向 介质 2 的 法 
线 方 向 作为 x 轴 . 此 时 方程 (29.4) 的 积分 给 出 


0B;. ©0B; 4r 47 
a Bz ” 十) 人 
由 于 Bz 的 连续 性 , 导数 0B;/0z 是 有 限 的 , 因此 当 线 段 Al 趋 近 于 零 时 , 积分 
也 趋 近 于 零 . 由 0B;/Ozx 的 积分 得 出 表面 两 侧 的 B; 值 之 差 . 因此 ， 
By BIS -Ty. 

这 个 等 式 可 以 写成 矢量 形式 

4 

C 
式 中 是 法 线 方向 的 单位 矢量 , 其 方向 指向 介质 2 内 部 ; 在 最 后 的 变换 中 , 考 
虑 了 互 切 加 分 量 的 连续 性 . 
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如 果 导 体内 有 不 为 零 的 总 电流 流 过 , 则 导体 内 的 平均 电流 密度 可 以 表示 
为 求 和 的 形式 








gg 二 NX (B,— Bi1) 一 4T72 x (CQV12 — Mi), (29.16) 


pv = crot M 十 7. 
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与 介质 磁化 强度 有 关 的 第 一 项 对 总 电流 没有 贡献 , 因此 通过 导体 横 截面 转移 
的 总 电荷 只 取决 于 第 二 项 的 积 4 iar 量 j 称 为 传导 电流 密度 @， 821 内 
的 所 有 讨论 都 是 指 这 种 电流 而 言 ; 特别 是 单位 时 间 在 单位 体积 内 所 耗 散 的 能 
量 二 于 By 

电流 j 在 导体 体积 内 的 分 布 由 821 内 的 方程 得 出 , 这 些 方程 内 没有 包含 
电流 了 所 产生 的 磁场 (在 忽略 场 对 金属 导电 性 的 影响 的 条 件 下 ). 因此 , 确定 电 
流 的 磁场 的 问题 必须 通过 给 定 电流 分 布 来 解决 . 这 种 场 方程 和 829 内 所 得 到 
的 场 方程 不 同 的 地 方 , 是 存在 一 项 字 j 代替 了 原来 (29.7) 式 右 端的 夫 


div B = 0, (30.1) 
4 区 


rotH = 一 了 (30.2) 
传导 电流 密度 7 与 电场 强度 成 正比 , 是 一 个 不 会 趋 于 无 穷 大 的 有 限量 , 特别 是 
在 两 种 介质 分 界面 上 . 因此 ，(30.2) 式 右 端的 项 并 不 影响 五 的 切 向 分 量 为 连 
续 的 边界 条 件 . 
为 了 方便 求解 方程 (30.1) 和 (30.2), 引入 矢 热 4, 即 令 


B = rot 4， (30.3) 


结果 方程 (30.1) 恒 被 满足 . 等 式 (30.3) 还 不 足以 唯一 单 值 地 决定 矢 热 , 因为 可 
以 在 其 上 再 任意 添加 一 个 grad 了 形式 的 矢量 而 不 会 破坏 (30.3) 式 . 由 于 这 种 
非 单 值 性 , 可 以 对 A 加 一 个 附加 条 件 , 为 此 我 们 选择 


divA =0. (30.4) 


把 (30.3) 式 代 入 (30.2) 式 内 , 就 得 到 4 的 方程 . 在 B = nH 的 线性 关系 下 , 我 
们 有 
rot 人 rot 4 = Ty. (30.5) 


其 有 这 一 形式 的 方程 对 任何 介质 都 适用 , 无 论 是 均匀 介质 还 是 非 均 匀 介 质 . 
在 均匀 介质 内 , /= 常数 , 又 因为 rotrot A = graddiv4-A4 = -A4， 
此 方程 (30.5) 的 形式 变 为 
AA=— py. (30.6) 
@ 量 crot M 有 时 称 为 分 子 电流 密度 . 但 是 , 这 一 名 称 并 不 完全 符合 于 导体 内 电 春 


运动 的 实际 物理 图 像 . 例如 在 金属 内 , 对 磁化 强度 有 贡献 的 不 但 有 在 原子 内 运动 的 电 
子 , 也 有 传导 电子 . 
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如 果 需 要 处 理 两 种 或 更 多 的 互相 接触 的 不 同 介质 , 每 一 介质 有 自己 的 磁 
叶 率 j, 则 在 每 一 种 均匀 介质 内 , 普遍 方程 (30. 5) 变 成 (30. 6) 的 形式 , 栓 它 们 
的 分 界面 上 , 必须 满足 矢量 (1/m)rot 4 的 切 向 分 量 为 连续 的 条 件 . 此 外 , 矢量 
4 本 身 的 切 向 分 量 也 必须 为 连续 的 , 因为 它们 的 路 变 表 明 磁 感应 强度 B 在 边 
外 受到 元 务 大 : 

厂 介 质 在 一 个 方向 上 (我 们 取 它 为 z 轴 方 向 ) 均匀 且 无 限 , 而 且 产生 磁场 
的 电流 也 处 处 指向 z 轴 方 向 , 而 电流 密度 j, = 7 只 是 z, y 的 函数 , 则 对 于 确 
定 这 种 介质 内 的 磁场 的 平面 问题 , 场 方 程 可 大 为 简化 . 我 们 自然 可 以 假设 (将 
由 结果 证 实 ) 这 种 场 的 矢 势 也 指向 z 轴 : Az = 4(z,y) (条 件 (30.4) 这 时 自动 满 
足 ), 而 磁场 相应 地 处 处 与 zy 平面 平行 .用 有 表示 z 轴 上 的 单位 矢量 , 于 是 有 


rot4 = rot Ak = grad A x k, 


1 
rot (Got 4 ) = rot (¥ x k = —kdiv Va 
1 H k 


因此 , 方程 (30. 5) 变 成 
div 2 = -Ej(z,y), (30.7) 


即 我 们 实际 上 得 到 一 个 关于 标量 A(x,y) 的 方程 . 如 果 介 质 是 块 状 均匀 的 , 则 


(30. 7) 式 月 绪 为 
4 


[ue 


AA=—— pj(z,Y) (30. 8) 


是 边界 条 件 是 4 和 -起 在 分 界面 上 连续 @， 


如 果 电 流 分 布 对 >z 轴 是 对 称 的 : js = j(7) (7 是 至 z 轴 的 距离 ), 则 磁场 可 
以 非常 简单 地 求 出 . 显然 , 在 这 种 情况 下 , 磁力 线 为 + = 常数 的 一 族 圆 . 磁场 的 





绝对 值 直接 由 下 式 得 出 : 
4r /. 
fH a= 2 jar, (30. 9) 
这 个 方程 是 (30. 2) 式 的 积分 形式 . 因此 
ey (30. 10) 


@ 我 们 注意 到 , 求 平 面 静 磁 场 问题 相当 于 求 电 介质 内 密度 为 pex 的 外 电 集 所 产生 
电场 的 平面 静电 学 问题 . 后 一 问题 要 求解 方程 
div(e grad p) = 一 4Tpex 
(Po 为 电势 ), 它 与 (30.7) 式 不 同 只 是 分 别 用 y, pex,1/e 代替 了 4,J/c4 和 的 边界 条 件 
也 相同 .但 是 按照 p 或 4 分 别 求 EE 或 BB 时 就 会 发 生 差别 .矢量 E= 一 gradw 和 B=rotA 
的 绝对 值 在 每 一 点 相同 ,但 方向 互相 垂直 . 
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式 中 J(7) 是 流 过 7 = 常数 的 圆 内 的 总 电流 . 
当 圆 电流 分 布 为 轴 对 称 , 也 即 是 在 柱 面 坐标 7,w,z 内 电流 分 布 形式 为 
Jr = Jz = 0, yo 


时 , 矢量 方程 (30.5) 也 可 以 化 成 标量 方程 . 我 们 现在 来 寻求 形式 为 4 = 4z = 
0, Ay = 4A(7,z) 的 矢 势 . 这 时 磁感应 强度 B= rot A 的 分 量 为 


04 1 0 


人 B; = “(4), By, = 0, 
而 方程 (30.2) 的 o 分量 给 出 
DO /104 0 1 0 4r . 
> (3 六) {去 总 = = (30.11) 


在 介质 的 磁性 质 可 以 忽略 (也 即 是 可 以 处 处 令 = 1) 的 重要 情况 下 , 电 
流 的 磁场 方程 可 以 在 普遍 形式 下 解 出 . 这 时 全 空间 内 的 矢 势 方程 为 


且 在 不 同 介 质 分 界面 上 (包括 有 电流 流 过 的 导体 分 界面 ) 没有 加 上 任何 附加 
条 件 . 这 个 方程 的 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 解 为 


1 三 7 
A=- | SdVv. 30. 


式 中 有 R 是 从 我 们 寻求 4 的 点 (观测 点 ) 至 体积 元 dV 的 距离 (参见 本 教程 第 二 
卷 843). 把 算 符 rot 作用 到 这 个 式 子 上 时 , 应 该 记 住 , 被 积 式 中 的 元 必须 对 观 
测 点 坐标 求 微 商 (7 与 观测 点 坐标 无 关 ), 于 是 
Le | 
rot 元 grad 大 a -ze x 了 7)， 
式 中 径 矢 RR 的 方向 从 dV 指向 观察 点 . 因此 


1 /jxR 
1 -= / 所 dV. (30.13) 


如 果 电 流 流 过 的 导体 足够 细 ( 细 导 线 ), 且 我 们 感 兴 趣 的 只 是 导体 周围 的 
人 磁场, 则 导体 厚度 可 以 忽略 不 计 . 以 后 我 们 将 不 止 一 次 地 研究 这 种 所 谓 的 线 电 
流 . 在 此 情况 下 , 对 导体 体积 的 积分 就 可 以 代 之 以 对 线 电流 回路 的 积分 . 这 就 
是 说 , 可 从 体 电流 公式 得 到 线 电流 公式 , 只 要 在 体 电 流 公式 内 作 如 下 代 换 : 





jdV 一 Jdl, 


0 第 四 章 静 磁 场 


式 中 J 是 流 过 导体 的 总 电流 . 例如 , 从 公式 (30.12) 和 (30.13) 我 们 得 到 


J /dl J/dxR 
a 一 


(30.14) 


R C 

第 二 个 公式 表达 的 就 是 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 . 
线 电 流 磁 场 的 这 种 简单 公式 甚至 与 j= 1 的 要 求 无 大 . 因为 我 们 已 忽略 
了 导体 的 厚度 , 因此 对 它 的 表面 不 必 加 上 任何 边界 条 件 , 而 导体 材料 的 磁性 质 
一 般 并 不 重要 (它们 甚至 可 以 是 铁 磁 性 的 ). 因此 , 对 于 导体 周围 介质 内 的 场 ， 

方程 (30.6) 式 的 解 为 
A /fd peH /dxR 
C 


一 


忆 - ce R3 
这 个 解 当 介质 的 磁化 率 为 任何 值 时 都 适用 . 于 是 , 介质 的 存在 只 是 使 磁感应 强 
度 改变 为 原来 的 j 倍 , 而 磁场 强度 百 = = 则 一 般 不 发 生变 化 


求 线 电流 磁场 的 问题 也 可 以 作为 势 论 问题 来 解决 ， 由 于 我 们 忽略 了 导 
体 的 体积 , 因此 实际 上 所 求 的 是 没有 电流 的 整个 空间 内 的 场 (除开 一 条 奇 导 
线 线 电 流 之 外 ). 而 当 电流 不 存在 时 , 静 磁场 具有 满足 均匀 介质 内 拉 普 拉 
斯 方程 的 标 势 . 但 是 , 磁场 势 和 电场 势 之 间 存 在 重大 差别 . 电场 势 永 远 是 单 什 
函数 , 这 是 因为 在 整个 空间 内 (包括 电荷 所 在 处 ), rot B= 0. 因而 绕 任何 封闭 
回路 一 周 的 电势 变化 ( 即 五 沿 这 回路 的 环 量 ) 等 于 零 . 但 磁场 绕 包围 线 电流 的 
回路 一 周 的 环 量 并 不 为 零 , 而 等 于 二 所 以 绕 线 电流 一 周 后 , 磁场 势 即 改变 
这 样 一 个 量 , 也 即 是 说 , 磁场 势 是 多 值 函数 

如 果 电 流 系统 集中 在 空间 的 一 有 限 区 域内 (在 介质 和 导体 内 , p = 1), 则 
在 离 它 很 远 处 , 磁场 的 和 撩 势 的 形式 为 

VxXR 
R3 i 


(30.15) 


A=: (30.16) 





其 中 
1 
.6 = Te fr x IdV (30.17) 


为 该 系统 的 总 磁 矩 也 ， 
对 于 线 电流 , 这 个 表达 式 的 形式 变 为 
MM = 元 少 xdl 


C 
@ 参阅 本 教程 第 二 卷 844. 那里 的 推导 以 明显 的 方式 使 用 了 电流 是 单个 带电 粒子 
运动 的 结果 这 一 概念 . 当然 这 种 推导 是 非常 普遍 的 , 但 利用 纯粹 的 宏观 方法 也 可 以 得 
到 (30.16) 式 ( 见 本 节 习 题 4). 
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而 且 可 以 把 它 变换 为 对 电流 回路 所 包围 表面 的 面积 分 . 乘积 af = jr x dl 的 
绝对 值 等 于 由 矢量 ” 和 dl 所 构成 的 三 角形 面积 元 的 面积 . 但 矢量 积分 / df 
与 究竟 沿 哪 一 个 (回路 所 包围 的 ) 表面 进行 积分 无 关 . 于 是 , 闭合 线 电 流 的 磁 
矩 等 于 
. = > [af (30.18) 
C 


特别 是 , 对 于 平面 闭合 线 电流 , 磁 箱 就 等 于 ,其 中 3 是 电流 所 包围 的 那 部 
分 平面 的 面积 : 

在 本 节 即 将 结束 时 我 们 研究 一 下 导体 内 的 能 流 问题 . 导体 内 (以 焦耳 热 
形式 ) 所 耗 散 的 能 量 是 由 电磁 场 的 能 量 吸取 的 . 在 稳定 状态 下 , 表示 能 量 守恒 
定律 的 “连续 性 方程 为 


一 qiv9 王 7 .五 ， (30.19) 
其 中 S 为 能 流 密 度 . 在 导体 内 , 能 流 密度 的 表达 式 为 
C 
=~—ExH ; 
5 = ExH, (30.20) 





这 个 表达 式 在 形式 上 和 真空 中 场 的 坡 印 之 矢量 表达 式 相 同 . 通过 直接 验算 容 
易 确认 这 点 : 利用 方程 rot BE =0 和 (30.2) 式 计 算 div S, 就 可 得 到 (30.19) 式 . 

如 果 考 虑 到 EB 和 Hi 的 连续 性 和 (30.20) 式 在 导体 外 的 真空 内 也 是 正确 
的 , 则 独立 于 上 面 的 推导 , 从 导体 表面 上 S 的 法 向 分 量 连续 这 个 显然 的 条 件 ， 
也 可 单 值 地 得 到 (30.20) 式 . 


1. 试 求 闭 合 线 电 流 的 磁场 的 标 热 . 
解 : 把 回路 积分 变换 为 对 回路 所 围 成 面积 的 积分 , 我 们 得 到 


J /dl J 1 J 1 
,We net ed a ee ad | 
> /af x vi B=rotA -| as VY 


(变换 时 必须 考虑 到 A(1/R)=0), 与 如 = 一 gradw 比较 , 我 们 求 得 标 热 为 


1__7 /dR 
p=7 | df: va= -| R3 


从 几何 上 说 , 上 式 中 积分 代表 从 场 的 观察 点 处 看 到 的 闭合 回路 所 张 的 立体 角 
7. 上面 正文 中 提 到 标 势 的 多 值 性 表现 为 , 当 观 察 点 沿 着 环绕 导线 的 闭合 线路 
移动 时 , 立体 角 中 达到 2r 后 改变 符号 , 变 成 一 27. 

加 在 习题 1 一 4 内 假定 处 处 六 = 1 
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2. 试 求 半 径 为 a 的 圆 形 线 电流 的 磁场 . 

解 : 选择 柱 面 坐标 系 7,w,z 的 原点 在 圆心 上 ,而且 ww 角 从 穿 过 z 轴 和 场 
的 观察 点 的 平面 算 起 . 于 是 和 失势 只 有 分 量 A = 4(mz), 根据 (30.14) 式 我 们 写 
出 





于 


J ¢ cospdl 2J 三 a cos pdw 
C 


Rg 0 (a2 十 T2 十 2 一 2arcosp)12- 
由 w= 二 A 十 20 引进 新 变数 0, 于 是 可 以 把 以 上 表达 式 改 写 为 以 下 形式 


4. /a 有 
=—/—-|1[l1—-—)K—bEl, 
A= 人 (1-)K 


2 4ar 
(a+7)?2+22 


而 和 万 是 第 一 类 和 第 二 类 完全 椭圆 积分 : 


K = 三 V1— k?sin? 0d6. 
和 k2 sin” 


其 中 


于 是 我 们 求 得 磁感应 强度 的 分 量 为 


人 2 - | 
zz crvV(a+r)?+2z2 (Gs 
O J 2 02 一 7r2 一 z2 
B A se 下 
Zz i = 5p) = (a 下 r)? | ( )? 二 zz | 
其 中 我 们 使 用 了 很 容易 验证 的 公式 : 
5K 万 K dE _ E-K 
Ok kl—k) KE Ok kk 


在 坐标 轴 上 (r = 0) 
2xa? J 
c(a2 + 22)3/2 
公式 用 直接 的 初等 计算 也 可 以 得 到 . 
3 二 确定 无 限 长 柱 形 导体 中 入江 孔 内 的 磁场 , 沿 导体 流 过 的 电流 均匀 
ee (图 18). 
解 : 如 果 柱 体 没 有 小 孔 , 则 柱 体内 的 磁场 等 于 
2T7V ;DT 


aa yap 
了 C ” 4 c 


Ds 








( 柱 及 孔 的 尺度 以 及 坐标 轴 的 标记 符号 如 图 18 所 示 ). 
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如 果 内 柱 体 上 流 过 的 电流 密度 为 一 7, 则 它 在 同一 观察 点 处 所 产生 的 磁场 
为 








277Y a es 27j7 

C Y C 
把 这 两 个 场合 加 起 来 , 就 得 到 小 孔 内 的 场 . 注意 到 zx 一 x 二 O00' = 二 hy = 二 ,我 
们 求 得 





H;=0, H,= 


也 即 是 所 求 磁 场 是 沿 Y 轴 方 向 的 均匀 磁场 . 

4. 试 从 (30.12) 式 推导 距离 电流 很 远 处 场 的 矢 势 公式 (30.16). 

解 : 设 及 = Ro 一 7, 其 中 Ro 和 7 是 从 电流 区 域内 菜 处 的 坐标 原点 分 别 
至 观察 点 和 体积 元 dV 的 径 和 拓 . 把 被 积 函 数 表达 式 展 开 成 了 的 需 级 数 , 并 注意 


到 / jdV = 0, 我 们 得 到 
Rx 
( 略 去 了 尽 的 下 角 标 0). 分 部 积分 恒等式 
| mi div ydV 一 0， 
我 们 得 到 
/Ga + jkTi)dV = 0. 
因此 , 可 以 把 A; 改写 成 
Rx | 
,= i 一 Tijk)dV, 
A; CR3 fe L Jk) 


这 和 (30.16) 式 相 同 . 
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5. 试 求 线 电流 在 磁 各 向 异性 介质 内 所 产生 的 磁场 (A. C. 维 格 林 , 1954). 
解 : 在 导体 周围 的 各 向 异性 介质 内 , 我 们 有 

OH 
OX; 
其 中 jix 为 介质 的 磁 导 率 张 量 . 我 们 不 通过 亡 =rot A 引进 和 失势 ,而 是 引入 另 
A 


div B = jix = 0， (1) 


OC 1 
1 一 a (2) 


(ei 是 反对 称 单位 张 量 ) 定义 .表达 式 (2) 也 恒 满 足 方程 (1). 对 这 样 求 得 的 舌 
量 O, 我 们 还 可 以 加 上 附加 条 件 


OC 
(> 三 :一 一 :三 心 
div 0 (3) 


中 bb] 4 -~ \ 4 
把 (2) 式 代入 方程 rot H = eh 我 们 得 到 


OH O20; 477; 
ejjl 一 一 三 一 一 一 一 一 
本 OXk Pe OPEOL, c 





(变换 时 利用 了 等 式 


Cikl€ElImn 一 Od Ora a Oe 


和 条 件 (3)). 这 样 求 得 的 C Wr 在 形式 上 和 各 向 异性 介质 内 电荷 所 产生 
的 电场 势 的 方程 相同 (813, 习题 2). 其 解 的 形式 为 


本 
V luli RiRe 


(| 为 张 量 jwin 的 行列 式 , RR 为 观察 点 和 dV 之 间 的 径 矢 ). 转换 到 线 电流 情况 ， 
我 们 最 后 得 到 


ps polRiRy 


831 磁场 内 的 热力 学 天 系 式 


我 们 将 会 看 到 , 磁场 内 磁体 的 热力 学 关系 式 的 最 后 形式 和 电场 内 介 电 体 
的 相应 热力 学 关系 式 非常 相似 . 然而 它们 的 推导 却 和 在 810 中 进行 的 推导 有 
重大 差别 . 这 种 差别 归根 结 底 是 由 于 磁场 和 电场 不 同 , 磁场 对 在 其 内 部 运动 的 


8$31 磁场 内 的 热力 学 关系 式 hy 


电荷 不 做 功 (因为 作用 在 电荷 上 的 力 与 其 速度 垂直 ). 因此 , 要 计算 加 上 磁场 后 
介质 的 能 量变 化 , 必须 研究 由 磁场 变化 所 感 生 的 电场 和 求 出 电场 对 电流 (磁场 


源 ) 上 所 做 的 功 . 
因此 , 必须 引入 确定 电场 和 交 变 磁场 关系 的 方程 . 这 个 方程 
10B 


是 对 微观 方程 (1.3) 求 平 均 的 直接 结 
在 时 间 8t 内 , 电场 巨 对 电流 j 所 做 的 功 等 于 
st /dr 
将 这 个 量 反 号 就 是 维持 电流 流动 的 外 源 电动 势 对 场所 做 的 功 8R， 将 j= 
二 rot 瑟 代入 上 式 , 我 们 得 到 
Yo Rs /5 ehot Fd 
47 
= at 二 1 div(E x H)dV — a {H rot EdV. 


上 式 右 端的 第 一 个 积分 变换 成 对 无 穷 远 表面 的 积分 后 变 为 零 . 在 第 二 个 积分 
内 , 代入 (31.1) 式 的 rot 并 引进 磁感应 变化 SB = 5 后 , 最 后 得 到 


] 
QR i .OBdV. (31.2) 
47n 


这 个 公式 的 形式 和 电场 发 生 无 穷 小 变化 时 所 做 功 的 表达 式 (10.2) 十 分 类 
似 . 但 是 应 该 注意 , 这 两 个 公式 在 物理 上 实际 并 不 完全 类 似 , 因为 和 五 不 同 ， 
五 并 不 是 真实 微观 磁场 强度 的 平均 值 . 

得 到 了 (31.2) 式 以 后 , 就 可 以 类 似 810 中 与 出 电场 内 电介质 的 热力 学 天 
系 式 那 样 , 写 出 磁场 内 磁体 的 全 部 热力 学 关系 式 ; 只 要 在 前 面 得 到 的 公式 中 分 
别 用 五 和 BB 代 蔡 记 和 DD 就 已 足够 . 为 了 以 后 引用 方便 , 我 们 在 这 里 写 下 其 
中 一 些 公式 . 对 于 总 自由 能 和 内 能 的 微分 , 我 们 有 


07 = -Ya7+ 于 | HBdV, 


(31.3) 
5Y =-T57+ 却 /可 .5Bdy 
相对 于 单位 体积 的 这 些 量 为: 
1 
dF=—SdT+¢dp + iH.dB, 
(31.4) 


1 
dU =TdS+Cdp+ iH.dB. 
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除了 ,U0 之 外 , 我 们 也 需要 热力 学 努 














区 H:B ~ H:B 
UVU=U-D— pp F=F— (31.5) 
它们 的 微分 分 别 为 
dF=—SdT+Cdp— BB .dH., 
| (31.6) 
dV =TdS+Cdp— BdH. 
在 B= LH 的 线性 关系 下 , 可 以 将 所 有 这 些 量 的 最 后 形式 写 为 
22 B? 
区 三 VD 下 二 T= F(T,p)+ oy 
8TT1 87H 
i uH? (B17) 
U = Uo(S, p) re o(T, p) 3 


我 们 可 以 把 功 SR (或 者 温度 为 常量 时 的 8 多 ) 通过 电流 密度 和 磁场 矢 势 
表示 成 另 一 种 形式 . 为 此 , 假定 5B = rot84, 并 写 出 


(8F)T = 起 Po 
/ a 二 > 
等 式 右 端 第 一 个 积分 再 次 为 零 , 而 第 二 个 积分 得 出 
(SGJr = - | Sa (31.8) 
通过 类 似 变 换 可 以 得 到 


一 


(S82) = -- / A.8jdV. (31.9) 
注意 到 以 下 这 点 颇 有 益处 , 即 在 宏观 电动 力学 的 数学 表述 形式 中 ,磁场 之 


源 电 流 所 起 的 作用 类 似 于 电场 之 源 电 势 (而 不 是 电荷 ) 所 起 的 作用 . 把 (31.8) 
式 和 (31.9) 式 与 电场 内 的 类 似 公式 : 


(SF )7 = | ppdv (3 多 )7 = ~ | pspav (31.10) 


比较 对 照 , 就 可 明显 地 看 出 这 一 规则 ( 见 (10.13)，(10.14) ). 我 们 看 到 , 在 这 些 
公式 内 ,电荷 和 电势 的 排列 次 序 与 公式 (31.8) 、(31.9) 内 电流 和 电势 的 排列 次 
序 正 好 相反 9. 

Q@ 有关 这 一 差别 的 意义 ,参见 833 的 第 二 个 脚注 . 


832 ”磁体 的 总 自由 能 ee 


由 于 电场 和 磁场 的 热力 学 关系 式 (用 场 强 和 感应 强度 表示 ) 在 形式 上 完 
全 相同 , 因此 , 818 所 求 得 的 热力 学 不 等 式 也 可 以 照搬 到 磁场 上 . 特别 是 我 们 
已 看 到 , 由 它们 可 得 到 不 等 式 s > 0. 在 电场 情况 下 , 这 个 不 等 式 没 有 什么 意 
义 , 因为 它 比 根据 其 他 理由 所 得 到 的 s > 1 这 一 条 件 要 弱 得 多 . 但 是 , 在 磁场 
情况 下 , 类 似 的 不 等 式 

人 > 


却 是 很 重要 的 , 因为 它 是 对 磁 导 率 可 能 值 所 加 上 的 唯一 限制 
832 ”磁体 的 总 目 由 能 


在 $11 中 我 们 得 到 了 电场 内 介 电 体 的 总 自由 能 多 的 表达 式 . 这 个 量 的 热 
力学 性 质 之 一 , 是 当 产 生 电 场 的 场 源 (电荷 ) 不 变 时 , 该 量 的 变化 决定 了 电场 对 
物体 所 做 的 功 . 在 磁场 内 自由 能 多 起 着 类 似 的 作用 , 因为 在 磁场 的 源 (电流 ) 
给 定时 , 自由 能 的 变化 给 出 对 物体 所 做 的 功 . 

下 面 的 推导 过 程 和 811 中 的 推导 完全 类 似 . 我 们 定义 “总 ”自由 能 多 为 


~ 入 ? 
= (+ 二 dV, 和 


式 中 邹 为 磁化 介质 不 存在 时 场 源 所 产生 的 磁场 . 括号 中 的 “十 ”号 (代替 (11.1) 
式 的 “” 号 ) 与 对 于 真空 内 的 磁场 多 的 值 为 


( 见 (31.7) ) 有 关 . (32.1) 式 的 积分 对 整个 空间 进行 , 包括 带 有 产生 磁场 的 电流 
的 导体 的 体积 在 内 名 . 
我 们 来 计算 磁场 发 生 无 穷 小 变化 时 多 的 变化 (在 给 定 温度 下 且 不 破坏 介 


质 的 热力 学 平衡 ) 因为 6 所 二 -BB .5H, 故我 们 有 


8 多 = - | (B.8H -$35)dV/4 


es fa —_ 5). 89dV/4r — | B.(8H — 85)dV/4n 一 hs - H). 55dV/4n. 
(3 


在 811 内 ,我 们 曾 假定 (11.1) 的 积分 是 对 整个 空间 进行 的 , 其 中 不 包括 产生 场 的 
带电 导体 的 体积 . 在 那里 可 以 这 样 做 是 因为 在 带电 导体 内 不 存在 电场 ,但 在 有 电流 流 
过 的 导体 内 存在 磁场 , 因此 计算 总 自由 能 时 不 能 把 它 除去 不 考虑 . 
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引进 场 5 的 矢 势 和 在 上 式 右 端 第 一 项 内 , 我 们 写 出 


(H-$).85 = (HS5).rotdU 
一 divBUx (H —$) +6U-.rot(H — $5). 


但 是 按照 定义 , 场 态 入 是 由 同一 些 电 流 7 所 产生 的 , 这 些 电 流 在 导体 体积 
内 的 分 布 与 其 所 产生 的 场 无 关 (参见 830), 亦 即 与 周围 空间 内 是 否 存 在 磁体 无 
天 . 因此 , 巨 和 满足 同样 的 方程 


47 . 4r . 
rotH = 7 rot = 一 


于 是 rot( 瑟 一 务 ) = 0. 把 div Sx (五 一 与)| 的 积分 变换 为 对 无 穷 远 表面 的 积 
分 后 结果 为 零 . 
由 类 似 方 式 可 以 证 明 ，(32.2) 式 右 端 第 二 项 也 等 于 零 , 因此 


8 全 一 -元 /ja de -fm ,85dV. (32.3) 


因此 , 我 们 得 到 了 与 电场 情况 下 8 多 表达 式 (11.3) 类 似 的 8 多 的 表达 式 . 特别 
是 在 均匀 外 磁场 与 内 , 我 们 得 到 与 (11.5) 式 类 似 的 d 多 的 表达 式 : 


re 


dF = -fdT -NM :dy5, (32.4) 


式 中 N 为 物体 的 总 磁 矩 . 
在 这 里 我 们 不 再 重复 后 续 计算 , 而 是 根据 与 811 中 公式 的 类 比 写 出 以 下 
公式 . 在 B= 1H 的 线性 关系 下 , 我 们 有 


FFP0(V,T) = - /5 MdyvV. (3 
特别 是 在 均匀 外 场 内 ， 


多 -Fo(V,T) = -55 NM. (32.6) 





二 5 ) dV, (32.7) 


与 对 于 外电 体 的 公式 (1£12) 类似 : 


833 电流 系统 的 能 量 . 151 ， 


811 内 曾 给 出 了 介 电 体 极 化 率 很 小 情况 的 简化 公式 . 由 于 上 面 提 到 大 多 
数 物体 的 磁化 率 都 很 小 , 因此 类 似 情况 对 磁场 来 说 显得 特别 重要 . 这 时 我 们 有 


FF-F0= -4 | srav. (32. 8) 


对 磁场 而 言 , 也 可 得 到 与 814 类 似 的 结果 . 这 指 的 是 磁 导 率 风 发 生 无 穷 小 
变化 时 所 引起 的 磁体 热力 学 量 的 变化 : 这 时 假定 场 源 不 变 . 由 上 面 所 述 已 经 清 
楚 , 代替 多 (在 814 内 ) 的 变化 , 我 们 现在 必须 研究 .多 的 变化 . 我 们 这 里 不 去 
重复 类 似 于 (14.1) 式 的 推导 过 程 , 它 所 导致 的 结果 为 


在 814 内 曾 根 据 类 似 于 (32.5) 式 的 (11.7) 式 作 出 结论 : 物质 的 电极 化 率 为 
正 . 但 是 在 磁场 情况 下 却 不 能 作出 这 样 的 推论 , 且 磁 化 率 可 以 为 正 , 也 可 以 为 
负 . 这 一 重大 差别 的 原因 在 于 磁场 内 运动 电 答 系统 的 哈密 顿 量 不 但 (如 在 电场 
情况 一 样 ) 包含 场 的 线性 项 , 也 包含 场 的 平方 项 . 因此 , 按照 (14.2) 式 利 用 微 扰 
论 求 磁 场 内 物体 的 自由 能 变化 时 , 不 但 二 次 近似 项 有 贡献 , 一 次 近似 项 也 有 页 
献 . 这 时 对 变化 的 正 负 号 不 能 给 出 任何 一 般 性 的 结论 ; 在 顺 磁体 内 它 取 正 值 ， 
而 在 抗 磁 体内 则 取 负 值 . 

在 814 内 曾 对 物体 在 电场 内 的 运动 方向 作出 结论 . 从 (32.9) 式 也 可 以 得 
出 类 似 结 论 . 但 是 由 于 4 可 以 大 于 1, 也 可 以 小 于 1, 因 此 物体 在 磁场 内 的 运动 
方向 不 是 普 适 的 . 例如 在 准 均匀 场 内 , 顺 磁体 (1 > 1) 回 磁场 强度 增加 方 癌 移 
动 , 而 抗 磁 体 (人 /< 1) 则 向 五 减 小 方向 移动 . 


833 电流 系统 的 能 量 


我 们 来 研究 有 电流 通过 的 导体 系统 . 假定 无 论 导 体 或 导体 所 在 的 介质 都 
不 是 铁 磁性 的 , 于 是 处 处 有 B = 1H. 根据 831, 导体 系统 的 总 自由 能 可 通过 
电流 所 产生 的 磁场 用 以 下 关系 式 表示 : 


1 
多 = 去 |/ . BdV. (33.1) 
我 们 这 里 略 去 了 与 电流 无 关 的 常量 .2 ( 当 物 体温 度 给 定时 )，(33.1) 式 中 的 积 
分 对 整个 空间 进行 , 既 包 含 导体 内 , 也 包含 导体 外 的 空间 . 
这 个 自由 能 也 可 以 通过 积分 


1 
F = /A-iav 人 有 区 
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用 电流 来 表示 ( 试 比较 从 (31.2) 式 到 (31.8) 式 的 转换 ). 上 式 的 积分 只 对 导体 
体积 进行 , 因为 在 导体 外 ,7 = 0. 

由 于 场 方程 是 线性 的 , 因此 可 以 把 磁场 写成 由 每 一 电流 各 自 产生 的 磁 
场 之 和 的 形式 ( 求 每 一 电流 各 自 产生 磁场 时 , 均 假定 其 余 导 体内 没有 电流 ) : 
如 = 5Ho. 于 是 , 总 自由 能 (33.1) 式 变 为 


> Guo 十 》 .Go0， (33.3) 


a>b 


其 中 
1 1 
Fo a /H E Bu,dV, 一 4 元 | 二 “ BpdV (33.4) 


(ft = | HH Bo = 1Ho: Ho = Hs: Bo, 式 中 是 空间 各 给 
定点 的 磁 导 率 ). 量 多 可 以 称 为 第 a 个 导体 的 电流 的 本 征 自由 能 , 而 .606 称 
为 导体 a 和 5 的 相互 作用 能 . 但 是 必须 注意 , 只 有 略 去 了 导体 本 身 和 介质 的 磁 
性 质 后 , 这 些 名 称 才 是 名 副 其 实 的 . 在 相反 的 情况 下 , 每 一 个 电流 的 磁场 ( 因 
而 其 能 量 ) 也 与 其 余 导 体 的 位 置 和 磁 导 率 有 关 . 

与 (33.2) 式 相 应 ，(33.4) 式 中 的 量 也 可 用 每 个 导体 内 的 电流 js 来 表示 : 


8 


] 1 1 
aa 一 oe | E AudV,, oh 0 ;> /i ArdV, 一 可 及 Audl,. (33.5) 


多 oa 内 的 积分 只 对 第 a 个 导体 的 体积 进行 , 而 多 os 可 表示 为 两 个 式 子 中 任何 
一 个 的 形式 , 其 中 积分 分 别 对 导体 a 或 导体 5 的 体积 进行 . 

当 电 流 密度 在 导体 体积 内 的 分 布 规律 给 定时 , 多 66 值 只 与 流 过 导体 截面 
上 的 总 电流 强度 J。 有 关 . 这 时 与 量 J 成 正比 的 不 只 有 电流 密度 7, 还 有 该 电 
流 所 产生 的 场 . 因此， 整个 只 分 oa 二 J2 成 正比 . 把 它 写 成 

a i J (33.6) 

式 中 Zoo 称 为 导体 的 自 感 系数 . 由 类 似 方式 , 两 电流 的 相互 作用 能 与 乘积 J 
成 正比 : 


1 
多 ob = Lab /a (90 
量 Ls 称 为 导体 的 互感 系数 . 因此 , 电流 系统 的 总 自由 能 
1 1 
0 > Too 有 十 瑟 > LovJal = 23 > > Dah (33.8) 


这 个 二 次 式 的 正定 性 条 件 对 其 中 的 系数 值 加 上 了 一 系列 限制 .特别 是 , 所 
有 的 La。 > 0, 而 
By J 
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在 导体 为 任意 大 小 的 普遍 情况 下 , 电流 的 能 量 的 计算 要 求解 出 场 方程 的 
完全 解 , 这 是 一 个 很 复杂 的 任务 . 但 是 , 如 果 导 体 本 身 以 及 介质 的 磁 导 率 都 可 
以 假定 等 于 1, 那么 问题 可 得 到 简化 . 我 们 注意 到 , 这 时 电流 的 能 量 一 般 不 再 
依赖 于 物体 的 热力 学 状态 (特别 是 不 依赖 于 它 的 温度 ), 因此 在 上 面 得 到 的 全 
部 公式 中 , 自由 能 也 可 以 直接 称 为 能 量 . 

当 j= 1 时 ,电流 7 所 产生 的 磁场 失势 由 公式 (30.12) 给 出 . 因此 , 我 们 得 
到 导体 的 本 征 能 ; 四 

Fa = 3 "| | dVdV, (33.9) 


式 中 两 个 积分 部 是 对 给 定 导 体 的 体积 进行 ,而 及 是 dV 和 dV’ 之 间 的 距离 . 用 
类 似 方式 , 得 到 两 导体 的 相互 作用 能 > 





] Ja “ Jo 
9 = b | dVadVi, (33.10) 


式 中 dVs 和 dW 分 别 是 各 个 导体 的 体积 元 . 
两 个 线 电流 的 相互 作用 能 可 以 特别 简单 地 计算 出 来 . 分别 用 Jodl。 和 
Jodls 代 换 jadVs 和 训 pdW%, 即 可 将 63.10) 式 中 的 体 电流 化 为 线 电 流 , 我 们 发 现 


互感 系数 为 ee 
了 — $4 


因此 在 这 种 近似 下 , Las 只 依赖 于 两 个 回路 的 形状 、 尺 度 和 相互 位 置 , 而 与 电 
流 沿 导线 截面 的 分 布 无 关 . 应 强调 指出 , 在 线 导 体 情况 下 , 要 得 到 这 样 简单 的 
式 子 , 甚至 并 不 需要 假定 处 处 j= 1. 在 我 们 略 去 导线 厚度 的 近似 下 , 导线 材 
料 的 磁性 质 一 般 并 不 影响 它们 所 产生 的 场 , 因此 也 不 影响 它们 的 相互 作用 能 . 
但 是 , 如 果 导 线 周 围 介质 的 磁 导 率 4 不 为 1, 则 按照 (30.15) 式 , 它 直 接 使 磁场 
的 天 势 (同时 使 磁感应 ) 增加 为 原来 的 倍 . 因此 , 互感 应 系数 也 增加 为 同样 


的 倍数 , 于 是 
soe fs Ga 


计算 线 导体 的 自 感 系数 则 要 困难 得 多 . 这 个 问题 将 留待 下 一 节 研究 
线 电 流 系统 的 总 能 量 还 可 写成 男 一 种 形式 . 为 此 , 我 们 再 回 到 (33.2) 式 的 
积分 , 在 线 电流 情况 下 , 其 形式 为 


1 
多 = 二 2 fa Ls (33.19) 


式 中 A 为 在 第 a 个 导体 dls 点 处 的 总 磁场 矢 势 . 从 (33.2) 式 变换 到 (33.12) 式 
所 引起 的 主要 误差 , 在 于 略 去 了 沿 导 线 横 截面 的 磁场 (包括 电流 的 本 征 场 在 
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内 ) 的 变化 . (33.12) 式 中 的 每 一 回路 积分 均 可 以 变换 为 面积 4 


f Aids= frotA.dfs= | Baf 


亦 即 表示 为 通过 第 a 个 电流 回路 的 磁感应 通 量 (或 者 一 般 称 为 磁 通 量 ). 我 们 
用 9, 表示 这 一 通 量 . 于 是 


1 
多 = 二 2 $a. | 
> 了 (33.13) 


由 类 似 方式 , 可 用 磁 通 量 表示 外 磁场 内 线 电流 J 的 目 由 能 多 , 也 即 是 不 
包括 场 源 本 征 能 的 能 量 , 显然 


1 
F=-70, (33.14) 


其 中 $ 是 通过 电流 ,7 回路 的 外 磁场 通 量 ， 如 果 外 场 是 均匀 的 (而 在 介质 内 ， 
4=1), 则 5 =5. af. 根据 (30.18) 式 引入 电流 的 磁 矩 ,我 们 得 到 =.M:5. 


知道 了 电流 系统 的 能 量 与 导线 尺度 、 形 状 和 相互 位 置 的 函数 关系 后 , 直 
接 求 能 量 对 相应 坐标 的 微 商 , 就 可 求 出 作用 在 导体 上 的 力 . 但 是 这 时 发 生 的 问 
题 是 , 取 微 商 时 应 当 假定 电流 的 何 种 特征 量 为 常量 . 最 方便 的 是 在 电流 为 常量 
时 进行 计算 . 但 是 在 这 种 情况 下 , 扮演 自由 能 角色 的 量 是 多 . 因此 , 作用 于 广 
义 坐 标 g“ 上 ”的 广义 力 为 





导数 的 下 角 标 表示 , 到 微 商 时 保持 电流 强度 和 导体 温度 不 变 . 因为 在 自由 能 
我 们 略 去 了 与 电流 无 关 的 常量 部 分 , 因此 , 多 和 多 只 相差 一 个 正 负 号 , 于 是 


OF\ YORFY 1 Gy 
J ab 
(此 处 和 以 下 , 为 了 简单 起 见 , 我们 略 去 导数 的 下 角 标 T) 


特别 是 , 导体 的 本 征 磁 场 作 用 在 导体 上 的 力 由 下 式 给 出 : 
i 

2c2” Og 

其 中 工 是 导体 的 自 感 . 从 下 面 的 考虑 可 预先 看 出 这 些 力 的 作用 特征 . 当 电 流 强 

度 (和 温度 ) 保持 给 定 值 时 , 量 多 趋 于 极 小 值 . 在 现在 情况 下 , 多 = -LJ?/2e2， 


记 二 (33.16) 
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这 表明 作用 在 导体 上 的 力 趋向 于 使 导体 的 自 感 系数 增 大 . 但 是 后 者 是 长 度量 
纲 的 量 , 故 与 导体 尺度 成 正比 . 由 此 可 见 , 在 磁场 作用 下 , 导体 体积 增加 . 
对 于 处 在 外 磁场 内 的 电流 , 我 们 得 到 岂 


多 二 -多 = 一 砚 : 身 (33.17) 


在 上 面 得 到 的 全 部 能 量 公式 中 , 都 假定 了 磁感应 强度 和 磁场 强度 之 间 存 
在 线性 关系 .在 二 者 的 关系 为 任意 形式 的 普遍 情况 下 , 也 可 以 建立 类 似 的 微分 
关系 式 . 按照 (31.8) 式 , 磁场 发 生 无 穷 小 变化 时 所 引起 的 自由 能 变化 (保持 温 


度 为 铝 量 ) 为 


C 


8 | 7 .84dT 


或 者 , 对 线 电 流 系统 为 
lL 
5F = sD faa 
进一步 进行 如 同 从 (33.12) 式 变换 到 (33.13) 式 的 推导 , 我 们 得 到 人 @ 


1 
一 一 a 9,. | 
6F =- > 6 (33.18) 


类 似 地 , 从 (31.9) 式 求 得 


2 1 
a 33.19 
5F : 2 ( ) 


可 以 说 , 对 于 线 电流 系统 而 言 , 多 是 对 于 磁 通 量 的 热力 学 势 , 而 多 是 对 
于 电流 强度 的 热力 学 势 , 而 且 这 两 种 热 的 相互 关系 为 


pg ] 
一 2 9,. 二 
= 一- > 人 (33.20) 


因此 不 论 物 质 的 磁性 质 如 何 , 下 面 的 热力 党 关系 式 都 正确 : 


1 OF 1 OF 
-J = go -a 二 (33.21) 
@ 这 里 (与 (32.6) 式 比 较 ) 没有 因子 1/2, 因为 (33.17) 式 中 的 电流 磁 矩 是 一 个 不 变 
量 , 与 场 无 关 . 而 且 (32.6) 式 中 出 现 的 磁体 本 身 的 磁 和 矩 只 能 在 场 作用 下 发 生 . 
@ 我 们 注意 到 磁场 情况 下 的 (33.18) 式 和 电场 情况 下 的 (10.13) 式 之 间 有 一 个 明显 
的 类 似 . 此 时 电荷 的 角色 在 磁场 情况 下 由 磁感应 强度 扮演 . 这 一 类 似 有 直观 的 物理 解 
释 . 就 像 电 场 可 以 不 耗费 来 自 外 部 的 能 量 而 由 绝缘 导体 的 电荷 保持 一 样 , 磁场 也 可 以 
不 输入 外 部 能 量 而 由 通过 线圈 的 磁 通 量 为 常量 的 超 导 线 圈 维 持 . 因此 很 自然 , 在 电场 
和 磁场 情况 下 自由 能 多 的 变化 分 别 由 电荷 和 磁感应 通 量 的 改变 确定 . 
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如 果 把 这 些 公 式 应 用 于 磁场 和 磁感应 为 线性 关系 的 情况 , 则 当 多 由 (33.8) 
式 给 出 时 , 我 们 得 到 
一- Too 下 (33.22) 


因此 , 感应 系数 是 磁 通 量 和 产生 磁场 的 电流 强度 之 间 的 比例 系数 . 乘积 Las.Jo/c 
是 通过 电流 .6 的 回路 的 由 电流 有 (0 关 a) 所 产生 的 磁 通 量 , 而 LaaJo/c 则 是 通 
过 同一 回路 的 由 电流 .Js 所 产生 的 磁 通 量 . 


834 线 导 体 的 自 感 


在 计算 线 导 体 的 自 感 时 , 不 能 像 我 们 在 计算 两 个 导体 的 互感 时 那样 完全 
略 去 导线 的 厚度 . 倘若 这 样 做 了 以 后 , 我 们 从 (33.9) 式 得 到 的 自 感 为 


dl:.dl’ 
站 
ff 


其 中 的 两 个 积分 对 相同 回路 进行 ; 但 是 这 个 积分 当 RR 一 0 时 是 对 数 发 散 的 . 

导体 自 感 的 精确 值 取决 于 导体 内 的 电流 分 布 ; 电流 的 激发 方式 不 同 , 电流 
的 分 布 也 不 同 , 也 即 是 它 随 电动 势 加 到 导体 上 的 方式 而 变化 . 但 在 线 导 体 情 况 
下 , 在 相当 大 精确 程度 上 , 自 感 并 不 依赖 于 导体 截面 上 的 电流 分 布 规律 包 . 

我 们 把 自 感 表 示 成 相 加 形式 :二 = 工 e+ 靖 ) 此 处 的 L。 和 工 ; 是 分 别 由 导体 
内 和 导体 外 的 磁场 能 引起 的 . 对 于 线 导 体 , 自 感 的 主要 部 分 是 导体 外 部 分 Le. 
这 是 因为 闭合 线路 磁场 能 的 主要 部 分 是 在 离 导 体 自身 很 远 (与 它 的 厚度 比较 ) 
的 场 内 . 实际 上 , 无 限 长 直 导 线 每 单位 长 度 上 的 能 量 由 积分 


2 9 d 
Ee J es 二) -217d7 二 Le /3 
8 8 CF C 号 


(7 为 至 导线 轴 的 距离 , pe 征 外 部 介质 的 磁 导 率 ) 给 出 . 当 7 很 大 时 , 这 个 积分 
是 对 数 发 散 的 . 当然 , 对 于 闭合 回路 这 种 发 散 性 消失 , 因为 积分 在 与 回路 尺度 
同 数量 级 的 距离 上 被 “截断 ”. 将 上 面 的 积分 磁 上 导线 的 总 长 度 1, 并 取 ! 值 为 
积分 上 限 (积分 下 限 等 于 导线 半径 a), 我 们 得 到 能 量 近似 值 为 








2 
Ph 
C a 
由 此 得 到 自 感 为 
一 2Mel jn 和 (34.1 ) 


J 更 精确 地 说 , 它 不 依赖 于 电流 密度 只 在 与 导线 厚度 o 相 比 的 距离 上 才 有 重大 变 
化 的 电流 分 布 .但 是 , 如 果 电 流 分 布 使 得 电流 密度 在 小 于 a 的 距离 上 就 有 重大 变化 (如 
由 于 特殊 原因 在 趋 肤 效应 或 者 超导体 内 发 生 的 情况 ), 则 导线 的 自 感 也 发 生变 化 . 


§34” 线 导体 的 自 感 a 


这 个 式 子 具 有 通常 所 说 的 对 数 精确 度 , 它 的 相对 误差 为 1/ In (1/a) 的 数量 级 
而 假定 比值 1/a 大 到 使 其 对 数 也 很 大 @ 

线圈 (螺旋 管 ) 是 线 导体 的 一 种 特例 , 它 是 用 导线 绕 成 螺旋 形 , 而 相 邻 两 
正极 其 接近 . 如 果 我 们 略 去 导线 的 粗 度 和 相 邻 两 臣 间 的 距离 , 我 们 就 直接 得 到 
一 个 柱 形 导电 面 , 其 中 有 “表面 " 传导 电流 流 过 . 在 这 种 情况 下 导体 内 的 方程 
2 二 可 干脆 代 之 以 边界 条 件 


4 
7 x (H.-Hi)= 一 9， (34.2) 


式 中 9 是 面 电流 密度 , Hi 和 五 。 是 螺旋 管 表面 两 侧 的 磁场 强度 , 而 法 线 m 指 
向 介质 2 内 部 (参照 (29.16) 式 的 推导 ). 

如 果 螺 旋 管 是 无 限 长 的 柱 体 , 则 确定 这 种 螺旋 管 所 产生 的 磁场 非常 简单 . 
表面 电流 是 环形 电流 , 而 电流 密度 为 g = nJ, 此 处 J 为 流 过 导线 的 电流 ,而 n 
为 螺旋 管 单位 长 度 上 的 焉 数 . 柱 体外 的 磁场 为 零 , 而 柱 体内 的 磁场 是 均匀 的 ， 
沿 着 柱 轴 方 向 , 并 等 于 

一 一 
实际 上 , 在 导体 面 外 的 全 部 空间 内 , 这 个 磁场 明显 地 满足 方程 div 五 = 0 和 
rot 五 =0 以 及 表面 的 边界 条 件 (34.2) 式 . 
与 此 相应 , 单位 长 度 柱 体 上 的 磁场 能 为 
He 五 ” ,3 了 2 人 
Te 
( 为 柱 体 半径 ; we 适用 于 充满 螺旋 管 的 介质 ). 略 去 螺旋 管 两 端的 场 的 畸变 ， 
也 可 以 把 这 个 公式 应 用 到 长 度 h 有 限 ,但 比 5b 大 得 多 的 螺旋 管 上 . 于 是 我 们 得 
到 自 感 为 
L = 4nrn’b hue = 2rpenbdl, (34.3) 
其 中 ! = 2xbnh 是 线圈 内 导线 的 总 长 度 . 与 未 缠绕 的 同样 长 导线 的 自 感 比较 ， 


螺旋 管 自 感 的 增 大 (比较 (34.3) 式 与 (34.1) 式 ) 是 距离 很 近 的 线 下 之 间 存 在 互 
感 的 自然 结 


习题 @ 


1. 试 求 具有 圆 截 面 的 闭合 细 导 线 的 自 感 . 


前 面 正文 中 所 指出 的 自 感 不 依赖 于 电流 分 布 的 论断 ,实际 上 不 但 适用 于 近似 式 
(34.1), 也 适用 于 不 包含 大 对 数 项 的 后 续 近 似 (这 相当 于 在 对 数 的 宗 量 中 计 及 了 Wa 前 
面 的 系数 ) ; 参见 本 节 的 习题 . 

@ 习题 1 一 6 中 均 假定 介质 磁化 率 为 we = 1. 
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解 : 可 以 认为 导线 内 的 磁场 和 无 限 长 直 柱 体内 的 磁场 一 样 ， 即 


eo 
ca2 
(7 是 至 导线 轴 的 距离 , a 是 导线 的 半径 )， 由 此 求 得 自 感 的 “体内 ”部 分 为 
pa La 全 H2dV = J. (1) 


式 中 4 为 闭合 导线 的 长 度 
为 了 计算 自 感 的 “体外 ”部 分 Lc, 我 们 注意 到 细 导 线 外 的 场 与 导线 截面 
A 特别 是 , 如 果 假 定 电 流 只 在 导线 表面 流 过 , 则 外 磁场 的 能 


量 多 。 不 变 . 但 这 时 在 导线 内 部 瑟 =0, 因此 ,可 以 从 公式 (33.2) 算出 能 量 多 
鉴于 我 们 所 假设 的 沿 表面 分 布 电流 , 公式 (33.2) 内 的 积分 实际 上 变 成 洛 
导线 的 轴线 进行 的 线 积分 , 于 是 自 感 的 “体外 ”部 分 为 





其 中 被 积 函 数 内 的 A 取 在 导线 表面 上 的 值 . 在 变换 到 这 个 公式 时 也 考虑 到 ， 
在 我 们 所 使 用 的 近似 下 , 沿 导 线 的 圆规 面 周 长 磁 场 为 常量 . 

在 问题 已 归结 为 求 出 4|,-。 之 后 ,我 们 再 对 电流 分 布 作 另 一 个 假设 : 假设 
全 部 电流 都 在 导线 轴线 上 流 过 . 在 所 考虑 的 近似 下 , 导线 表面 上 的 场 值 并 不 因 
这 一 假定 而 改变 (在 圆规 面 直 导线 情况 下 , 它 也 完全 不 改变 ). 于 是 根据 (30.14) 


式 , 我们 有 
要 
a J 


其 中 忆 是 从 导线 轴线 的 线 元 dl 至 其 表面 给 定点 的 距离 . 把 积分 分 为 两 部 分 
分 别 相 应 于 尺 >A 和 尺 <A, 其 中 人 为 小 i a 
的 某 一 长 度 饥 . 在 尺 >A 区 域 的 积分 中 , 可 以 略 去 a, 并 把 展 简 单 地 理解 为 电 
流 回 路 上 两 点 间 的 距离 . 而 在 尽 <A 区 域 的 积分 可 以 认为 是 沿 回路 某 一 点 处 
的 切线 方向 . 用 去 表 示 这 一 方向 上 的 单位 失 量 , 我 们 写 出 


dl 人 dd 2 
/ = A tf EE = 2tarsinh 人 人 ~ ~ 2t1n 
R<A h 7 一 外 二 人 于 a 


这 个 表达 式 可 以 重新 改写 成 形式 为 


2 dl 
2t jn 一 守 == 
a A>R>a/? Rh 


”” @ 类 似 方法 曾 在 82 习题 4 中 计算 细 圆 环 的 电容 时 用 过 


A 
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的 积分 , 其 中 尺 仍 理解 为 电流 回路 上 两 点 间 的 距离 . 因此 , 与 尽 >A 区 域内 的 
积分 相 加 ， 就 得 到 表达 式 
-=> | a 
r=a CRya2 RR 


其 中 已 理所当然 地 消去 了 任意 参数 A. 


因此 ， 最 后 我 们 有 
dl .dz/ 
J 一 // J ( 包 ) 


R>a/2 
这 里 的 积分 遍及 回路 上 相互 间距 离 超过 a/2 的 所 有 点 对 . 
2. 试 确定 圆 截 面 (半径 为 a) 姓 线 的 细 圆 环 (半径 为 6) 的 自 感 . 
解 习题 1 公式 (2) 中 的 被 积 函 数 只 与 圆 环 上 的 弦 尺 所 张 的 中 心 角 op 
有 关 , 而 且 尺 二 2bs in (yp/2) 得 dl.dl' =dl.dl'coswyp. 因此 我 们 有 


ys .9Ab. 
ds 2 eh hie = 47b (- jn tan 0 2 COS 吕 ) 
po 2b sin 5 4 2 


A 





积分 下 限 由 2bs in (po0/2 a/2 定 出 , 由 此 得 oo Sa/20. 将 此 值 代 入 上 式 并 与 
Li = bj 相 加 , 就 得 到 满足 所 需 精 确 度 的 上 == 4 (m2+ 委 ) 特别 是 
(08 
0 ,一 4m0 (m7 了) 
a 4 

3. 导线 圆 环 (ji; = 1) 中 有 电流 流 过 ， 试 确定 在 此 电流 产生 的 磁场 作用 下 
圆 环 的 伸 长 . 

解 : 根据 (33.16) 式 ， 沿 导线 的 轴线 以 及 垂直 于 导线 的 轴线 作用 的 内 应 
力 , 分 别 由 以 下 公式 给 出 : 
I 
2c2 0( 2n8 “1 23000 


代入 前 一 题 内 的 工 值 ， 我 们 得 到 


Ata’ol 


由 此 求 得 圆 环 的 相对 伸 长 为 


< = 2 ) La i i 
bp El| ~ AnazeE a 4 


( 百 为 杨 氏 模 量 ，o 为 导线 材料 的 泊 松 系数 ,参阅 本 教程 第 七 卷 85). 
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4. 试 确 定 由 具有 圆 截 面 (半径 分 别 为 a 和 0b) 的 两 平行 直 导 线 (中 = 二 1) 组 
成 的 双 导 线 单 位 长 度 上 的 自 感 , 两 导线 的 轴线 相距 hh, 而 且 寻 线 内 有 大 小 相 
等 、 方 向 相反 的 电流 J 流 过 (图 19). 


图 19 


解 : 每 一 根 导 线 上 电流 产生 的 磁场 的 和 失势 方向 与 导线 轴 平 行 , 因此 两 个 
磁场 的 失势 可 以 简单 地 代数 相 加 . 具有 均匀 分 布 电 流 十 J 的 导线 1 的 磁场 舌 
势 (用 柱 面 坐标 表示 ) 为 


式 中 CC 是 任意 常数 ; 在 导线 边界 上 , As 是 连续 的 . 用 5 代替 a, 并 改变 J 的 符 
号 , 就 得 到 导线 2 所 产生 磁场 的 相似 公式 . 在 (33. 2) 式 中 , 对 导线 1 截面 面积 
进行 积分 , 得 到 


J]? pe 7T> 
zm /1(c- 号 ) -(c-1-2m2) an= 


.12 a pn 六 几 2 十 72 一 2hri cos 
0 Jo 





对 导线 2 的 截面 进行 积分 , 得 到 相同 的 表达 式 , 只 是 其 中 用 a 代 换 了 日 因此 . 
所 求 双 导线 单位 长 度 的 自 感 为 


2 
人 
ab 


5， 试 确定 环形 螺旋 管 的 自 感 . 
解 : 我 们 把 螺旋 管 看 作 环形 的 导电 表面 , 表面 上 流 过 的 面 电流 密度 为 
NJ 


”27r 
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(N 为 导线 的 总 硅 数 , J] 是 其 中 的 电流 , 所 取 坐 标 和 螺旋 管 尺 度 如 图 20 所 示 ). 
螺旋 管 外 的 磁场 为 五 . = 0 


而 螺旋 管内 的 磁场 为 
2N5/ 
cr 





J1 His = 0， li = 


(7,Z,8 为 柱 面 坐标 ). 实际 上 , 这 个 解 满足 方程 div 瑟 一 0,rot 吾 一 0 以 及 边界 
条 件 (34.2) 吕 . 螺旋 管内 的 磁场 能 为 


， NE 








-dV = 
8 C2 rT 


积分 对 圆 环 蕉 面 的 周 界 进行 , 按照 z= 二 asin9,7 = 二 b 十 acos0 引入 0 和 角 后 , 积分 
很 容易 积 出 . 结果 得 到 自 感 为 
L=2xN?(b— Vb — a?). 
6. 试 求 柱 形 螺旋 管 两 端 附 近 场 的 畸变 所 引起 的 对 柱 形 螺旋 管 自 感 (34.3) 


式 的 1/h 一 阶 修正 值 (ne = D 
解 : 螺旋 管 的 自 感 是 通过 对 其 表面 的 双重 积分 


] 91 .92 
=- 却 // RR dfidf2 


计算 的 , 式 中 g 是 面 电流 密度 (g = 二 nJ). 在 柱 面 坐标 中 表示 为 


a [ re cospdypdzidz2 
ne 
2 





(22 一 Z1 )2 + 402 sin? 


二 一 8Ab2n 本 |! (h— C) COS ( 儿 一 6)cos dpdc 
eb sin? 5 


过 d 1 和 df。 的 直径 平面 之 间 的 夹 角 ， 而 且 C= zo 一 21). 
这 个 表达 式 对 任意 的 非 圆 形 截面 的 环形 螺旋 管 也 是 适用 的 . 
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对 dC 进行 积分 , 当 hh 污 b 时, 我们 得 到 
wanbzn2 人 hln 本 -天 十 20sin < cos pdyp 
0 bsin(w/2) 2 


且 最 后 有 
五 一 42202722 (7 Ee 二 
3 


7. 如 果 将 平面 回路 放 在 磁 导 率 为 He 的 半 无 限 介质 表面 上 , 试 求 平面 电 
路 自 感 改变 的 倍数 . 我 们 略 去 导线 自 感 的 体内 部 分 . 

解 : 从 对 称 性 考虑 容易 看 出 , 介质 不 存在 时 , 电流 的 磁场 对 回路 平面 是 对 
称 的 , 而 磁力 线 与 此 平面 重 直 相交 . 令 该 磁场 为 五 0. 如 果 在 真空 的 半空 间 内 


91 2 ee 
我 们 令 且 二- Ho, 而 在 介质 内 令 妃 = heH = Ho, 我 们 就 可 使 半 


无 限 介 质 表 面 上 的 磁场 方程 和 边界 条 件 得 到 满足 . 实际 上 , 因此 保证 了 B, 和 
Hi 在 边界 面 上 的 连续 性 , 而 五 沿 任 何 力 线 的 环 量 , 将 等 于 Ho 沿 相 同 路 线 的 
环 量 . 由 此 容易 得 出 结论 ;在 引入 介质 后 , 场 的 总 能 量 , 因而 线路 的 自 感 都 来 上 
倍数 








21ie 
Med 
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为 求 出 磁场 内 物质 所 受 的 力 ,我 们 几乎 不 需要 进行 新 的 计算 , 这 是 因为 它 

和 电场 情况 完全 相似 . 这 种 相似 性 首先 是 因为 磁场 内 热力 学 量 表达 式 和 电场 

内 的 表达 式 不 同 的 地 方 , 只 是 分 别 用 字母 万 , B 代替 了 字母 五 , D 而 已 . 在 

$15 内 计算 应 力 张 量 时 , 我们 利用 了 电场 势 (是 从 方程 rot = 0 得 到 的 结果 ). 
但 磁场 满足 方程 

rotH= Ty, (35.1) 


只 当 传 导电 流 不 存在 时 才 变 成 rot 了 H = 0. 但 是 计算 应 力 张 量 时 , 一 般 总 是 假 
定 了 =0. 因为 了 含有 磁场 的 导数 , 因此 , 计算 应 力 张 量 时 计 及 电流 表明 在 应 力 
张 量 oi 内 加 入 了 一 个 由 磁场 不 均匀 性 所 引起 的 极 小 的 修正 项 (参见 815 的 
第 二 个 脚注 ). 

这 样 一 来 , 815 和 816 内 所 得 到 的 全 部 应 力 张 量 公 式 , 就 可 以 直接 移 用 到 
磁场 上 . 例如 , 在 具有 B= 1H 线性 关系 的 液体 介质 内 , 我 们 得 到 


sks On LHiH. 
ik =—Po(p,T)Ox—— ln-plOo 大 十 一 一 . 35. 
Oik ob(p, T)Oik ee [ po (BE) | ot+ 本 (35.2) 
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由 此 可 以 根据 f= 6cik/6xk 算出 体积 力 . 如 果 介 质 是 导电 的 且 在 其 中 有 电流 
流 过 , 则 计算 和 815 的 不 同 之 处 , 在 于 用 方程 (35. 1) 代 替 了 方程 rot 五 = 0. 
对 (35. 2 成 求 微 商 , 并 考虑 到 恒等式 div B = div(1 瑟 ) = 0, 我 们 得 到 


On H? 
二 一 y VIH? = i 万 .V) 万 . 
f 机 + 喜 bw ( 吧 ) | TV sl ) 


然而 , 由 熟知 的 矢量 分 析 公式 : 


(HVH=- jgradH2 -HxrotH= ;gradH?t+ TjxH, 
故 最 后 有 
i nb a ey + cx 再 (35.3j 
) 8 QBs gx 7 | 


与 类 似 的 公式 (15. 12) 比较 , 这 里 增加 一 项 (最 后 一 项 ). 但 是 , 如 果 认 为 
这 一 项 的 出 现 表明 了 在 物理 上 可 以 从 了 内 将 传导 电流 产生 的 力 与 其 他 效应 
区 分 开 来 , 却 是 不 正确 的 . 问题 在 于 , 由 于 方程 (35. 1), 电流 7 不 可 能 与 场 的 不 
均匀 性 分 开 , 而 磁场 对 坐标 的 导数 也 包含 在 (35.3) 式 其 他 项 中 . 因此 , 当 物 质 
的 磁 导 率 显 著 地 不 同 于 1 时 ，(35.3 式 的 各 项 一 般 说 来 为 同一 数量 级 . 

但 是 如 果 与 通常 一 样 ,y 接近 1, 则 传导 电流 存在 时 ，(35. 3) 陈 约 最 后 一 项 
对 力作 出 主要 贡献 , 而 其 余 各 项 与 它 比 较 都 不 过 是 很 小 的 修正 . 此 时 计算 磁场 
内 的 力 可 以 假定 j= 1, 我 们 立刻 有 


手记 xH (35.4) 


(此 处 和 以 后 , 我 们 对 --V 思 这 一 项 都 不 感 兴趣 , 故 将 其 略 去 ). 当 / = 1 时 , 物 
质 的 性 质 一 般 都 不 反映 在 磁 现 象 中 , 因此 磁场 内 力 的 表达 式 (35. 4) 无 论 对 液 
态 导 体 或 固态 导体 都 同样 适用 . 磁场 中 作用 在 通 有 电流 的 导体 上 的 总 力 由 以 
下 积分 得 出 : 

F=. -| Ps pe (35.5) 


当然 , 直接 根据 熟知 的 洛 伦 兹 力 的 表达 式 , 也 可 以 非常 简单 地 得 到 (35. 4) 
式 . 磁场 内 静止 物体 所 受 的 宏观 力 , 不 外 乎 是 由 微观 磁场 h 作用 在 构成 物体 
的 带电 粒子 上 的 洛 伦 效 力 的 平均 值 : 


和 
请 


但 当 y= 1 时 , 磁场 h 和 平均 磁场 也 相等 , 而 pv 的 平均 值 正好 和 传导 电流 密 
度 相等 
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当 导 体 运动 时 ，(35.4) 式 的 力 对 导体 做 一 定 的 机 械 功 . 初 看 起 来 , 这 好 像 
和 洛 伦 效力 不 对 运动 电荷 做 功 的 事实 有 矛盾. 实际 上 当然 不 存在 任何 矛盾 , 因 
为 在 运动 导体 内 , 洛 伦 兹 力 所 做 的 功 不 但 包含 机 械 功 , 也 包含 导体 运动 时 导体 
内 所 感应 的 电动 势 所 做 的 功 , 这 两 种 功 大 小 相等 , 而 正 负 号 相反 (参见 863 第 
二 个 脚注 ). 

在 (35.4) 式 内 , 五 是 外 电源 和 受到 (35.4) 式 力作 用 的 电流 本 身 共同 产生 
的 磁场 的 真实 值 . 但 是 从 (35.5) 式 计算 总 力 时 ,我们 可 以 把 五 仪 理解 为 带 有 
电流 的 导体 所 在 的 外 磁场 驻 . 该 导体 所 产生 的 本 征 场 , 由 于 动量 守恒 定律 , 对 
导体 所 受到 的 总 力 没有 贡献 . 

对 线 导 体 而 言 , 力 的 计算 尤其 简单 . 其 物质 磁性 一 般 并 不 重要 ; 如 果 在 介 
质 内 = 1, 则 作用 在 线 导体 上 的 总 力 由 线 积 分 

r= faxs (35.6) 


C 


给 出 . 这 个 表达 式 也 可 以 表示 为 对 电流 回路 所 围 成 面积 的 面积 分 形式 . 按照 斯 
托 克 斯 定理 , 用 算 符 df x VV 代替 dl, 我 们 得 到 


paxs= (afxv) xs 


(df x V) x = -dfdivS + Vv(df .5) 
= dfdivS +df xrot$ + (df .Vv)5. 
但 是 div 己 = 0, 而 在 电流 之 外 的 空间 内 , rot 久 = 0, 因此 
F= /af.v)5 (35.7) 


特别 是 , 在 准 均匀 外 磁场 内 , 可 以 将 驻 和 算 符 V 一 起 从 积分 符号 内 提出 
按照 (30.18) 式 也 引进 电流 的 磁 矩 ,于 是 我 们 得 到 必然 的 结 宋 : 


F= (NM:.V)5. (35.8) 
因为 在 这 个 公式 内 . 太 是 常量 , 因此 也 可 以 把 下 写成 
F=V(H :5) (35.9) 


(和 电流 的 能 量 表 达 式 (33.17) 一 致 ). 在 准 均 匀 场 内 , 电流 所 受到 的 力矩 . 容易 
确认 等 于 通常 的 表达 式 
K=Nx. (35.10) 
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设 电流 为 J 的 直 导 线 平 行 于 半径 为 a 的 无 限 长 圆柱 导体 ( 磁 导 率 为 几 ) 
并 且 至 柱 体 轴 的 距离 为 1 试 确定 直 导 线 上 所 受 的 力 . 

解 : 由 于 830 第 二 个 脚注 所 指出 的 平面 静电 学 与 平面 静 磁 学 问题 间 的 对 
应 关系 , 改变 87 中 习题 3 的 解 内 的 标记 符号 , 就 可 求 出 电流 的 磁场 . 柱 体 周转 
空间 内 的 场 和 真空 内 的 电流 j 与 分 别 通过 4 点 和 0O' 点 ( 见 87, 图 12) 的 电流 
十 J' 和 一 J 这 三 个 电流 所 产生 的 场 相 等 , 而 且 


CE ke 
应 二 4 
柱 体 内 的 场 则 与 通过 O 点 的 电流 
A 
Wt 4 


所 产生 的 场 相 等 . 于 是 导体 单位 长 度 上 所 受 的 力 为 


Dd ed 1 \ 272a(y—1) 
ds 和 ee (5 。 5)= b(b2 一 a2)(1 十 1)c2 
由 类 似 方式 , 可 以 求 得 ( 见 87 中 习题 和 通过 磁性 介质 内 柱 形 小 孔 的 线 导 
线 被 拉 向 了 最 接近 它 的 孔 表面 的 力 为 
2.720(1 — 1) 


i 
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没有 磁 结构 的 物体 的 均匀 转动 导致 物体 出 现 与 角速度 2 成 线性 关系 的 
磁化 ( 巴 尼 特 效应 ). 从 唯 象 观 点 看 来 , 物体 的 磁 矩 .U 和 矢量 2 可 能 存在 线性 
关系 , 因为 两 者 当时 间 反 演 时 改变 符号 . 由 于 两 者 都 是 轴 矢 量 , 故 这 种 关系 在 
各 向 同性 物体 内 也 是 可 能 的 (此 处 简化 为 . 与 2 之 间 的 简单 比例 关系 ). 

除了 这 一 效应 外 , 也 应 存在 逆 效 应 : 自由 悬挂 的 物体 在 磁化 时 开始 转动 
( 爱 因 斯 坦 - 德 哈 斯 效应 ), 这 两 种 效应 之 间 存 在 简单 的 热力 学 关系 . 这 个 关系 
可 由 以 下 方式 得 到 

我 们 已 经 知道 (参见 本 教程 第 五 着 826), 相对 于 角速度 的 热力 学 势 (在 物 
体温 度 与 体积 给 定时 ) 是 物体 在 与 其 一 起 转动 的 坐标 系 内 的 自由 能 色 . 这 时 
物体 的 角 动 量 工 等 于 二 

OF' 


DS 





(36.1) 
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旋 磁 现象 是 通过 在 自由 能 内 引进 附加 表达 式 来 描述 这 个 附加 表达 式 
就 是 自由 能 展开 为 物体 每 一 点 上 中 和 磁化 强度 WY ee 它 同 
时 包含 了 和 .NM. 这 一 项 对 8 和 .NY 是 线性 的 , 其 形式 为 


ByYIO 


多 / 一 -人 aaaT 一 —AMik (0AM, (36.2) 


其 中 和 jx 为 常 张 量 ,一般 情况 下 不 对 称 . 
按照 (36.1) 式 和 (36.2) 式 , 物体 由 于 磁化 而 得 到 的 角 动 量 与 其 总 磁 矩 的 
关系 为 
CO Mk Mk. 
通常 不 用 和 ix, 而 是 用 它 的 逆 张 量 
2 
Qik 一 二 和 1 


其 中 ,e 和 m 为 电子 的 电荷 和 质量 . 无 量 纲 量 gix 称 为 旋 磁 系数 . 于 是 


Mi = 7 3 9ik (Leyro) (36.3) 


男 一 方面 , 表达 式 (36.2) 表明 , 就 对 磁性 质 的 影响 而 言 , 物体 的 转动 等 价 
于 磁场 强度 为 $5; = A 和 pif24 或 者 


$i = — gr (ok (36.4) 


的 磁场 . 因此 , 原则 上 我 们 有 可 能 计算 转动 产生 的 磁化 . 例如 , 如 果 物 体 的 磁 
化 率 xix 很 小 , 则 物体 获得 的 磁 矩 与 其 形状 无 关 , 等 于 


2mc a 
Mi = XikDk = Xkgih 伺 ， 


公式 (36.3) 和 (36.4) 分 别 表 示爱 因 斯 坦 - 德 哈 斯 效应 和 巴 尼 特效 应 . 我 们 看 到 
两 种 效应 到 决 于 同一 张 量 gix. 
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晶体 的 电学 性 质 和 磁 学 性 质 之 间 存 在 着 深刻 的 差别 , 这 种 差别 与 电信 和 
电流 在 时 间 反 演 时 的 行为 有 关 . 

众所周知 , 鉴于 运动 方程 相对 于 时 间 反 演 的 不 变性 , 如 果 对 于 物体 的 某 一 
热力 学 平衡 态 在 形式 上 将 t 换 为 -t, 则 所 导致 的 状态 应 当 仍 然 是 可 能 的 平衡 
态 之 一 , 与 此 相关 就 产生 了 两 种 可 能 性 : 在 t 换 为 一 t 后 出 现 的 状态 ,或 者 与 原 
始 状态 相同 , 或 者 与 原始 状态 不 同 . 

本 节 中 我 们 将 唱 体 中 每 一 点 的 真正 的 (微观 ) 电荷 密度 和 电流 强度 分 别 
用 p(z,vy,z) 和 j(7x,vy,z) 表示 , 它们 仅 对 时 间 做 了 平均 , 而 没有 像 在 宏观 理论 中 
那样 对 “物理 无 限 小 ”的 体积 做 平均 . 这 是 确定 品 体 电学 结构 和 磁 学 结构 的 两 
个 图 数 . 

将 t 换 为 一 t 改变 7 的 符号 . 如 果 经 这 一 变换 后 物体 状态 不 变 , 这 意味 着 
了 = 一 j, 亦 即 y = 0. 因此 , 具有 严格 等 于 零 的 j(x,y,z) 图 数 的 物体 可 以 存在 
是 有 理由 的 . 除了 电流 密度 严格 等 于 零 之 外 ,这 些 物 体 每 一 点 上 的 磁场 和 磁 矩 
的 (时 间 ) 平均 值 也 严格 为 零 (当然 , 我 们 这 里 处 处 都 是 针对 没有 外 磁场 存在 
的 物体 状态 而 言 ). 对 于 这 样 的 物体 , 可 以 说 , 它们 不 具有 任何 磁性 结构 . 事实 
上 , 绝 大 多 数 物 体 是 归属 于 这 一 类 的 . 

然而 , 在 t 一 --t 的 变换 下 , 电荷 密度 p 一般 并 不 发 生变 化 . 因此 , 没有 任 
何 理由 令 这 个 因数 可 以 恒 等 于 零 . 换 句 话说 , 不 存在 不 具有 “电学 结构 ”的 唱 
体 . 这 正 是 我 们 在 本 节 开 头 提 到 的 关于 品 体 电学 性 质 和 磁 学 性 质 本 质 性 的 区 
别 . 
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现在 我 们 转 到 对 另外 一 类 晶体 的 研究 , 对 于 这 类 晶体 , 当 t 变 为 -t 时 , 其 
状态 改变 , 因而 j 关 0. 我 们 将 把 这 类 物体 称 作 具 有 磁性 结构 的 物体 . 首先 我 们 
要 指出 , 尽管 j 不 等 于 零 , 但 在 物体 的 平衡 态 中 不 能 有 任何 总 电流 , 也 就 是 说 
对 晶 格 单 胞 体积 所 取 的 积分 / jdV 必须 始终 为 零 @. 否则 这 个 电流 将 产生 安 
观 磁场 且 晶 体 (在 单位 体积 内 ) 将 具有 随 物体 尺度 增 大 迅速 增加 的 磁 能 . 由 于 
这 种 状态 在 能 量 上 不 利 , 显然 它 不 可 能 对 应 于 热力 学 平衡 态 

与 此 同时 , 电流 了 可 以 产生 异 于 零 的 宏观 磁 矩 , 亦 即 对 晶 格 原 胞 体积 所 取 
的 积 / 人 x jdV 可 以 不 为 零 . 与 此 相对 应 , j 关 0 的 物体 可 分 为 两 类 : 宏观 磁 


和 矩 不 等 于 零 的 物体 以 及 宏观 磁 和 抵 等 于 零 的 物体 . 第 一 类 物体 称 为 铁 磁体 , 第 二 
类 则 称 为 反 铁 磁体 . 

这 样 就 产生 了 电流 j(zx,y, z) 的 分 布 对 称 性 的 可 能 存在 类 型 ( 群 ) 问题 . 首 
先 , 这 个 对 称 性 由 通常 的 对 称 元 素 一 一 转动 、 反 射 与 平移 所 构成 , 与 此 相应 ， 
在 了 的 所 有 可 能 的 对 称 群 中 包括 230 个 通常 的 晶体 空间 群 . 然而 这 还 远 未 穷 
尽 所 寻求 的 群 的 清单 . 我 们 已 经 讲 过 , 将 t 换 为 -t 时 矢量 7 变 号 . 与 此 相 联 
系 出 现 了 新 的 对 称 元 素 , 亦 即 相对 于 将 所 有 电流 方向 反 转 的 变换 的 对 称 性 ; 我 
们 暂且 将 这 种 变换 用 RR 表示. 如 果 电 流 分 布 具 有 对 称 元 素 R 本 身 , 则 意味 着 
7 二 一 7, 亦 即 7 = 0, 即 物体 一 般 不 具有 磁性 结构 . 然而 , 异 于 零 的 图 数 j(x,y, 2) 
可 能 具有 相对 于 R 变换 和 各 种 其 他 对 称 元 素 (转动 、 反 射 和 平移 ) 的 不 同 组 
合 的 对 称 性 . 因此 , 确定 电流 分 布 可 能 对 称 类 型 ( 磁 空 间 群 ) 的 问题 就 归结 为 : 
构建 既 由 通常 的 空间 群 变换 组 成 , 也 由 通常 类 型 的 变换 和 RR 变换 的 组 合 组 成 
的 所 有 可 能 的 群 . 

假如 电流 分 布 的 对 称 性 已 经 给 定 , 则 在 该 晶体 中 的 粒子 分 布 的 晶体 学 对 
称 性 , 亦 即 函数 p(z yz) 的 对 称 性 , 因此 也 就 确定 了 . 如 果 形 式 地 认为 RR 变换 
为 恒 等 变 换 (正如 将 它 运 用 于 p 那样 ), 则 粒子 分 布 的 晶体 学 对 称 性 由 从 了 的 
对 称 群 得 到 的 空间 群 确定 . 

但 是 , 如 果 我 们 仅 对 物体 的 宏观 性 质感 兴趣 , 则 没有 必要 知道 J(z, y z) 图 
数 的 全 部 对 称 群 . 这 些 性 质 只 依赖 于 晶体 中 的 方向 , 而 与 晶 格 的 平移 对 称 性 无 
关 . 从 纯粹 的 晶体 结构 观点 看 来 , 晶体 的 “方向 对 称 性 ” 仅 由 众所周知 的 32 个 
唱 类 给 出 . 这 是 仅 由 纯粹 的 转动 或 反射 组 成 的 对 称 群 ; 它们 在 假定 所 有 平移 均 
为 全 同 变 换 , 而 将 螺旋 轴 与 滑 移 面 看 作 简 单 对 称 轴 与 对 称 面 的 条 件 下 由 空间 
群 得 到 . 从 磁 学 性 质 的 观点 看 , 宏观 对 称 性 应 当 按 照 由 转动 、 反 射 以 及 它们 与 
RR 元 素 组 合 所 构成 的 群 来 分 类 . 这 些 群 可 称 作 磁 晶 类 . 它们 与 磁 空 间 群 的 关 

@ 必须 强调 , 这 里 指 的 是 考虑 了 晶体 磁性 结构 的 真正 的 单 胞 , 这 一 “磁性 单 胞 ”可 
以 不 同 于 只 考虑 晶 格 中 电荷 分 布 对 称 性 的 纯 晶 体 单 胞 (参见 下 文 的 $38). 
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系 , 就 如 同 普通 的 品类 与 普通 空间 群 的 关系 一 样 . 磁 品 类 中 首先 包含 32 个 加 
和信 了 RR 变换 的 通常 的 唱 类 , 以 及 不 包含 民 元 素 的 32 个 普通 品类 . 特别 是 , 前 
32 个 品类 万 是 所 有 不 具有 和 磁 结构 的 物体 的 宏观 对 称 群 . 但 是 具有 磁 结 构 的 物 
体 也 可 以 拥有 这 些 对 称 类 . 如 果 物 体 的 磁 空 间 对 称 群 不 是 单独 地 包含 RR 元 素 
而 是 包含 RR 与 平移 的 组 合 , 就 出 现 这 种 情况 . 

除 此 之 外 , 还 有 58 个 磁 唱 类 , 其 中 RR 元 素 是 以 与 转动 或 反射 的 组 合 被 包 
含 在 内 的 . 这 些 品 类 中 的 每 一 个 , 如 果 将 其 中 的 有 R 元 素 换 作 恒 等 变换 , 就 会 变 
成 普通 品类 之 一 . 

应 当 指 出 , 磁 结 构 ( 铁 磁 体 或 反 铁 磁体 ) 的 出 现 总 是 与 相对 微弱 的 相互 作 
用 有 关 中. 因此 , 磁性 物体 的 晶体 结构 与 非 磁性 相 的 结构 比较 , 仅 有 很 小 的 畸 
变 , 磁性 相通 常 是 温度 降低 时 由 非 磁性 相 转 变 而 成 . 在 这 方面 , 特别 是 铁 磁体 
与 通 第 的 热 释 电 体 有 区 别 , 而 与 铁 电 体 相 似 . 

物体 所 有 宏观 磁 学 性 质 的 特征 均 由 其 所 属 的 磁 唱 体 类 所 确定 . 这 些 性 质 
中 最 重要 的 是 宏观 磁 矩 的 存在 与 否 , 亦 即 是 否 存 在 (无 外 场 存 在 时 的 ) 自发 磁 
化 强度 . 磁 和 矩 M 是 矢量 , 它 在 转动 和 反射 变换 下 表现 得 如 同 轴 矢 量 (两 个 极 
矢量 的 矢量 积 ), 而 在 R 变换 的 作用 下 变 号 . 如 果 在 晶体 中 有 一 个 方向 , 使 得 处 
于 这 一 方向 的 具有 以 上 性 质 的 M 在 给 定 磁 品类 的 所 有 变换 下 保持 不 变 , 则 
这 一 品 体 即 具有 自发 磁化 强度 . 

我 们 再 次 强调 磁 学 性 质 与 电学 性 质 的 区 别 , 不 过 这 次 讲 的 是 宏观 性 质 . 电 
学 性 质 的 特征 完全 由 通常 的 晶 类 所 确定 . 特别 是 , 为 使 一 个 物体 具有 热 释 电 
性 , 仅 需 其 唱 类 允许 极 矢 量 已 ( 电 和 矩 ) 的 存在 即 已 足够 . 但 是 , 如 果 仅 根据 AM 
在 对 应 于 p(z,y,z) 困 数 对 称 性 的 纯 结 构 唱 体 类 的 变换 下 的 轴 矢 量 行为 , 就 断 
定 宏观 磁 和 矩 的 存在 与 否 , 那 就 大 错 特 错 了 (我 们 将 会 在 下 一 节 构 建 磁 唱 类 后 ， 
再 回 到 这 一 讨论 ). 

代替 7(z,vy,z) 图 数 的 对 称 性 ;我们 可 以 使 用 微观 磁 和 矩 密度 分 布 M(z,y,z) 
二 7 xy7(zyz) 的 对 称 性 . 同样 地 , 这 个 对 称 性 也 可 看 作 是 品格 中 原子 (离子 ) 
磁 和 矩 六 的 (时间 ) 平均 值 的 位 置 与 方向 的 对 称 性 . 在 没有 磁 对 称 的 物体 中 这 个 
平均 值 等 于 零 . 在 铁 磁 体 中 每 一 单 胞 内 原子 磁 矩 之 和 不 为 零 , 而 在 反 铁 磁体 中 

唱 格 中 具有 同样 磁 矩 j 的 原子 的 总 体 , 常 称 作 磁性 亚 晶 格 . 显然 , 在 反 铁 
磁体 中 至 少 包含 有 两 种 jw 相互 反 平行 且 其 值 相等 的 亚 唱 格 . 所 有 亚 晶 格 磁 矩 
的 方向 都 平行 或 反 平 行 的 反 铁 磁体 称 作 共 线 反 铁 磁体 ; 相反 情况 下 的 反 铁 磁 
”“” @ 原子 磁 矩 之 间 的 交换 作用 通常 导致 价 键 的 饱和 以 及 非 磁 性 结构 的 形成 . 只有 位 


于 门 捷 列 夫 周 期 表 过 渡 族 元 素 原 子 深 部 的 d 电子 或 电子 的 相对 微弱 的 交换 相互 作 
用 , 才 会 导致 位 结构 的 出 现 . 
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体 称 作 非 共 线 反 铁 磁体 . 

铁 磁 体 也 可 以 含有 若干 个 亚 唱 格 .在 狭义 上 ,我们 将 所 有 平均 原子 磁 和 矩 都 
平行 的 物体 理解 为 铁 磁 体 . 如 果 晶 体 中 含有 两 种 或 更 多 的 磁 抢 方向 不 同 的 亚 
唱 格 , 则 称 其 为 亚 铁 磁体 . 与 反 铁 磁体 不 同 , 这 些 物 体 中 亚 晶 格 磁 和 矩 的 矢量 和 
AM 不 等 于 零 . 铁 磁 体 可 以 是 共 线 的 (假如 其 中 亚 唱 格 的 磁 天 平行 或 反 平 行 )， 
也 可 以 是 非 共 线 的 . 

到 此 为 止 , 我 们 仅 讨论 了 固态 晶体 的 磁 对 称 性 , 至 于 涉及 液态 物体 , 当然 
有 可 能 存在 均匀 的 铁 磁 液体 . 我 们 也 注意 到 没有 平均 磁 和 矩 、 但 具有 其 组 成 粒 
子 自 旋 的 各 问 异 性 关联 唤 数 的 液体 存在 的 可 能 性 . 这 种 液体 是 在 本 教程 第 五 
卷 8140 讨论 的 丝 状 相 液晶 的 自 旋 相似 物 (A. B. 安 德 烈 耶 夫 , 1984). 


838 和 磁 晶 类 与 磁 空 间 和 群 


现在 我 们 来 前 明 磁 对 称 群 实际 上 是 如 何 构建 的 , 先 从 磁 唱 类 开始 . 

前 一 节 已 经 讲 过 , 磁 品 类 可 以 分 为 三 种 类 型 . 类 型 I 包括 32 种 完全 不 含 
R 元 素 的 通常 的 唱 类 . 类 型 I 包括 同样 的 32 个 通常 唱 类 , 但 包含 了 RR 元 素 . 
这 种 类 型 的 晶 类 中 的 每 一 个 包含 了 通常 晶 类 (点 群 G) 的 所 有 元 素 , 以 及 所 有 
这 些 元 素 与 RR 的 乘积 . 用 符号 M 表示 磁 唱 类 , 则 可 将 其 写 为 


M-G+RG (38.1) 


(变换 RR 当然 与 所 有 的 空间 旋转 和 反射 对 易 , 因此 RG = GR, 其 中 G 为 群 G 
中 的 任 一 元 素 ). 

这 两 个 类 型 的 磁 唱 类 , 在 已 知 意义 上 讲 , 是 相当 平庸 的 . 非 平 庸 的 类 型 亚 
包括 了 58 个 磁 唱 类 , 在 这 些 磁 唱 类 中 R 仪 以 其 与 转动 或 反射 的 组 合 进入 . 如 
条 将 有 R 换 作 恒 等 变换 , 其 中 的 每 一 个 磁 唱 类 都 会 转变 为 普通 品类 G 中 的 一 

一 类 型 的 所 有 和 磁 唱 类 的 构造 均 以 下 述 方式 进行 . 

用 符号 五 表示 群 G 中 (在 构造 磁 唱 类 时 ) 没有 与 尺 相 乘 的 那些 元 素 的 
总 体 . 根据 定义 , 它 应 当 包 含 单位 元 素 EB (否则 M 就 会 包含 R 自 身 , 亦 即 属于 
类 型 I), 而且 其 中 任何 一 对 元 素 的 乘积 均 给 出 属于 这 个 集合 的 元 素 . 换 句 话 
说 , 瑟 是 群 G 的 子 群 . 群 G 中 所 有 剩 下 来 的 元 素 均 与 尺 相 乘 进入 M, 由 于 

一 五, 故 所 有 和 群 M 元 素 对 的 乘积 均 为 群 五 的 元 素 . 由 此 可 知 . 群 五 是 群 
G 的 (同样 也 是 群 M 的 ) 指数 为 2 的 子 群 包 . 换言之 , 类 型 焉 磁 唱 类 1M 的 结 
”“” @ 这 意味 着 , 群 万 包含 的 元 素 比 群 G 少 一 半 . 对 此 一 结论 的 证 实 可 从 一 个 相当 显 
然 的 普遍 定理 的 推论 中 得 到 : 当 且 仅 当 群 G 中 任 两 个 不 属于 子 群 五 的 元 素 之 积 为 瑟 
的 元 素 时 , G 群 的 子 群 五 的 指数 为 2. 
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构 可 表示 为 
M= H+RGH, ( 38.2) 

其 中 Gi 为 不 进入 五 的 群 G 的 任 一 元 素 . 显然 , 群 M 和 群 G= 玉 二 Gi 瑟 是 
同 构 的 . 

如 此 一 来 , 构造 所 有 和 磁 晶 类 的 问题 就 归结 为 寻找 所 有 晶 类 的 指数 2 子 群 
的 问题 . 同样 地 , 后 一 个 问题 很 容易 信 助 点 群 的 不 可 约 表示 特征 标 表 来 解决 . 
群 的 每 一 个 非 单位 一 维 表示 包含 相同 数目 的 特征 标 +1 和 一 1, 特征 标 为 十 1 
的 元 素 构成 指数 2 的 子 群 . 在 转换 为 磁 晶 类 时 , 这 些 元 素 不 变 , 而 其 余 的 所 有 
元 素 均 乘 以 R. 

我 们 以 点 群 C4 为 例 来 演示 这 一 过 程 . 它 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 表 ( 见 
本 教程 第 三 卷 895) 为 : 


一 > 2 
本 
可 


其 非 单 位 一 维 表 示 为 : 42, Bi, Bo. 在 表示 4。 中 具有 特征 标 +1 的 元 素 构成 子 
群 C4. 相应 的 磁 唱 类 由 元 素 


已 ， C2, 2C4， Pat 2Ro’ 


构成 , 我 们 用 符号 Cau( Ca) 表示 它 . 在 表示 Bi 和 中 , 特征 标 为 +1l 的 元 素 
构成 仅 在 平面 cv 相对 于 固定 坐标 系 的 位 置 上 有 区 别 的 子 群 Cz. 这 些 子 群 在 
品 体 学 上 没有 区 别 , 它们 对 应 于 同一 磁 唱 类 Cau( C2,), 其 构成 元 素 为 : 


已、 C2, 2RCa, .0s 2 Ro 


对 32 个 唱 类 逐一 做 过 同样 的 处 理 后 , 我 们 即 可 得 到 列 于 表 1 的 类 型 焉 
的 58 个 磁 唱 类 . 每 一 个 磁 唱 类 G( 瑟 ) 均 由 初始 点 群 G 及 其 子 群 五 ( 列 于 有 具 
体 群 G 符号 后 括号 中 的 一 个 ) 确定 . 品类 C1, Cs, 下 没有 指数 2 的 子 群 , 因此 
没有 以 它们 为 基础 构成 的 磁 唱 类 . 我 们 也 注意 到 , Cs 转动 任何 时 候 都 不 以 与 
R 相 乘 的 方式 进入 ( 非 平庸 ) 磁 唱 类 , 这 是 因为 三 次 重复 RC3 操作 后 将 得 到 R 
变换 , 而 这 一 类 型 的 磁 唱 类 中 并 不 存在 这 个 元 素 名 . 
@O 在 抽象 对 称 性 理论 中 将 磁 对 称 称 作 反 对 称 . 反对 称 的 概念 是 由 H. 黑 施 (1929) 
和 A. B. 舒 布 尼 科 夫 (1945) 独立 引进 的 . 反对 称 类 是 A. B. 舒 布 尼 科 夫 (1951) 通过 求 表 
面 染 成 两 种 颜色 的 几何 体 (多 面体 ) 的 对 称 群 首先 得 到 的 , 在 这 样 做 时 RR 元 素 对 应 于 改 
变 表面 颜色 的 操作 . 作为 磁 对 称 群 , 这 些 磁 唱 类 是 B. A. 塔 弗 格 尔 和 B. M. 扎 依 采 夫 求 
得 的 (1956). 我 们 这 里 叙述 的 推导 方法 是 B. I. 因 登 鲍 姆 提出 的 (1959). 
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表 1 磁 晶 类 











Ci(C1) C3v (C3) 


Cs (C1) Ds(C3) 

C2(C1) D3a( D3, Se, Cau) 
C2n (Ci, C2, C's) C3n(C3) 

C2v (Cs, C2) Ce(C3) 

D2(C2) Dsn (C3n, Ca D3) 
D2n, (D2, C2n, C2%) Cen(Cs, Se, C3h) 
Ca(C2) Cev (Ce, C3v) 
Sia(O2) De(lCse, Ds) 
D2»a(S4, D2, C21) Den( De, Cen, Cev, D3a, D3n) 
Dia (Ca, D>;) Th (7) 

Cav (C4a, C2 ) O(T) 

Can(Ca4a, C2n, S4) Ta(7) 

Dan( Da, Can, D2n, Cav, D2d) On (O, Th, Ta) 


Se(C3) | SW 


在 地 一 节 中 曾 提 到 ,不 能 从 品类 判断 铁 磁性 的 存在 与 否 .为 了 具体 阐明 这 
点 , 我 们 考察 磁 矩 指向 四 角 轴 的 同样 原子 的 四 角 唱 格 中. 这 种 品格 的 磁 唱 类 
为 Dan(Ds), 包含 的 变换 如 有 


E, C2, 2C4, 2U2R, 2U;R, 
1 Bhs. 268. 200lty 0 BR: 


所 有 这 些 变换 都 保持 方向 沿 四 阶 轴 的 轴 矢 量 M 不 变 . 而 此 时 唱 类 Dan 本 身 
却 不 允许 轴 矢 量 的 存在 , 例如 , 1M 的 所 有 分 量 Mj, My, Ms 在 绕 任 一 二 阶 轴 转 
动 时 均 会 变 号 . 

现在 我 们 转 而 讨论 磁 空 间 群 . 这 类 群 与 普通 空间 群 的 关系 , 就 如 同 磁 品 
类 与 唱 类 的 关系 一 样 : 如 果 将 RR 换 作 恒 等 变 换 , 则 前 者 即 化 为 后 者 . 磁 空 间 群 
总 共有 1651 个 , 如 同 磁 品类 一 样 , 它们 也 分 为 三 类 . 

属于 类 型 I 的 磁 空 间 群 有 230 个 , 他 们 与 普通 品 体 空间 群 相同 , 完全 不 包 
含 变换 . 属于 类 型 工 的 为 包含 尺 元 素 的 那 230 个 群 . 

o 例如 , 铁 的 铁 磁 相 的 品格 就 是 这 样 的 . 在 晶体 学 方面 它 表 现 为 ( 沿 一 根 4 阶 轴 ) 
略 有 上 畸变 的 立方 晶 格 . 畸变 是 由 于 磁 结 构 存 在 而 发 生 磁 致 伸缩 的 结果 . 

@ 对 称 元 素 的 标记 符号 处 处 均 按 本 教程 第 三 卷 893, 894 给 出 的 书写 . 特别 是 , Uo, UU 
为 绕 垂 直 于 4 阶 轴 的 水 平 轴 转 动 180°; on 为 对 水 平平 面 的 反射 ; cu,c4 为 对 通过 Ca 轴 
及 U2, US 的 竖 直 平面 的 反射 ; U2R,oR 等 记号 表示 以 与 R 相 有 乘 方 式 进入 该 磁 唱 类 的 对 
称 平面 和 对 称 轴 . 
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属于 非 平庸 的 类 型 亚 的 磁 空 间 群 共有 1191 个 , 它们 均 包 含 与 转动 、 反 射 
或 平移 组 合 的 RR 变换 . 它们 具有 (38.2) 式 所 表示 的 结构 , 其 中 五 为 晶体 空间 
群 G 的 任 一 指数 为 2 的 子 群 , 而 G1 为 不 属于 五 的 G 的 元 素 . 显然 , 子 群 玉 
与 初始 空间 群 G 或 是 在 平移 对 称 性 上 相同 , 或 是 在 品类 上 相同 . 在 前 一 种 情 
况 下 , 它 只 有 群 G 的 “转动 元 素 ”( 转 动 与 反射 ) 的 一 半 , 而 在 后 一 种 情况 下 , 其 
平移 元 素 为 群 G 的 一 半 . 与 此 相应 , 类 型 五 还 可 分 为 两 个 子 类 型 . 

子 类 型 Ia 涉及 这 样 的 磁 空 间 群 , 其 (38.2) 式 中 的 G1 为 不 属于 互 的 唱 
体 群 G = 五 二 G1H 的 某 种 “转动 ”变换 . 这 种 类 型 的 空间 群 的 平移 对 称 性 ( 布 
拉 维 格子 ) 与 群 G 的 平移 对 称 性 相同 . 换 句 话说 , 磁 结构 的 单 胞 与 纯 唱 体 单 胞 
相同 . 这 些 磁 空间 群 (总 数 674 个 ) 与 第 三 类 型 的 磁 唱 类 有 关 . 

属于 子 类 型 了 Hb 的 磁 空 me a ep 
的 一 个 基本 周期 的 纯粹 平移 . 磁 结 构 的 单 胞 体积 为 晶体 单 胞 体积 的 二 售 . 
粹 平移 以 及 乘 以 RR 的 平移 的 集合 构成 磁 布 拉 维 格子 , 总 共有 22 个 不 同 的 这 人 
格子 . 属于 子 类 型 Hb 的 磁 空间 群 (总 数 为 517) 与 第 二 类 型 的 磁 唱 类 有 关 岂 ， 


习 起 


试 列举 允许 铁 磁 性 存在 的 所 有 磁 蝇 类 . 

解 : 类 型 开 的 磁 卓 类 不 允许 铁 磁性 . 我 们 要 强调 指出 , 包含 有 平移 与 忆 相 
来 元 素 的 类 型 开 和 类 型 Wb 的 所 有 了 磁 空间 群 也 不 允许 铁 酸性 (因为 这 些 对 称 
元 素 导 致 MI 变 号 ) ; 这 也 就 是 说 , 为 使 铁 磁性 存在 , 在 所 有 情况 下 都 必须 使 磁 
性 原 胞 等 同 于 晶体 原 胞 包 . 

类 型 1 磁 蝇 类 (与 普通 晶 类 相同 ) 中 允许 轴 矢 量 存在 的 磁 晶 类 有 : 

C1.C; —M 在 任意 方向 ; 

Cs 一 1M 在 对 称 平面 内 

C2, Co2nh, Ca, Sa, Canh, C3, Ce, Se, C3h, Cen —M': VG 下 对 称 轴 

允许 铁 磁 性 存在 的 类 型 三 磁 盟 类 , 在 任何 情况 下 , 都 必须 不 包含 JR 元 
素 , 这 一 元 素 使 处 于 任 一 方向 的 JM 变 号 . ; ee 

Gu(CO1 .C25(G =21 半生 二 0 征 : 

Cs(C1)- IM 在 oR 平面 内 

@ 作为 反对 称 群 的 磁 空 间 群 是 由 A. M. 扎 莫 尔 扎 耶 夫 (1953) 以 及 于. B. 别 洛 夫 、H. 
H. 涅 罗 诺 娃 和 T. C. 斯 米尔 诺 娃 (1955) 构造 的 .后 一 组 作者 们 编制 的 表 见 Tpyaai 
JIHCcTHTYTa Kpucrannorpagbuau, 1955, T. 2, c. 其 英 译文 见 A. V. Shubnikov and N. V. 
Belov, Colored Group, Pergamon Press, 1964. 完整 的 磁 空 间 群 及 其 性 质 的 表 是 由 B.A. 
柯 普 奇 克 给 出 的 , 见 B. A. Komamk， ee LI'pynnbr, M3n. MI'Y. 1966. 
@ 我 们 再 次 提醒 读者 ( 见 838 第 二 个 脚注 ), 这 里 所 说 的 是 由 于 磁 结 构 存 在 已 经 畸 

变 了 的 品格 对 称 性 . 
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Cs(C,) -NM 在 重 直 于 C2RR 轴 的 ,RR 平面 内 ; 

D2(C2), C2 (C2), D2an(C2n) 一 1M 沿 Co 轴 ; 

Da(Ca), Ca (Ca), D2a(S4a), Dan(Can), D3(C3), C3u(C3), D3al Se), 
D3n(C3n), De(Ce), Cev(Ce), Den(Cen)— M 沿 C4, C3 或 C6 轴 . 


839 ” 居 里 点 附近 的 铁 磁 体 


铁人 磁体 的 磁 学 性 质 与 铁 电 体 的 电学 性 质 之 间 有 着 深刻 的 相似 性 . 二 者 在 
宏观 体积 内 都 具有 日 发 极 化 一 一 日 发 磁极 化 与 自发 电极 化 . 温度 变化 时 日 发 
极 化 的 消失 , 在 两 种 情况 下 都 是 通过 二 级 相 变 发 生 的 ( 铁 磁 相 与 顺 磁 相 之 间 的 
相 变 点 称 作 居 里 点 ). 

与 此 同时 , 铁 磁 现象 与 铁 电 现象 之 间 又 有 本 质 性 的 区 别 ,这 与 叶 致 它们 的 
自发 极 化 出 现 的 微观 相互 作用 的 差别 有 关 . 在 铁 电 体 情 况 下 , 品格 中 的 相互 作 
用 本 质 上 是 各 癌 腊 性 的 , 结果 其 日 发 极 化 矢量 相当 牢固 地 与 唱 体 中 的 确定 方 
向 相 结合 . 

磁 结 构 包 括 铁 磁 结构 的 出 现 基 本 上 是 与 交换 相互 作用 相 联 系 的 , 而 这 种 
相互 作用 一 般 与 总 磁 矩 相对 于 品格 的 方向 无 关 吕 ， 当然, 除 交 换 相互 作用 之 
外 , 还 存在 原子 磁 和 矩 间 的 直接 相互 作用 . 但 是 , 因为 原子 磁 矩 本 身 含 有 1/c 的 
因子 , 这 个 相互 作用 是 ~ vw*/c? 量 级 的 效应 (v 为 原子 速度 ). 属于 这 一 类 别 的 
相互 作用 还 有 原子 磁 和 窍 与 唱 格 电场 的 相互 作用 . 所 有 这 些 相互 作用 (由 于 其 
含有 1/c- 因子 , 可 称 之 为 相对 论 性 相互 作用 ) 与 交换 相互 作用 相 比 都 很 弱 ， 
而 只 能 导致 相当 微弱 的 对 磁化 方向 的 依赖 性 . 在 本 草 以 下 的 叙述 中 , 处 处 都 以 
交换 相互 作用 与 相对 论 相 互 作 用 之 间 这 种 关系 为 前 提 ®@， 

因此 , 铁 磁体 的 磁化 强度 在 一 级 近似 下 ( 亦 即 相 对 于 基本 (交换 ) 相互 作 
用 ) 是 一 个 守恒 量 . 这 一 情况 赋予 热力 学 理论 更 为 深刻 的 物理 意义 ,在 热力 学 


GO 众所周知 , 交换 相互 作用 是 一 种 特殊 的 量子 效应 , 它 的 产生 与 粒子 系统 的 波 卫 
数 相 对 于 粒子 置换 的 对 称 性 有 关 . 波 函 数 的 置换 对 称 性 , 以 及 与 此 相关 的 交换 相互 作 
用 , 仅 依赖 于 粒子 系 的 总 自 旋 , 而 与 总 自 旋 的 方向 无 关 (参见 本 教程 第 三 卷 860). 交换 
相互 作用 在 铁 磁 体 中 的 作用 是 首先 由 5H. WH 弗 仑 克 尔 、H.T. 道 尔 夫 曼 及 W. 海 森 伯 提 
出 的 (1928). 

@ 相对 论 相 互 作用 与 交换 相互 作用 之 比 的 数量 级 由 关系 式 Uaniso/NTe 表征 , 其 中 
Uaniso 为 磁 各 向 异性 能 (参见 下 一 节 ), NN 为 单位 体积 中 的 原子 数 , Te 为 居 里 点 温度 . 对 
于 铁 磁体 , 其 值 通 常 为 10-? 一 10-5. 在 一 系列 铁 磁 体 (稀土 金属 及 其 化 合 物 ) 中 , 这 个 
比值 可 表现 得 非常 大 , 甚至 达到 1 的 量 级 . 这 既是 因为 磁 各 向 异性 能 的 “反常” 的 大 , 也 
因为 交换 相互 作用 的 相对 微弱 . 自然, 宏观 理论 对 于 这 类 磁体 适用 的 可 能 性 受到 很 大 
限制 . 对 具体 磁体 中 不 同 相 互 作用 的 微观 机 制 的 详细 讨论 ,超出 了 本 书 的 范围 . 
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理论 中 MM 被 当 作 独立 变量 , 其 实际 数值 (作为 温度 、 场 等 的 图 数 ) 因此 由 相 
应 的 热平衡 条 件 确定 中 . 

用 6(AM, 互 ) 表示 单位 体积 物质 的 热力 学 势 ,将 之 看 为 独立 变量 M (及 其 
他 热力 学 变量 ) 的 函数 . 我 们 将 暂时 忽略 相对 论 性 相互 作用 , 也 就 是 说 , 只 考 
虑 基本 的 交换 相互 作用 . 此 时 6(M,0) 可 以 仅 为 矢量 M 的 大 小 的 函数 , 而 与 
矢量 的 方向 无 关 . 

为 求 得 磁场 五 不 为 零 时 的 热力 学 量 , 我 们 可 以 仿照 推导 公式 (19.3) 的 步 
又 来 做 : 由 关系 式 95/6 碧 = -B/4r 出 发 并 求 得 


A H? 


6(M,H)= 6(M,0)—- M:.H- i (39.1) 
本 
由 此 对 于 5 我 们 有 : 
~ HH.B H? 1 2 
S(M,B)= $+ = SM,0)+ 5 = SM,0)+(B -4rM). (39.2) 


在 忽略 铁 磁 体 的 磁 各 向 异性 的 情况 下 , M 和 五 的 方向 自然 相同 . 所 以 在 方程 
(39.1) 和 (39.2) 中 可 以 用 这 两 个 量 的 大 小 替代 和 天 量 . 
在 居 里 点 附近 , M 很 小 . 我 们 将 在 朗 道 二 级 相 变 的 一 般 理 论 框架 内 来 考 
察 铁 磁体 在 这 一 温度 区 间 的 性 质 包 . 依照 这 个 理论 , 将 86(M,0) 按 矢量 M 的 
窜 级 数 展开 , 这 里 M 起 序 参 数 的 作用 . 各 向 同性 函数 按 矢 量 寡 级 数 的 展开 ， 
只 可 能 含 偶数 寡 次 的 项 : 
H? 


v= 0 AM + BM.= ME. —, (39.3) 
SX 


其 中 60, 4, B 仪 为 温度 和 压强 的 哨 数 ®@. 

居 里 点 全 = 到 (PP) 由 系数 4 在 该 点 等 于 零 确 定 , 而 且 , 当 人 > 到 时 4>0， 
T<T 时 A4<0( 尽 管 并 非 热 力学 所 必须 , 但 在 所 有 已 知 的 铁 磁 体 中 , 都 存在 
这 种 相 之 间 的 温度 关系 ). 在 居 里 点 附近 , 我 们 有 


对 二 (39.4) 


其 中 w > 0, 为 一 不 依赖 于 温度 的 常量 . 公式 (39.3) 、(39.4 与 公式 (19.3) 仅 在 
所 含 物 理 量 的 意义 上 有 差异 : M 代替 了 已 ,万 代 蔡 了 五 :. 因此 我 们 将 不 再 重 
复 819 中 所 述 的 那些 论证 , 直接 给 出 以 下 由 (39.3) 、(39.4) 导出 的 结论 . 

Q@ 按 其 宏观 磁 对 称 性 和 在 不 太 强 的 磁场 中 的 行为 而 言 , 共 线 亚 铁 磁体 与 铁 磁 体 在 
狭义 上 没有 区 别 (参见 837 末 ). 以 下 所 述 的 理论 对 这 两 类 铁 磁 体 都 是 适用 的 . 

@ 铁 磁体 在 靠近 居 里 点 的 涨 落 区 内 的 性 质 将 在 847 中 讨论 . 

@ 展开 中 仅 含 M 的 各 分 量 偶 数 阶 客 的 事实 还 有 与 交换 近似 无 关 的 更 为 深刻 的 原 
因 : 量 M 对 于 时 间 反 演 是 奇 的 , 而 热力 学 势 对 于 这 个 变换 应 当 是 不 变 的 . 
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铁 磁 相 中 的 自发 磁化 强度 随 温 度 变 化 的 规律 是 
a 
2B 
高 于 居 里 点 处 不 存在 自发 磁化 强度 , 而 磁化 率 等 于 

2a(T —T.) 


亦 即 出 现 磁 化 率 反 比 于 了 一 所 的 顺 磁性 ( 居 里 -外 斯 定律 ). 低 于 居 里 点 处 我 
们 有 


M = pm (39.5) 


全 二 (39.6) 


1 
- 看) 。 ~ 
不 过 我 们 要 提醒 读者 , 这 个 量 并 不 是 一 般 意 义 下 的 磁化 率 ( 亦 即 M 和 五 之 间 
的 比例 系数 ), 因为 甚至 当 五 =0 时 , M 冯 0. 

事实 上 , 磁化 率 (39.7) 的 数值 仅 在 贴近 居 里 点 的 区 域 可 以 达到 1 的 数量 
级 . 离开 这 个 区 域 , 我们 可 以 认为 在 磁场 影响 下 磁化 强度 M 的 变化 非常 小 ,在 
给 定 温度 下 可 将 其 看 作 营 量 , 在 后 面 的 各 节 中 都 保持 这 一 假设 . 

在 这 方面 铁 磁 体 与 铁 电 体 存在 进一步 的 差别 : 对 于 铁 电 体 , 一 般 而 言 ， 
9P/8E 甚至 在 远离 导 里 点 处 也 不 是 很 小 ， 其 原因 仍然 在 于 原子 磁 和 矩 比分 子 
的 电 偶 极 和 矩 小 得 多 . 

在 819 中 曾 指 出 ,加 入 电场 会 抹 平 铁 电 体 中 的 离散 二 级 相 变 点 . 同样 的 情 
况 当 然 也 出 现在 处 于 磁场 中 的 铁 磁 体 中 . 由 于 在 交换 近似 下 , AM 与 五 方 向 一 
致 , 故 在 此 近似 下 ,在 五 的 任何 晶体 学 方向 上 都 会 出 现 相 变 的 模糊 化 . 
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如 上 所 述 , 铁 磁体 磁性 质 的 各 回 异 性 与 其 原子 间 相 对 微 暗 的 相对 论 性 相 
互 作用 有 关 . 在 宏观 理论 中 , 这 种 各 向 异性 是 通过 在 热力 学 势 中 引入 依赖 于 磁 
化 方 回 的 相应 项 一 一 磁 各 向 异性 能 来 摘 述 的 . 

由 微观 理论 出 发 计算 各 向 异性 能 ,需要 采用 量子 力学 的 微 扰 论 ,晶体 哈密 
顿 量 中 描写 相对 论 相互 作用 的 项 扮演 微 扰 的 角色 . 然而 , 也 可 以 不 通过 这 些 计 
算 , 而 用 对 称 性 考虑 得 到 待 求 的 表达 式 的 一 般 形 式 . 

相对 论 相 互 作用 的 哈密 顿 量 包括 电子 目 旋 算 符 的 一 阶 项 和 二 阶 项 ( 目 
旋 - 轨 道 相 互 作 用 和 自 旋 - 自 旋 相 互 作 用 ). 它们 的 大 小 由 w/e 确定 , 其 中 ,vw 
为 原子 中 电子 速度 的 数量 级 , c 为 其 空 光 速 .各 加 异性 能 微 扰 级 数 按 这 一 小 量 
展开 , 然而 , 由 于 上 述 微 扰 算 符 与 自 旋 算 符 的 依赖 关系 , 各 向 异性 能 可 自动 地 


(39.7) 
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以 磁化 强度 矢量 的 方向 余弦 ( 亦 即 单位 矢量 m 在 极 化 矢量 M 方向 上 的 分 量 ) 
的 响 级 数 形式 得 到 .从 男 一 方面 考虑 , 各 向 异性 能 Usniso, 同 热力 学 势 五 ( 见 
839 最 后 一 个 脚注 ) 一 样 , 对 于 时 间 反 演 是 不 变量 , 而 M 在 这 一 变换 下 变 号 . 
由 此 可 知 , 各 向 异性 能 应 当 是 mm 的 分 量 的 偶 函 数 . 

对 于 单 轴 或 双 轴 品 体 , 各 问 寞 性 能 的 展开 以 m 分量 的 二 次 项 起 始 . 我 们 
将 这 些 项 以 


5 = KikMiMk, (40. 1) 


表示 , 其 中 Ki 为 对 称 二 阶 张 量 , 它 的 各 分 量 (与 U 本 身 一 样 ) 具有 能 量 密度 
的 量 纲 . 在 单 轴 和 双 轴 品 体 中 这 种 张 量 分 别 有 两 个 和 三 个 独立 分 量 . 然而 在 
当前 情况 下 , 必须 注意 到 , 二 次 方 组 合 mz 十 my 十 mz = 1 与 拓 量 m 的 方向 无 
关 , 故 可 以 从 各 问 异 性 能 中 排除 . 因此 对 于 单 轴 和 双 轴 品 体 ，(40. 1) 式 相 应 地 
总 共 含 有 一 个 或 两 个 独立 系数 . 

于 是 , 可 将 单 轴 唱 体 的 各 疝 异 性 能 写作 


Uaniso = K (ms 入 mm) = Ksin20 (40. 2) 


或 者 其 等 价 形式 咏 


其 中 9 是 m 与 z 轴 间 的 夹 角 ,我 们 将 晶体 对 称 主轴 选 为 z 轴 . 如 有 果 系 数 (温度 
的 水 数 )K > 0, 则 在 沿 z 轴 磁 化 时 各 向 异性 能 取 极 小 值 , 通常 称 这 个 轴 为 易 磁 
化 方向 , 而 称 这 样 的 铁 磁体 属于 易 磁 化 轴 型 的 铁 磁 体 . 而 当天 < 0 时 , 易 磁 化 
方向 在 zy 平面 (晶体 的 底 平面 ) 内 , 这 样 的 铁 磁 体 属 于 所 谓 易 磁化 平面 型 铁 磁 
体 包 . (40. 2) 式 在 zy 平面 是 各 向 同性 的 . 但 是 , 这 种 各 向 同性 在 Vaise 展开 
的 高 阶 项 中 被 破坏 , zy 平面 内 的 易 磁 化 方向 (K < 0 时 ) 由 这 些 项 确定 . 这 些 
项 的 具体 形式 取决 于 品 体 所 属 的 品系 . 

在 四 角 品 体 中 , 四 阶 项 含有 两 个 独立 不 变量 (m: 十 mm) ”和 mxzrny( 选 zx 轴 
与 y 轴 分 别 沿 底 平 面 上 两 个 二 重 轴 方向 ). 这 两 个 不 变量 中 的 第 二 个 导致 底 平 
面 内 的 各 向 异性 . 

在 六 角 品 体 中 , 各 向 异性 能 只 包含 一 个 正比 于 (mz 十 m2)? 的 四 阶 项 . 在 

G@ 这 两 个 表达 式 之 间 相 差 了 一 个 与 方向 无 天 的 量 K. 将 其 中 的 一 个 转变 为 男 一 个 
意味 着 将 这 个 量 包 含 到 6 的 各 回 同 性 部 分 中 去 了 ; 特别 是 , 在 (39.3) 式 中 的 4 发 生 了 
改变 
0 六 角 钴 是 单 轴 铁 磁 体 的 一 个 例子 ,其 并 值 在 温度 ~ 530 K 时 变 号 , 且 K 分 别 在 


低 于 或 高 于 此 一 温度 时 大 于 或 小 于 零 . 在 0 K 时 K 的 外 推 值 为 K ~ 0.8 x 107erg/cm3， 
而 NT 之 值 ~ 2 x 101l0erg/cms3， 
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这 一 近似 下 各 向 异性 能 写作 
Caisd = Ki sin? 0 = K, sin4 0 (40.3) 


(40.2) 式 中 的 系数 K 在 此 被 标记 为 Ki. 但 是 , 在 底 平 面 内 各 向 异性 仅 在 6 阶 
项 中 才 出 现 , 这 一 阶 的 各 向 异性 不 变量 为 


] 
5 (mz 二 im) 二 (ma — imy)° | = sint 0 cos6w (40.4) 


其 中 , 选 x 轴 沿 底 平面 的 一 条 二 重 轴 , 方位 角 yp 从 它 开 始 起 算 . 
最 后 , 棱 面 体 对 称 性 允许 具有 两 个 4 阶 项 不 变量 


(hs; ne ) sinh (40.5) 


1 
5mzl(ms + imy) + (mz — imy) |] = cos 0 sin’ 0 cos 3%, (40.6) 


式 中 y 轴 沿 一 条 二 重 轴 , 角 2 由 z 轴 起 算 . 第 二 个 不 变量 中 ms 因子 的 存在 导 
致 易 磁 化 方向 离开 底 平 面 一 个 小 角度 , 因为 ms 是 小 量 , 确定 易 磁化 方向 既 需 
要 4 阶 项 , 也 需要 6 阶 项 (其 中 包括 种 不 变量 (40.4) 式 的 项 ). 

下 面 我 们 转向 立方 系 铁 磁 晶体 的 讨论 . 这 些 晶体 的 性 质 与 单 轴 晶体 的 性 
质 有 很 大 的 不 同 . 原因 在 于 , 由 m 的 分 量 构成 的 在 立方 对 称 变换 下 不 变 的 唯 
一 的 二 阶 量 组 合 是 m 的 平方 rm2 = 1. 所 以 立方 晶体 各 向 异性 能 展开 中 第 一 
个 不 消失 的 项 是 4 阶 项 , 而 不 是 二 阶 项 . 与 此 相关 , 立方 晶体 的 磁 各 向 异性 效 
应 , 一 般 而 言 , 比 单 轴 和 双 轴 晶体 弱 . 

立方 对 称 性 总 共 只 人 允许 一 个 依赖 于 mm 方向 的 4 阶 不 变量 . 立方 铁 磁 体 
的 各 向 异性 能 可 以 表示 为 


Uaniso = K (mzmy + mamz + myrmz) (40.7) 


或 者 


] 
Ca 一 -5K(ms 0 ms) 


的 形式 . 两 个 表达 式 的 等 价 性 很 显然 , 因为 它们 之 差 为 与 mm 的 方向 无 关 的 量 
K/2. 
当 KK > 0 时 (例如 , 对 于 铁 ), 在 矢量 mm 平行 于 立方 体 三 个 楼 的 三 个 位 置 
上 各 向 异性 能 达到 同样 量 值 的 极 小 值 (三 个 棱 分 别 为 x,vy,z 轴 , 晶体 学 方向 分 
别 为 [100], [010], [001]). 因此 , 在 这 种 情况 下 , 晶体 有 三 个 等 价 的 多 磁化 轴 ，. 
如 采 天 < 0 (例如 , 对 于 锦 ), 则 各 向 异性 能 在 m2 =m2 = m2 = 1/3 时 取 
极 小 值 , 也 就 是 说 , 在 m 的 方向 沿 着 立方 体 的 四 条 空间 对 角 线 之 任 一 条 时 ( 唱 


841 ” 铁 磁体 的 磁化 曲线 ee 


体 学 方向 [111], [111] 等 ), 各 向 异性 能 取 极 小 值 .它们 即 是 在 此 一 情况 下 的 易 磁 
化 方向 包 ， 

立方 晶体 各 向 异性 能 (40.7) 式 之 后 的 下 一 阶 近似 对 应 于 6 阶 项 . 从 这 些 
项 中 略 去 与 方向 无 关 的 不 变量 (2)3 以 及 与 (40.7) 式 仅 相差 因子 m2? 的 表示 
式 ,我们 就 只 剩 下 一 个 不 变量 , 可 以 取 其 为 m2m2mz. 于 是 


Uaniso = Ki(m2m? + 72702 十 90227702) 十 Kamamymz. (40.8) 


应 当 指 出 , 沿 任 一 易 磁 化 轴 自 发 磁化 的 铁 磁 立方 晶体 , 严格 地 说 , 失去 了 
立方 对 称 性 (与 此 相关 发 生 了 相应 的 原子 移动 , 即 晶 格 畸 变 ). 沿 立 方 体 楼 磁化 
的 晶体 成 为 弱 四 角 对 称 的 , 而 沿 立 方 体 空间 对 角 线 磁化 的 晶体 则 成 为 楼 面体 
对 称 晶 体 . 在 这 方面 , 立方 晶体 与 易 做 化 方向 沿 对 称 主轴 的 单 轴 品 体 不 同 , 显 
然 , 单 轴 唱 体 在 这 一 方向 的 磁化 不 改变 晶体 对 称 性 . 

我 们 再 一 次 强调 , 在 本 节 中 所 研究 的 各 向 异性 能 按 单 位 矢量 m 客 次 的 
展开 并 非 按 磁化 强度 M 本 和 号 的 展开 (在 远离 居 里 点 处 , 磁化 强度 完全 不 是 小 
量 ), 级 数 的 收敛 性 只 与 相对 论 相 互 作 用 的 微弱 有 关 . 但 在 居 里 点 附近 因 M 很 
小 , 它 成 为 按 AM 符 次 的 展开 . 在 朗 道 理论 的 框架 内 , 这 意味 着 单 轴 唱 体 中 的 
比率 K?/M (K 为 (40.2) 式 中 的 常量 ) 在 工 一 到 时 需 趋 问 一 个 异 于 零 的 有 限 
值 . 为 解释 这 一 结论 , 我 们 来 考察 , 例如 , 顺 磁 相向 易 磁化 轴 型 铁 磁 相 的 相 变 . 
根据 (39.3) 式 和 (40.2) 式 , 热力 学 势 按 AM 分 量 的 窜 次 展开 的 平方 项 的 形式 为 

AM2 十 (4+ 二 (Mz# + AM) 
之 M2 I y 
相 变 点 由 M2 的 系数 趋 于 零 确 定 , 而 M2 + M2 的 系数 趋 和 有限 值 . 

与 此 相似 , 在 立方 铁 磁 体 中 应 当 是 比率 K/Ms 趋 于 有 限 值 (K 为 (40.7) 式 
的 系数 ). 

但 是 在 涨 落 区 内 , 上 述 各 向 异性 系数 的 行为 一 般 而 言 不 再 成 立 . 
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我 们 现在 来 研究 单 轴 铁 磁体 的 磁化 强度 与 其 中 磁场 的 关系 , 为 了 确定 起 
见 , 我 们 假设 铁 磁体 是 易 磁 化 轴 型 的 ， 这 里 , 引入 无 量 纲 系数 8 > 0 (根据 


@ 作为 例子 , 我们 指出 , 对 于 铁 和 镍 , K/3 (最 难 磁化 与 最 易 磁化 方向 Uiwo 之 差 ) 
外 推 到 0K 的 秆 在 2 x 105erg/cm’ 左右 . 
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K = BM?/2) 名, 将 各 向 异性 能 方便 地 写 为 





Usnfso 二 二 


M? 
sin2 0, (4 1) 


大 家 应 当 记 得 , 我 们 曾 假定 磁化 强度 的 大 小 不 依赖 于 五 , 于 是 我 们 仅 关 
心 这 个 矢量 的 转动 @. 从 对 称 性 考虑 , 矢量 M 显然 在 过 z 轴 与 五 方向 的 平 
面 内 (只 要 在 各 回 异 性 能 中 不 计 及 那些 在 zy 平面 各 向 异性 的 高 阶 项 ), 取 此 一 
平面 为 zz 平面 . 计 及 了 各 向 异性 的 热力 学 势 等 于 久 


W 全 四 H? 
$= Bo M)+ 3 Ms 一 —H.M ET 
2 2 
二 do(M) + 和 sin2g- Mosing+ 且 cos 由 -二 (41.2) 
MM 对 五 的 依赖 关系 由 平衡 条 件 986/80 = 0 确定 , 由 此 
BM sin0 cos0 = H; cos0 一 万 :sin0. (41.3) 


相对 于 未 知 函 数 上 = sin9, 这 是 一 个 四 次 代数 方程 
(GME = (LC 


其 中 # 的 奇 次 宕 项 系数 不 为 零 . 这 个 方程 或 者 有 两 个 , 或 者 有 四 个 实数 根 ( 且 
所 有 根 均 < 1). 因为 所 有 这 些 根 都 对 应 于 函数 8(9) 的 极 值 , 十 分 清楚 , 前 一 
情况 下 这 个 函数 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 有 两 个 极 大 
值 和 两 个 极 小 值 . 换言之 , 在 第 一 种 情况 下 磁化 强度 的 一 个 方向 与 给 定 的 五 
值 相对 应 . 而 在 第 二 种 情况 下 , 对 于 给 定 的 五 可 以 有 两 个 不 同 的 WM 方向 , 其 
中 一 个 (相应 于 6(9) 的 较 小 的 极 小 值 ) 对 应 于 热力 学 完全 稳定 方向 , 而 另 一 个 
(相应 于 56(9) 的 较 大 的 极 小 值 ) 对 应 于 热力 学 亚 稳 方向 . 

两 种 情况 中 究竟 出 现 哪 种 情况 , 依赖 于 HH, 和 五; 的 取 租 . 在 逐渐 改变 这 
两 个 参数 的 过 程 中 , 当 一 个 极 大 值 与 一 个 极 小 值 汇合 时 , 一 种 情况 会 转换 为 另 

@ 下 述 分 析 基 于 各 向 异性 能 的 表达 式 (41.1). 但 是 应 当 指 出 , 首 项 为 这 一 
展开 在 实际 情况 下 的 收敛 性 通常 很 差 . 所 以 , 为 了 得 到 令 人 满意 的 对 现象 的 定 
展开 中 还 应 当 包含 下 一 阶 (四 阶 ) 项 . 

@ 除 此 处 所 考虑 的 矢量 M 的 转动 过 程 之 外 , 在 处 于 非常 强 磁场 中 的 铁 氧 体内 还 
有 另外 一 个 过 程 : 迎头 相遇 的 反 平 行 磁 和 矩 转变 方向 , 变 成 平行 的 . 不 过 , 这 只 发 生 在 
五 ~ Typ 的 “交换 ” 场 中 . 例如 , 对 于 铁 氧 体 Feo.FezOs (T =580K, /~ He), 这 些 场 的 
HA~ 1070e. 

加 将 Uniso 包含 到 热力 学 势 妆 中 ,我 们 暗 指 各 向 异性 常量 是 在 给 定 的 弹性 应 力 下 
确定 的 . 
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一 种 情况 . 此 时 56(9) 曲线 中 替代 极 值 点 出 现 了 拐点 , 亦 即 二 阶 导数 625/602 
与 一 阶 导数 95/80 一 起 趋 于 零 . 将 方程 (41.3) 改写 为 

H; H:> 

sin0 cos 
的 形式 , 并 再 一 次 对 9 求 微 商 后 , 我 们 得 到 

Ls H; 

sin30 cos30 

从 这 两 个 方程 中 消去 0, 我 们 得 到 
H2/3 + H2/3 = (BM)?. (41.4) 


在 Hj 一 右 ; 图 中 ,方程 (41.4) 确定 了 图 21 所 示 的 封闭 曲线 ( 星 形 线 ). 此 
曲线 将 -Hz 平面 分 割 成 两 部 分 , 其 中 一 部 分 可 以 有 亚 稳 态 存在 , 男 一 部 分 则 
无 亚 稳 态 存在 . 已 经 不 需 补 充分 析 就 可 看 出 , 没有 亚 稳 状态 存在 的 区 域 是 在 曲 
线 之 外 的 区 域 . 很 清楚 , 当 豆 一 co 时 只 有 沿 着 磁场 互 的 一 个 M 方 问 是 稳定 
的 . 








= BM 


H:| om 


-BM 
图 21 


亚 稳 态 的 存在 导致 磁 清 回 线 , 亦 即 外 磁场 变化 时 磁化 强度 通过 这 些 状 态 
的 不 可 逆 改 变 存 在 的 可 能 性 . 因此 图 21 绘 出 的 曲线 代表 了 磁 灌 回 线 的 绝对 边 
界 , 对 于 处 于 这 条 曲线 之 外 的 场 强 值 绝 对 不 可 能 有 磁 滞 回 线 岂 . 

场 强 五 垂直 于 易 磁 化 轴 (Hi = 五, Hz = 0) 的 状态 需要 进行 特别 的 研究 . 


M2? 
ee > sin*0— HM sinb. (41.5) 


如 果 瑟 > 86M, 则 6 仅 有 一 个 极 小 值 , 其 0 = /2, 即 磁化 强度 沿 磁场 方向 . 而 
如 果 万 < BM, 5 在 





M; = M sinb = 也 (41.6) 


© 在 本 章 的 全 部 叙述 中 我 们 仅 限于 铁人 磁体 的 平衡 状态 以 及 与 之 相应 的 其 中 的 可 
逆 过 程 . 特别 是 , 我 们 完全 不 涉及 人 磁 视 现象 的 机 理 ,人 磁 沛 现象 可 能 与 晶体 缺陷 、 样 品 的 
内 应 力 、 多 品 性 等 原因 有 关 . 
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时 有 极 小 值 , 这 与 天 量 M 相对 于 z 轴 对 称 的 两 个 位 置 相对 应 , 即 9 和 zx 一 9 
两 个 位 置 . 于 是 , 在 这 种 情况 下 有 两 个 平衡 态 , 它们 具有 同样 的 6 值 , 因此 也 
具有 同等 程度 的 稳定 性 . 

这 一 情况 十 分 重要 , 因为 它 将 导致 存在 两 个 相 邻 相 的 可 能 , 在 这 两 个 相 
中 , 五 相同 而 磁化 强度 M (从 而 磁感应 强度 B) 不 同 . 结果 出 现 了 降低 物体 总 
热力 学 势 的 新 的 可 能 性 : 将 物体 分 割 为 一 系列 单独 的 小 区 域 , 在 每 一 个 单独 小 
区 域 中 , 磁化 强度 取 两 个 允许 方向 之 一 . 这 些 区 域 称 作 自 发 磁化 区 或 磁 畴 . 铁 
磁体 的 热力 学 平衡 结构 的 实际 确定 要 求 对 物体 作 总 体 考察 , 计 及 其 具体 形状 
及 尺度 . 我 们 将 在 844 回 到 这 一 问题 

我 们 来 考察 物体 的 一 部 分 , 它 比 物体 的 总 体积 小 , 但 与 磁 畴 尺度 相 比 大 
得 多 . 可 以 认为 磁场 强度 及 在 这 个 区 域内 是 常量 , 而 利用 M 和 BB 标记 在 
这 一 区 域 的 体积 内 的 M 和 B 的 平均 值 . 除 Hs 之 外 , 磁化 强度 的 横向 分 量 
Ms = 有 Hz/B 在 这 一 区 域 也 是 常量 . 磁化 强度 的 纵向 分 量 Ma 在 不 同 的 磁 畴 
中 正 负 号 不 同 , 结果 其 平均 值 在 所 有 情况 下 都 不 会 超过 |Ms|. 再 考虑 到 处 处 
万 : = 0, 故 磁感应 强度 的 平均 值 为 


A a H? 
DD + 等 )， B, conjie- 必 41.7 
5 EE ee 


这 些 方程 确定 了 与 单 轴 铁 磁体 磁 畴 结构 对 应 的 磁感应 强度 平均 值 的 取 值 范 


到 


对 于 立方 晶体 中 M 与 五 的 依赖 关系 , 原则 上 也 可 如 上 述 对 单 轴 品 体 的 
分 析 一 样 进行 类 似 的 分 析 . 但 由 于 方程 过 于 复杂 , 无 法 在 此 得 到 显 式 的 解析 结 
果 , 今后 我 们 不 再 讨论 这 一 问题 . 


习 患 
1. 一 具有 旋转 椭 球 ( 且 其 易 磁化 轴 与 旋转 轴 重 合 ) 形状 的 单 轴 铁 磁 晶体 
被 置 于 外 磁场 为 中 , 试 确定 使 物体 具有 磁 畴 结构 的 往 的 取 值 范围 
解 : 根据 处 于 均匀 外 场 中 的 椭 球 体 的 一 般 性 质 (88), 按 畴 结构 平均 的 磁 感 
应 强度 万 和 磁场 强度 瑟 二 万 与 入 的 关系 为 


sa + (1 — n)H:; = bot ye 


其 中 n 为 沿 椭 球 主轴 (z 轴 ) 的 去 磁化 系数 . 令 电 ;=0 并 利用 公式 (41.7), 我 们 
得 到 
| Hs = H? 
I nn “YP 





841 ” 铁 磁 体 的 磁化 曲线 ee 


从 以 上 二 式 中 消去 万 后 , 得 到 物体 具有 上 畴 结构 的 磁场 取 值 范围 为 


四 12 
(my +o -np 
2. 试 确定 置 于 强 磁场 ( 末 交 4rM) 中 的 多 晶体 按照 微 晶 平均 的 磁化 强度 ， 
晶 具 有 单 轴 对 称 性 

解 : 令 在 单一 一 被 昌 的 极限 下 ,0 与 少 分 别 为 其 易 磁 化 方向 与 相应 的 M 

及 五 矢量 的 夹 角 . 不 用 作 计 算 , 我 们 就 已 预先 知道 , 在 强 磁场 中 KM 的 方向 

与 五 的 方向 非常 接近 , 也 就 是 说 , 角 93= 二 0 一 Vy 很 小 在 (41.2) 式 中 写 出 
M.H= MHcos(0 一 由 并 令 导 数 956/66 等 于 零 , 我 们 得 到 


BM 


VN sind = -i sin 0 cos 0. 


a 


然 , 平均 磁化 强度 的 方向 沿 着 再 方向 并 等 于 





i 站 过、 2 2 
AM =AM1fcos = M (1- 3 本 二 1- > sin20cos20|， 


其 中 横 杠 表示 对 微 晶 平均 . 假设 所 有 微 晶 的 易 磁 化 方向 是 等 概率 的 , 我 们 有 
本 -wa- i 


因此 ,平均 磁化 以 M -Me 万 -的 规律 趋 于 饱和 . 
3. 对 于 立方 对 称 微 蝇 ， 试 解 与 习题 2 同样 的 问题 
解 : 表达 式 


b 
-4 (ME + M4 + M4)— (Hs Ms + H,M, + H;M;) 


(在 (40.7) 式 中 令 玉 = BM4/2) 在 附加 条 件 M2 + M2 十 M2 = const 下 取 极 小 
值 的 条 件 为 : 


BMS + Hs=AMM;:, BMS+H,=AM,, BM + H;= AM,, 

其 中 入 为 拉 格 朗 日 不 定 乘 子 . 由 此 , 我 们 得 到 在 大 旦 值 情 况 下 
1 b 
NI- > ~ TH 人 


而 将 这 些 等 式 的 平方 相 加 , 我 们 得 到 M2 盖 万 /2 亦 即 入 福 五 /M. 求 得 的 AM 
和 万 之 间 的 夹 角 为 


的 (M x H)’ BM 2 2( 
Psin d= -m0 2 HoHe(Hs — Hy)’, 


H? 十 
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其 中 求 和 按 下 标 z,yz 循环 置换 进行 . 这 一 表示 式 按 微 量 方 向 的 平均 等 价 于 
对 矢量 万 方向 的 平均 . 后 者 以 对 确定 百 方向 的 球面 角 的 积分 的 方式 进行 ,最 


后 的 结果 为 2 
_ 二 262M 

一 一 Cn 2 es mt 

HW=M (I ;更 ) m (1 i ) 
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铁 磁 体 磁化 强度 在 磁场 中 的 改变 导致 其 发 生 形变 ( 磁 致 伸缩 ). 这 一 现象 
既 与 物体 中 的 交换 相互 作用 有 关 , 也 与 物体 中 的 相对 论 相 互 作用 有 关 . 由 于 交 
换 能 只 依赖 于 磁化 强度 的 大 小 M, 因此 交换 能 的 改变 只 可 能 与 量 M 在 磁场 
中 的 变化 相 联 系 . 一 般 而 言 , 尽管 M 的 变化 相对 非常 小 , 但 从 男 一 方面 看 , 交 
换 能 本 喘 比 起 各 向 异性 能 来 要 大 得 多 . 因此 , 与 两 种 形式 的 相互 作用 有 关 的 磁 
致 伸缩 效应 , 在 数量 级 上 是 可 以 互相 比较 的 . 

这 种 情况 发 生 在 单 轴 晶 体 中 ，4 方向 的 改变 引起 的 显著 形变 发 生 在 
玉 ~ BM 的 场 中 . 而 在 场 妃 ~~4rAM 时 , 量 M 的 改变 成 为 主要 的 . 如 果 这 两 个 
区 域 实际 上 是 相互 重合 的 , 则 一 般 而 言 , 研究 单 轴 铁 磁体 的 磁 致 伸缩 时 必须 同 
时 考虑 这 两 种 效应 . 这 里 我 们 不 准备 得 到 这 些 相当 复杂 的 公式 . 

在 立方 品 体 中 , 由 于 和 相对 较 小 的 各 加 异性 能 (4 阶 量 ) 有 关 , 情况 截然 不 
同 . 与 M 的 方向 改变 相 联系 的 重要 的 磁 致 伸缩 在 场 强 相对 弱 的 时 候 就 可 以 
发 生 , 而 此 时 M 的 大 小 改变 完全 可 以 忽略 . 下 面 我 们 就 来 研究 这 一 效应 . 

形变 物体 中 相对 论 相 互 作 用 能 的 改变 是 通过 在 热力 学 势 8 中 引入 附加 
人 磁 弹 性 项 来 描写 的 , 这 些 项 依赖 于 弹性 应 力 张 量 的 分 量 oix 和 矢量 M 的 方 癌 
(H. C. 阿 库 洛 夫 , 1928). 这 些 项 中 不 为 零 的 头 儿 项 与 oix 成 线性 关系 并 正比 于 
矢量 AM 的 方向 余弦 平方 (后 者 与 时 间 反 演 的 对 称 性 有 关 ). 于 是 在 一 般 情况 
下 , 磁 弹 性 能 表达 式 的 形式 为 


Uns 二 Qikl mOikM Nm,, (42.1) 


其 中 aikl mn 为 相对 于 两 对 指标 i,k 和 1,m 对称 (但 对 于 ik 对 和 lm 对 的 交换 不 
对 称 ) 的 无 量 纲 4 秩 张 量 . 在 居 里 点 附近 , 按 矢 量 1M 的 方向 余弦 阶 数 的 展开 
与 按 其 分 量 阶 数 的 展开 等 价 , 量 airim/M? 趋 于 一 第 数 极 限 . 
在 计算 张 量 aikim 的 独立 分 量 数目 时 , 应 当 注 意 到 (42.1) 式 中 以 组 合 m2 十 
mz 十 702 形式 包含 m 的 分 量 的 那些 项 与 m 的 方向 无 关 , 故而 可 以 从 磁 弹 性 
能 中 消去 名. 考虑 这 点 以 后 , 我 们 发 现 立 方 晶 体 的 磁 弹 性 能 具有 两 个 独立 系 
O 与 此 相 联系 而 产生 的 选择 aikom 的 某 种 任意 性 , 只 不 过 反映 了 选择 mm 的 方向 是 
有 条 件 的 , 在 做 这 种 选择 时 (无 外 界 机 械 力 施加 在 物体 上 ), 我 们 认为 晶体 没有 形变 . 
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数 , 我 们 可 将 其 写 为 : 





ee = 二 ep Wr ozzm?) 
“20600 nai Gename Oya mn (42.2) 
将 $8 对 相应 的 分 量 oix 求 微 商 , 即 得 到 形变 张 量 : 
05 
Uik 一 一 
ik Bo; 


同时 5 中 也 应 当 包 含 通常 的 弹性 能 ( 带 相反 的 符号 见 817 的 第 一 个 脚注 ). 
对 于 立方 晶体 , 通常 的 弹性 能 具有 3 个 独立 弹性 系数 , 可 以 表示 为 


人 1 
Uo = 0 2 


+ 之 (cas 直人 Ge ly M3(02, pe 二 O (42.3) 
其 中 ji,p2,p3 为 正 . 对 于 形变 张 量 , 我 们 得 到 @ 


Uzrz 一 (Ha M2)ozrz A La( os 所 Tez) 二 Wi 
(42.4) 


Uzry = KH30zy 十 C277z7727/ 
其 他 的 分 量 与 此 类 似 . 
这 些 公式 中 包含 了 所 考察 的 磁场 值 范围 内 的 所 有 磁 致 伸缩 效应 . 特别 是 
在 没有 内 应 力 时 , 由 公式 





2 
赂 0 (42.5) 


确定 磁化 强度 方向 改变 所 引起 的 形变 变化 . 我 们 记得 , 由 于 mm 方向 是 在 假定 
不 存在 形变 的 条 件 下 选取 的 , 所 以 在 这 个 意义 上 形变 的 大 小 也 是 有 条 件 的 . 
由 具体 问题 (如 压缩 晶体 ) 的 解 所 确定 的 应 力 张 量 的 数量 级 为 o ~ a/j 

其 中 a 和 分 别 具 有 相应 的 aikim 的 系数 和 弹性 系数 的 量 级 . 在 这 一 意义 上 ， 
磁 弹 性 能 ( 指 单 位 体积 的 磁 弹 性 能 ) 是 一 个 量 级 为 o2/1 的 量 . 系数 a 是 相对 
论 自 旋 - 自 旋 相互 作用 的 一 阶 量 , 因此 磁 弹 性 能 就 是 其 二 阶 量 . 在 单 轴 晶体 中 
各 向 异性 能 是 相对 论 相 互 作用 的 一 阶 量 , 故 按理 它 远大 于 磁 弹 性 能 . 而 在 立方 
晶体 中 , 各 向 异性 能 是 相对 论 相 互 作用 的 二 阶 量 , 因此 在 这 个 意义 上 , 一 般 而 
言 它 可 与 磁 弹 性 能 相 比 拟 @. 与 此 相关 , 有 可 能 需要 同时 考虑 两 种 形式 的 能 
量 (例如 在 研究 磁化 曲线 时 ), 这 将 使 问题 大 为 复杂 化 . 
加 对 多 求 微 商 时 , 应 当 留 心 817 习题 中 的 第 1 个 脚注 

@ 不 过 在 立方 晶体 中 , 磁 弹 性 能 有 可 能 远 小 于 各 向 异性 能 . 例如 , 对 于 铁 (室温 下 ) 
Ce eC lO? 
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我 们 现在 来 研究 磁体 在 非常 强 的 磁场 (五 守 4rM) 中 的 磁 致 伸缩 , 在 这 
样 强 的 磁场 中 各 向 异 性 能 变 得 不 再 重要 而 且 不 再 有 人 磁 畴 结构 , 于 是 可 以 认为 
MM 的 方向 与 五 的 方向 相同 . 

由 于 忽略 了 各 问 异 性 能 , 晶体 的 具体 对 称 性 变 得 不 再 重要 , 故而 以 下 的 这 
些 公 式 适 用 于 任何 的 铁 磁 体 . 

将 物体 置 于 均匀 外 磁场 钥 中 . 其 总 热力 学 势 6 由 式 


给 出 , 其 中 NM = MT 为 党 外 磁场 方向 均匀 磁化 的 物体 的 总 磁 矩 , 这 里 我 们 略 
去 了 与 磁场 无 关 的 项 fi. 对 物体 体积 平均 的 形变 张 量 由 下 式 给 出 : 








01 
人 V Oo 
0 性 (VIM 
VUik 一 V 5 (42.7) 


因此 , 形变 由 磁化 强度 对 内 应 力 的 依赖 性 所 确定 . 
在 唱 体 立方 对 称 的 情况 下 ,所 有 表征 其 性 质 的 二 秩 对 称 张 量 均 归 结 为 一 
个 标量 乘 以 8ix. 这 也 适用 于 张 量 9(VM)/Ooix, 在 这 种 情况 下 , 磁 致 伸缩 形变 
归结 为 均匀 压缩 或 均匀 膨胀 . 
如 果 我 们 仅 对 物体 的 总 体积 变化 5V 感 兴趣 , 则 其 可 直接 由 笑 对 压强 求 
微 商 得 到 : - 
0 a(MV 
Sy Cl 
其 中 PP 应当 理解 为 均匀 作用 于 物体 表面 的 压强 . 


(42.8) 





习 症 
1. 试 求 出 铁 磁 立方 晶体 依赖 于 磁化 方向 m 和 测量 方向 no 的 相对 伸 长 . 
解 : 在 单位 矢量 兄 方 向 的 相对 伸 长 可 通过 形变 张 量 用 下 式 表 示 : 

@/ 


本 一 LiK7272K- 


I 
将 (42.5) 式 中 的 wi (无 内 应 力 ) 代入 上 式 后 , 我 们 得 到 
8l 


2 2 全 六 
al (azm2z t+ mon + minz) 十 a msmynNnzny 十 momaNnznz tt MyMmznynz). 


@ 这 里 所 指 的 是 812 节 定 义 的 $. 当 物 体 的 形变 显著 地 非 均匀 时 , 这 一 定义 不 适用 . 
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我 们 记得 , 这 个 量 本 身 并 没有 绝对 意义 , 只 有 该 量 在 m 和 nn 的 不 同方 向 的 取 
值 之 差 才 有 绝对 意义 .例如 ,如果 m 指向 x 轴 方 向 , 则 6lJ/1 洛 zx 轴 和 Y 轴 取 值 
之 差 等 于 al. 如 果 m 的 指向 是 沿 着 一 条 空间 对 角 线 , 则 61/l 在 这 个 方向 的 取 
值 与 沿 着 其 他 三 条 空间 对 角 线 取 值 之 差 为 442/9. 

2. 一 铁 磁 性 椭 球 处 于 外 磁场 1 和 ~ 4rAMf 中 , 外 磁场 方向 与 该 椭 球 的 一 个 轴 
平行 . 试 确定 铁 磁 椭 球 在 磁 致 伸缩 下 的 体积 改变 外 

解 : 在 忽略 各 向 异性 能 情况 下 , 磁 畴 结构 的 存在 区 域 由 不 等 式 B < 4xM 
( 当 厂 二 0 时 ) 确定 (其 a 参见 841). 在 椭 球 中 nB 十 
(1 一 nn) 五 = $5, 并 令 瑟 =0, 我 们 发 现在 


分 < 4nmM 


的 情况 下 存在 磁 畸 结构 . 此 时 nB = 4rmM = ,也 就 是 说 平均 磁化 强度 


一 一 5 
J 
由 此 得 出 热力 学 势 
: 2 | 
$= Vv | Has — -BV (1) 


倘若 5 > 4rmAT, 则 椭 球 完全 沿 磁 场 磁 化 : M = M. 此 时 
$=—MIV 十 2rM2Vm (2) 


(5 二 4xMn 时 ，(1) 式 与 (2) 式 相 同 ). 
所 寻求 的 体积 改变 可 通过 取 上 对 压强 的 微 商 得 到 : 





$2 OV 

B17 .2.2 Si DP 当 < 4nnM 时 
加 oO(MV) oO(M*V) 本 

SV = — 可 万 十 2rm 一 P 当 $$ > 4rmAM 时 . 


当 $5 六 4rm 时 , 我 们 回 到 正文 中 所 导出 的 (42.8) 式 . 
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如 841 中 所 述 , 铁 磁 体 必须 具有 磁 晓 结构 ( 亦 即 必须 分 化 为 许多 具有 不 同 
磁化 强度 收 向 区 域 ) 的 状态 的 范围 非常 广泛 . 这 特别 适用 于 那些 没有 处 于 外 磁 
场 中 的 铁 磁 体 . 


吕 在 磁体 中 , 当 $5 ~ 4rM 时 应 当 考 虑 各 回 异 性 能 , 但 在 立方 晶体 中 不 必 这 
样 做 . 
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从 热力 学 观点 来 看 , 相 邻 的 磁 上 畴 是 具有 各 月 自发 磁化 方向 的 不 同 的 铁 磁 
体 相 . 我 们 首先 来 考察 不 同 相 之 间 边 界 (或 所 谓 的 畴 壁 ) 的 性 质 何 以 会 如 此 并 
确定 其 表面 张力 (明道 , 栗 弗 席 兹 , 1935). 

相 之 间 的 边界 实际 上 是 一 个 很 狭窄 的 过 渡 层 , 其 中 一 个 磁 畴 的 磁化 强度 
方向 连续 地 改变 到 另 一 个 磁 畴 的 磁化 强度 方向 . 这 一 层 的 “宽度 ” 以 及 JM 在 
其 中 的 变化 进程 决定 于 热力 学 平衡 . 此 时 还 必须 计 及 与 磁化 的 非 均匀 性 相关 
的 附加 能 量 . 对 这 一 非 均 匀 能 做 出 最 大 贡献 的 是 交换 相互 作用 . 从 宏观 的 观 
点 来 看 , 它 应 当 通 过 M 对 坐标 的 微 商 来 表示 . 假设 M 的 方向 的 梯度 很 小 , 这 
可 以 用 普遍 的 形式 做 到 ; 这 个 条 件 意 味 着 磁 和 矩 方向 的 重大 改变 是 在 大 于 原子 
间距 离 的 尺度 上 发 生 的 . 现 有 情况 下 这 个 要 求 显 然 满足 , 因为 相 邻 原子 磁 矩 方 
向 的 重大 改变 将 会 导致 交换 能 的 大 大 增加 , 在 热力 学 上 不 利 . 

我 们 用 符号 Unaon_u 来 表示 非 均匀 性 能 量 密度 . 根据 时 间 反 演 对 称 性 (这 
一 操作 改变 矢量 M 的 正 负 号 , 而 要 求 能 量 保持 不 变 ) 的 要 求 , 在 其 级 数 展开 
中 不 可 能 包含 形 如 air(M)9Mi;/9zx 的 线性 项 . 晶体 的 对 称 性 可 以 允许 那些 含 
有 矢量 M 的 分 量 与 导数 9M;/8xkx 乘积 的 项 存在 . 我 们 现在 感 兴趣 的 是 非 均 
匀 性 的 交换 能 ; Uson_。 中 的 相应 的 项 应 当 是 相对 于 AM 在 整个 空间 (在 不 变 坐 
标 系 中 ) 同时 作 同 样 转动 中 的 不 变量 . 此 时 上 面 所 说 的 带 乘 积 的 项 只 能 具有 

ni(M) MS 一 sa(M) .VM? 
的 形式 . 但 是 , 即使 允许 矢量 M 在 晶体 中 不 仅 有 方向 改变 而 且 有 大 小 的 变化 ， 
这 些 项 也 不 可 能 有 任何 非 均 匀 性 能 量 的 意义 . 原因 在 于 , 具有 真正 的 热力 学 意 
义 的 不 是 Caon_u 之 值 本 身 , 而 是 其 对 物体 体积 的 积分 ; 而 在 作 此 积分 时 , 上 述 
项 的 结果 只 依赖 于 物体 表面 上 的 磁化 强度 , 而 与 磁化 强度 在 物体 体积 中 的 变 
化 程度 无 关 包 . 

基于 同样 的 理由 ,可 以 不 将 与 M 对 坐标 的 二 次 微 商 成 线性 的 项 写 人 
Daon_u 下 一 阶 小 量 的 项 中 , 因为 对 体积 积分 后 它们 将 成 为 一 阶 导 数 的 平方 表 
示 式 . 而 一 阶 导 数 的 平方 表示 式 是 非 均 匀 性 交换 能 展开 的 主要 非 零 项 . 

这 些 项 的 最 一 般 形式 是 

人 jam mo (43.1) 
其 中 aik 是 对 称 张 量 , 为 了 使 铁 磁 序 稳定 , 这 一 表达 式 必 须 是 正定 的 , 也 就 是 
说 张 量 aix 的 主 值 必须 都 是 正 的 .在 立方 晶体 情况 下 张 量 oi 约 化 为 标量 
Q@ 这 表明 标量 Uson_s 应 当 以 这 样 的 方式 构成 ,即使 得 “磁性 的 " 和 “坐标 的 * 矢量 
下 标 各 自 交换 , 而 相互 不 交换 . 
@ 但 是 , 晶体 对 称 性 可 以 允许 非 交换 性 质 的 aisyMi6Mi/8zi 形式 的 项 存在 , 这 导致 
晶体 中 铁 磁 有 序 特征 的 改变 , 参见 852. 
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(Qik = QOix,Q > 0), 下 是 © 


aoM OA 
Unon-u = 9 Oz; l Oz; (43.2) 
在 单 轴 唱 体 情 况 , aik 有 两 个 独立 分 量 , 其 非 均匀 性 交换 能 的 形式 为 
al 110M OMN\” ao /OM 2 
Chena eg 9 [6 种 ( 池 ) py (这 (43.3) 





这 里 我 们 要 强调 , 远离 居 里 点 时 , 应 将 表达 式 (43.1) 一 (43.3) 看 作 是 单位 
秋 量 m = M/M 而 不 是 磁化 强度 M 自 旱 的 导数 的 帘 级 数 展开 . 只 有 在 居 里 
点 附近 时 , 它们 才 成 为 磁化 强度 AM 的 导数 的 究 级 煌 展开 . 与 此 相应 , 在 朗 道 
理论 的 框架 内 , 这 些 表 达 式 的 系数 ai 在 工 一 到 时 应 当 趋 同 不 为 零 的 有 限 值 
(关于 涨 落 在 这 方面 的 作用 , 参见 847). 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 易 磁 化 轴 型 单 轴 唱 体 的 不 同 相 之 间 的 分 界面 ， 
此 时 假定 M 平行 (或 反 平 行 ) 于 易 磁 化 轴 (z 轴 ). 

过 渡 层 的 结构 由 其 总 自由 能 取 极 小 值 确定 包 . 此 时 , 交换 能 的 作用 是 使 
过 渡 层 厚度 增加 (即使 得 M 方向 在 其 中 的 变化 更 平缓 ), 而 各 向 异性 能 的 作用 
与 之 相反 , 因为 M 与 易 磁化 方向 的 总 偏离 使 各 向 异性 能 增加 . 

取 z 轴 垂 直 于 过 渡 层 平面 ; AMd 的 分 布 仅 依赖 于 这 一 坐标 . M 沿 过 渡 层 厚 
度 的 转动 应 当 发 生 在 yz 平面 上 , 亦 即 处 处 有 Mj = 0. 这 点 可 由 以 下 的 简单 思 
考 看 出 来 . 单 轴 晶 体 中 的 非 均 匀 性 能 和 各 向 异性 能 一 般 与 磁化 强度 在 哪 一 个 平 
面 发 生 反 转 无 关 . 非 零 Mj 分 量 的 存在 不 可 避免 地 会 导致 磁场 产生 , 而 与 此 相关 
的 附加 磁 能 的 出 现 显然 在 热力 学 上 不 利 . 事实 上 , 由 方程 divB=dBs/dr=0 
得 出 沿 过 渡 层 有 B。= const, 而 由 于 在 磁 畴 深 处 Mz = 0, ,= 0, 故 处 处 
B; = 0. 因此 与 分 量 Mj 关 0 一 起 还 应 当 出 现场 有 ; = 一 4xM;. 故 在 自由 能 下 
中 相应 地 出 现 一 项 包 


H? HH? 
一 1 万 一 一 = 一 > 
3X eh 


令 0 为 M 与 z 轴 之 间 的 夹 角 , 则 AM 的 各 分 量 为 : 
M;=0, M,= Msing, M,;= Mocos0. 


Q@ 数量 级 为 (例如 ， 对 于 铁 ) Q ~ 10-12cm. 

@ 在 忽略 磁 致 伸缩 的 情况 下 , 没有 必要 区 分 自由 能 多 和 热力 学 势 $. 如 果 指 的 是 
考虑 非 均匀 形变 的 弹性 能 和 磁 弹 性 能 (在 某 些 情况 下 这 是 必要 的 , 见习 题 2), 则 应 当 讲 
总 自由 能 . 这 方面 应 当 记 住 , 介质 平衡 方程 正 是 通过 将 总 自由 能 对 形变 矢量 % 的 分 量 
变 分 而 得 到 的 ( 试 比较 815 末尾 所 述 对 液体 的 结论 :平衡 方程 了 = 0 是 通过 令 变 分 5 
等 于 零 得 到 的 )， 

G@ 准确 地 说 , 在 当前 情况 下 应 当 考 虑 热力 学 势 Fr 与 844 末 对 照 . 在 给 定 值 
Bn = Bzs 时 , 这 个 势 应 当 相 对 于 Ms 或 Hs 有 极 小 值 . 但 在 B。 =0 时 ,已 和 严 相同 . 
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韭 均匀 性 能 (43.3) 与 各 向 异性 能 (41.1) 之 和 由 积 4 


性 能 
OO 2 OO 
| lh + M2?)+ 10 | Te ~/ (al + Psin? 0)dz (43. 4) 
一 oo 一 CO 


给 出 (其 中 斜 撤 表 示 对 xz 求 导 ). 自由 能 中 的 其 他 项 与 过 渡 层 结构 无 关 , 故 可 略 
去 不 计 . 
为 了 确定 使 这 个 积分 取 极 小 的 函 煞 90(z), 我 们 写 出 相应 的 欧 拉 方 程 


Qa10" — Psin0cos0 = 0 


假定 过 渡 层 的 厚度 比 磁 畴 宽度 小 得 多 , 我 们 可 将 这 个 方程 的 边界 条 件 写 为 以 
下 形式 : 


(+00)=0, 0(-0%0)=7A, 0(+00)=0. (43.5) 
这 些 条 件 表示 了 这 样 一 个 事实 , 即 相 邻 磁 畴 被 磁化 到 彼此 相反 的 方向 上 . 满足 

这 些 条 件 的 欧 拉 方 程 的 第 一 积分 为 乌 
信和 二 Ea sin“0 = 0. (43.6) 

Ql 

对 其 再 次 积分 , 我 们 得 到 
cos0 = tanh | 人 (43.7) 
Ql 


该 式 即 可 确定 磁化 强度 在 过 渡 层 中 的 变化 进程 . 过 渡 层 的 宽度 5 ~ Vai/16. 
计 及 等 式 (43.6) 后 , 积分 (43. 4) 变 成 


M2 Qi 月 02dz = M? Va /singd = 2M*Vaip. 
一 Co 0 
如 果 将 磁 畴 之 间 的 分 界面 看 作 几 何 面 的 话 , 上 面 这 个 量 就 相当 于 形成 边界 所 
必须 的 表面 张力 . 将 磁 畴 壁 的 表面 张力 表示 为 M*A, 其 中 人 具有 长 度量 纲 . 
此 时 


A =2Vaip. (43.8) 
Q@ 如 果 注 意 到 (43.4) 式 中 的 积分 具有 粒子 在 势能 场 -6sin26 中 作 一 维 运动 的 作用 


量 积分 的 形式 (其 中 9 起 坐标 的 作用 , z 起 时 间 的 作用 ), 这 个 表达 式 当 然 可 以 马上 (不 
必 借 助 欧 拉 方程 ) 写 出 来 . 此 时 (43.6) 式 表示 “能 量 守 人 恒 ” 
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1， 立方 铁 磁 体 的 易 磁 化 轴 沿 着 立方 体 的 三 条 棱 (分 别 为 z, yz 轴 ), 磁 畴 
平行 或 反 平 行 于 z 轴 磁 化 , 而 磁 畴 壁 (a) 平行 于 (100) 面 分 布 ; (b) 平行 于 (110) 
面 分 布 . 试 确定 两 种 情况 下 磁 暑 壁 的 表面 张力 (E. M. 枝 绅 席 效 , 1944; 工 . 奈 尔 ， 
1944). 

解 : (a) 磁 畴 壁 平行 于 yz 平面, 其 中 所 有 物理 量 只 依赖 于 x 坐标, 矢量 
1M 在 yz 平面 转动 (本 节 正 文中 有 关 单 轴 蝇 体 的 论证 , 尚 需 加 上 JM 从 wyz 平 
面 的 偏离 在 此 情况 下 将 会 导致 各 向 异性 能 的 增加 ). 略 去 磁 致 伸缩 能 , 对 非 均 
习性 能 使 用 (43.2) 式 , 对 各 向 异性 能 使 用 (40.7) 式 (其中 KK = BM*/2), 我 们 得 
到 磁 暑 壁 的 自由 能 的 形式 为 
| (ab2 十 sin gcos2 0)dqz 
(0 为 M 与 z 轴 之 间 的 夹 角 )， 满足 边界 条 件 (43.5) 的 此 一 泛 函 极 小 化 问题 
的 欧 拉 方程 的 第 一 积分 为 : 


a0 — Bsin? 0 cos*0 = 0， 


0 VE 0| cos0| 
Q 


(将 cosb 写 为 |cos9| 后 , 我 们 就 保证 了 角度 0 在 过 渡 层 中 的 单调 变化 ). 这 个 
二 各 法 有 可 以 岳 写 有 限 厚度 磁 畴 壁 的 解 (要 做 到 这 点 必须 计 及 磁 致 伸缩 能 , 见 
习题 2), 但 它 已 足以 用 来 计算 在 所 作 近 似 下 为 有 限 的 表面 张力 : 


/2 
Allioo) = VvV Aap- 2 / sin0 cos0d0 = vapb. 
0 


(b) 时 壁 通 过 zz 轴 , 与 x 轴 和 % 轴 各 成 45%?， 为 避免 出 现 可 观 的 磁场 必须 尽 可 
能 将 1M 保持 在 壁 平面 内 . 然而 在 此 情况 下 ， oi Se 
壁 平面 . 但 是 由 于 我 们 假定 了 立方 晶体 中 各 向 嵌 性 能 很 小 ,这 一 偏离 也 将 很 小 
并 可 在 相当 精确 的 程度 上 略 去 . 此 时 


或 者 


Ms = My = sn az = M cosd 


(此 处 0 仍 为 1M 与 > 轴 的 夹 角 ), 各 向 异性 能 为 


M2? 
sin20(3cos2 0 + 1). 





全 
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我 们 可 以 立即 写 出 变 分 问题 欧 拉 方程 的 第 一 积分 为 : 
6? = Asin? 9( cog 0 十 万)， (1) 


其 中 4 = 36/(4a),B = 1/3, 搬 号 表示 对 重 直 于 磁 畴 壁 平面 的 坐标 (我 们 用 字 
母 € 表示 ) 的 导数 . 由 此 出 发 ,重新 考虑 条 件 (43.5), 我 们 得 到 畴 壁 结构 的 方程 


sinheV4(1 十 万 ) = V: 


sinh 和 = 2 cot 6. 
CQ 


A=avA {VIB 十 Barsinh- 志 |， (3) 





cot 6, [2) 


亦 即 


至 于 表面 张力 ,我 们 得 到 


也 就 是 说 ,在 A 和 B 取 上 述 值 时 : 
A(110) 一 1.38 vaO. 


2. 试 求 (100) 平面 的 畴 壁 的 结构 , 其 表面 张力 已 在 习题 1 (a) 中 算出 (E. 
ML 2 1944). 

解 : 前 已 指出 , 这 一 畴 壁 的 有 限 宽度 值 只 有 在 计 及 磁 致 伸缩 能 时 才 可 得 
到 . 壁 的 结构 由 其 自由 能 多 取 极 小 值 确 定 , 自由 能 密度 政 应 当 用 wi 表示 ( 参 
见 843 第 4 个 脚注 ). 相应 的 磁 弹 性 能 和 弹性 能 具有 与 (42.2) 和 (42.3) 类 似 的 
形式 , 不 过 系数 不 同 : 


BP = = yy + Uzzm?) 十 2b2uyz MyMmz, 
和 1 


Uel = —(u Tr 十 uz) 十 


和 2 
9 一 (WwWzz + Uyy + Uzz) 十 As (uz, 十 U2 十 sz) 


2 
(此 处 已 经 令 ms = 0)， 
与 磁化 强度 分 布 一 样 , 过 渡 层 中 的 形变 也 只 依赖 于 z. 由 此 可 知 , 位 移 矢 
量 久 的 Y,Z 分 量 应 当 具 有 = constXzuz 二 const Xz 的 形式 . 假如 用 x 的 区 
数 代 替 这 里 的 const, 那么 Uzy,Uzz 将 会 是 ! 或 者 zz 的 函数 . 因此 ,Uyy, Uzz, Uyz 
均 为 常数 . 进而 , 从 弹性 平衡 的 首 遍 方程 Doik/6zk = 0 得 出 , af = 0; 由 于 在 
ee pe 二 站 全 
这 些 应 力 张 量 的 分 入 式 ai 二 OF/Ouik 作为 导数 算出 , 我 们 得 到 : wzy = 
Uzz 二 0,Uzz 二 const. 这 样 一 来 , 所 有 的 if 都 是 常数 . 因此 足以 计算 它们 在 
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无 穷 远 处 的 值 , 在 无 穷 远 处 , 所 有 的 gik = 0 而 my = 0,mz 一 士 ] 由 等 式 
Oz = 0,0zz — Oyy 一 0 我 们 求 得 


从 Un el 和 Uel 下 消 去 常数 项 ， 我 们 发 现在 Gen 十 na 之 和 中 还 应 当 加 上 
一 项 
项 ,2 
一 克 sin2 0. 


最 终 确定 g(z) 依赖 关系 的 问题 归结 为 求解 方程 (1), 其 中 现在 
8 po 2 
省 全 3 恨 宇 RN 
表征 磁 弹 性 能 与 各 向 异性 能 之 比 的 常数 妃 很 小 叫 . 在 (3) 式 中 令 B=0, 我 们 
得 到 在 习题 1 (a) 中 已 知 的 Auoo) 之 值 . 从 (2) 式 我 们 求 得 磁化 强度 在 时 壁 中 


的 分 布 : 
2 
sinh /Ss 一 a cot 0. 
Q | 201 


0 有 ln NOM 


主要 依赖 于 磁 致 伸缩 的 常量 包 . 

3. 在 与 习题 2 同样 的 晶体 中 , 试 在 (a) 、(b) 两 种 情况 下 求 将 磁化 方向 在 
[001] 和 [010| (z 轴 和 vy 轴 ) 的 磁 畴 分 开 的 磁 畴 壁 的 表面 张力 (a) 磁 畸 壁 平 行 
于 (100) 平面 ; (b) 磁 畴 壁 平行 于 (011) 平面 . (C. B. 丛 索 夫 斯 基 , 1944; 工 . 奈 
尔 , 1944) 包 

解 : 两 种 情况 下 的 磁 弹 性 能 都 可 以 忽略 不 计 . 

(a) 在 这 一 情况 下 , 矢量 M 在 yz 平面 内 转动 . 与 习题 1 (a) 的 区 别 仅 在 
边界 条 件 上 : 





ee 9(+00) = 9 (+00) = 0 


tanf = exp (名 


届 例如 , 对 于 室温 下 的 铁 B 坊 2 x 10-3. 

名 当 p 一 0 时 我 们 所 研究 的 180 度 ( 指 M 在 其 中 转动 的 角度 ) 畴 壁 被 9 = r/2 趋 
于 无 穷 的 区 成分 裂 成 两 个 90? 了 畴 壁 . 

加 在 立方 晶体 中 /不同 于 单 币 晶体 , 见 344 第 2 个 脚注 ) 90° 的 畴 壁 是 真正 的 相 之 
同 的 分 界面 , 因为 两 个 磁 畴 都 是 稳定 相 , 其 中 的 每 一 个 都 在 易 磁 化 方向 磁化 . 


哮 壁 结构 由 解 


. 194 第 五 章 铁 磁 性 与 反 铁 磁性 


描写 , 而 表面 张力 为 
Ai = 5Va5 
仅 有 180 度 壁 的 一 半 . 

(b) 除 晶 体 学 轴 x,y,z 之 外 ,如 图 22 所 示 我 们 引入 轴 x,n,C (zx 轴 重 直 于 
图 面 , 箭头 代表 被 n= 二 0 平面 分 开 的 磁 因 中 的 AM 的 方向 ). 1M 在 过 渡 层 中 旋 
转 ， 秀 出 绕 n 轴 的 半 个 圆锥 ; 此 时 My = const = 1/V32, 因此 divM = MI = 0， 
( 搬 号 表示 对 汶 求 导 ). 以 9 表示 M 在 zi 平面 的 投影 与 C 轴 之 间 的 夹 角 (o 角 
的 取 值 范围 为 0 至 NA). 此 时 














1 COSO Sln (2 
7727 一 一 天 ) 7 一 ) ?Ny 一 ) 
LD 
1 一 COS 1 十 cos 
mo, = 5 pe 5 Wa 


非 均 匀 性 能 和 各 向 并 性 能 为 





2 2 
aM” no ry M .2 小 
Unon—u 一 4 ) aniso 一 A SIN 一 二 SO 9% 
沁 
4 、 | 
入 | / 
、\ ~ 、 » 
es i 了 
/| y 
、\ 
/ Se 
Ps 、\ 
/ 、\ 
图 22 


我 们 求 得 表面 张力 为 


Tn 1/2 
a La sinb 1 - sin? g db 
0 


arsinh /3 _173YQP 
2V6 5 2 


4. 如 果 磁 畴 之 间 的 过 渡 不 是 通过 JM 的 旋转 而 是 通过 改变 M 的 大 小 实 
现 的 ( 即 当 AM 通过 零 后 1M 的 符号 就 政变 而 实现 的 ), 试 求 单 轴 唱 体 中 磁 畸 壁 
的 表面 张力 . 自由 能 对 M 的 依赖 关系 (在 百 =0 时 ) 取 与 接近 居 里 点 情况 对 
应 的 (39.3) 式 的 展开 形式 (B. A. 日 尔 诺 夫 , 1958). 


2 





] 十 
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解 : 在 整个 过 渡 层 中 Ms。 = M 且 沿 重 直 于 壁 平面 的 zx 轴 变 化 . 计 及 非 均 
匀 性 能 的 自由 能 密度 为 : 
已 = 丽 -HMM2+BM4+ HM". (1) 
用 Mo 表示 磁 畴 内 部 的 磁化 强度 平衡 值 : M2 = |4|/2B ( 见 (39.5) 式 )， 引入 括 
量 m 二 MM /Mo(m 关 1), 我 们 可 将 畴 壁 的 自由 能 写 为 以 下 形式 : 


下 (1 
-|A 2 | 二 2\2 一 /2 | d 
A am + 


(下 中 的 相 加 常数 选 得 使 在 磁 畴 内 部 己 趋 于 零 ). 这 个 积分 的 极 小 化 应 当 在 边 
让 人 
m(+00)=1, (一 oo) = 一 1， m(+t00)=0 


下 进行 . 这 一 变 分 问题 的 欧 拉 方程 的 第 一 积分 为 


Q1 ,2 2\2 
一 -一 (1 一 7 ) 
4 
由 此 我 们 得 到 
m(x) = tanh Ei 
CQ1 


计算 积分 给 出 表面 张力 M2A, 其 中 


A=3Valdl (2) 


这 里 所 研究 的 咕 壁 结构 原则 上 可 出 现在 离 居 里 点 足够 近 处 (假如 在 本 一 工时 
B/I4A| 趋 于 无 穷 ), 在 该 处 矢量 1M 的 大 小 变化 比 拓 量 偏离 易 磁 化 方向 在 能 量 上 
更 为 有 利 . 
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现在 我 们 回 过 头 来 解释 磁 畴 的 具体 形状 和 尺度 中. 

有 关 磁 畴 之 间 分 界面 形状 的 茶 些 结论 可 直接 由 磁场 的 边界 条 件 给 出 . 由 
于 相 分 位 畴 的 磁场 强度 五 是 一 样 的 , 于 是 磁感应 强度 法 向 分 量 Bn 连续 的 条 
件 归结 为 Mn 连续 . 在 单 轴 唱 体 中 , 不 同 磁 畴 的 磁化 强度 的 差别 在 于 M;, My 


GO 磁 畴 的 概念 最 早 是 由 P. 外 斯 引入 的 (1907). 磁 畴 的 热力 学 理论 由 I. A. 朗 道 和 
E. M. 栗 弗 席 效 给 出 (1935). 
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相同 而 M。 反 号 . 在 这 些 条 件 下 , Mi, 连续 意味 着 , 分 界面 应 当 平行 于 z 轴 , 亦 
即 吻 磁化 轴 . 

热力 学 平衡 的 磁 畴 的 形状 和 尺度 由 总 自由 能 取 极 小 值 确定 . 它们 主要 依 
赖 于 物体 的 具体 形状 和 尺度 . 在 铁 磁 体形 状 为 平行 平面 体 的 最 简单 的 情况 下 
的 磁 畴 , 原则 上 可 以 取 从 物体 的 一 个 表面 穿 过 物体 到 达 其 另 一 个 表面 的 平行 
层 形状 . 下 面 我 们 将 专门 讨论 这 种 结构 . 

磁 畴 间 所 有 新 边界 的 产生 均 导 致 总 表面 张力 能 量 的 增加 . 这 个 因素 的 作 
用 当然 是 使 磁 畴 数目 减少 , 亦 即 增加 磁 畴 厚度 . 在 磁 畴 向 其 伸展 的 物体 外 表面 
附近 , 剩余 能 起 相反 的 作用 . 在 物体 内 部 磁场 五 = 0, 因为 矢量 M 处 在 易 磁 
化 方向 , 各 向 异性 能 也 等 于 零 . 但 在 表面 附近 情况 发 生变 化 . 

在 磁 各 向 异性 能 大 和 小 这 两 种 极限 情况 下 , 磁 畴 出 现在 物体 表面 的 特征 
不 同 . 此 时 各 向 异性 能 的 自然 量度 不 是 (41.1) 式 中 的 8 本身 而 是 B/4r. 这 点 
可 由 单 轴 铁 磁体 横向 磁 导 率 的 表达 式 Hzz = 1 十 4n/B 中 看 出 (参见 (41.7) 式 ). 

在 磁 各 向 异性 能 大 的 情况 下 , 磁 畴 层 应 当 以 M 方向 不 变 的 方式 伸展 到 
物体 表面 ( 见 图 23 (a), 为 简单 起 见 我 们 假设 平行 平面 体 的 表面 垂直 于 吻 磁 化 
方向 ). 然而 此 时 在 表面 附近 产生 了 磁场 , 这 种 磁场 透 入 周围 空间 和 透 入 物体 
内 部 的 距离 约 为 层 厚度 a 的 量 级 . 

在 各 问 异 性 能 很 弱 的 相反 情况 下 , 更 为 有 利 的 是 这 样 一 种 磁化 强度 分 布 ， 
即 以 M 偏离 易 磁化 方向 为 代价 , 排除 磁场 的 产生 . 在 五 =0 时 ,应 当 处 处 有 
divB = 4ndiv IM = 0, 而 且 在 磁 畴 的 所 有 边界 上 和 物体 的 自由 边界 上 , M， 应 
当 连 续 . 这 可 以 通过 产生 三 角形 截面 的 闭合 畴 来 达到 ( 见 图 23 (b) ), 在 这 些 磁 
畴 中 磁化 强度 平行 于 物体 表面 . 这 些 区 域 的 总 体积 以 及 其 中 的 各 向 异性 能 都 
正比 于 层 的 厚度 a%%. 

因此 , 在 所 有 情况 下 , 磁 畴 出 现在 物体 表面 都 与 多 余 能 量 的 产生 有 关 , 磁 
畴 厚度 越 厚 , 多 余 能 量 越 大 , 因此 这 个 能 量 的 作用 是 使 磁 畴 “ 变 薄 ”. 

最 后 形成 的 磁 畴 的 厚度 由 畴 壁 表面 能 和 磁 畴 出 现在 表面 的 “突现 能 ”* 这 
两 个 相互 对 立 的 倾向 的 博弈 所 决定 . 平板 中 磁 畴 (平行 平面 层 ) 的 数目 正比 于 
”回应 当 强 调 指出 , 把 M 方向 相差 90° 的 区 域 分 开 的 基本 磁 畴 和 闭合 磁 畴 之 间 的 
边界 , 在 当前 情况 下 ( 亦 即 在 单 轴 品 体 中 ) 并 不 是 真正 意义 上 的 相 际 分 界面 . 这 一 点 可 
以 清楚 地 从 垂直 于 易 磁 化 轴 (五 = 0 时 ) 的 磁化 强度 状态 本 身 不 稳定 而 且 并 非 物 质 的 
可 能 相 看 出 来 . 严格 地 讲 , 图 23 (b) 中 绘 出 的 磁化 强度 分 布 图 只 适用 于 6 一 0 的 极限 . 
在 小 量 6/4r 的 一 级 近似 下 已 显现 出 与 这 一 图 像 的 偏离 , 且 基 本 磁 畴 与 闭合 磁 畴 之 间 
的 过 湾 发 生 在 仅 为 磁 畴 宽度 a 的 6B/4r 倍 的 距离 上 ; 此 时 出 现 磁 场 ~ 6M (但 这 并 没有 
反映 在 样品 表面 磁 畴 突现 能 的 估计 中 ) 

* 此 一 能 量 俄 文 文献 称 为 “anepzur ewzo0a", 英文 文献 称 为 “energy of emergence”, 二 
者 的 原意 均 为 磁 畴 出 现在 物体 表面 时 产生 的 附加 能 量 , 过 去 的 中 译本 将 其 译 为 "脱出 
能 ” 似 不 妥 . 一 译 者 注 
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图 23 


1/a, 而 表面 张力 能 正比 于 分 开 磁 畴 的 分 界面 的 总 面积 , 亦 即 正比 于 lfa (其 中 
1 为 板 的 厚度 ). 突现 能 正比 于 a. 这 两 个 能 量 之 和 作为 a 的 函数 在 a 的 某 个 正 
比 于 Vi 的 取 值 处 达到 极 小 . 

例如 , 对 于 弱 各 回 异 性 情况 (图 23 (a) ), 突现 能 (相对 于 平板 上 下 两 面 的 
单位 面积 ) ~ a6M?; 表面 能 等 于 M*Al/a (这 里 当然 假设 板 的 厚度 比 磁 畴 宽度 


大 ). 由 此 我 们 得 到 
Q ~ /S$ ~ V16. (44.1) 


因此 , 磁 畴 的 厚度 随 物体 尺度 的 增加 而 增长 . 但 是 这 种 增长 的 定量 规律 a x 1122 
基于 磁 畴 厚度 为 常数 的 假设 , 显然 不 可 能 对 于 任何 1 值 都 正确 . 原因 在 于 , 当 
磁 畴 向 物体 表面 伸展 时 其 厚度 不 可 能 超过 某 一 极限 值 ax, 这 个 极限 值 只 依赖 
于 铁 磁 体 本 身 的 性 质 而 与 物体 整体 的 形状 和 尺度 无 关 . 这 个 值 是 在 a 增加 时 
在 物体 表面 深度 ~ a 附近 磁 畴 分 裂变 得 热力 学 有 利 的 那 一 刻 确定 的 . 因为 一 
个 磁 畴 的 突现 能 随 a? 增加 , 而 在 磁 畴 分 裂 时 产生 的 表面 张力 多 余 能 则 随 a 增 
加 , 所 以 , 这 一 时 刻 必定 到 来 . 

这 样 我 们 的 结论 是 , 随 着 物体 的 尺度 以 及 由 此 而 来 的 磁 畴 厚度 的 增加 , 在 
磁 畴 接近 表面 时 必定 会 出 现 磁 畴 的 逐步 分 又 (E. M. 栗 弗 席 效 , 1944) 2. 从 原 
则 上 讲 , 在 尺度 ! 充分 增 大 的 情况 下 , 分 又 会 一 直 继 续 , 直到 在 表面 上 形成 的 
分 支 的 厚度 可 与 磁 畴 壁 厚度 6 相 比 . 

现在 我 们 来 确定 这 一 极限 情况 下 函数 a(l) 的 依赖 关系 . 在 进行 估计 时 我 
们 假定 各 向 异性 很 弱 . 
”“” @ 磁 畴 开始 分 叉 的 长 度 1 的 临界 值 强烈 地 依赖 于 磁 各 向 异性 的 特征 与 样品 表面 


相对 于 其 晶体 轴 所 处 的 位 置 . 对 磁 畴 分 又 初始 阶段 的 研究 , 见 JTupwuw E. M., 39T®. 
1945. T. 15. C. 97; J. Phys. USSR. 1944. v.8, p.337. 
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图 24 绘 出 了 磁 畴 分 叉 的 示意 图 . 磁 畴 的 突 坝 能 现在 与 尖 臂 状 做 畴 的 附加 
表面 能 以 及 与 因 分 叉 的 结果 而 偏离 z 轴 的 M 有 关 的 各 向 异性 能 相 加 ; 现在 没 
有 了 三 角形 截面 的 闭合 畴 . 假定 循序 分 义 能 量 之 和 收敛 很 快 , 只 看 头 一 个 尖 劈 
就 已 足够 , 我 们 将 其 长 度 标 为 h 从 能 量 有 利 的 考虑 易 见 , 尖 辟 的 长 度 h 远 大 于 
其 厚度 (或 者 与 a 相当 量 级 的 量 ), 让 即 其 边界 与 z 轴 的 偏 角 妇 ~ a/h < 之 1. 实际 
上 , 尖 辟 表面 能 ~ hM?A, 而 与 其 有 关 的 各 问 异 性 能 ~ haB6M?*W 和 ~ a3BM?/h; 
这 两 项 能 量 之 和 (突现 能 ) 在 hr? ~ a36/A, 亦 即 


Qa 和 人 0 
— VV ——— 人 八 / 一 一 44. 
h 1 ab Q E39 





时 取 极 小 值 (当然 这 里 假设 a 六 6)， 此 时 突现 能 (相对 于 平板 单位 表面 积 ) 
~ a3/2M2VBA/a. 基本 磁 畴 边界 的 表面 能 ~ M2Al/a. 将 这 两 个 表达 式 之 和 
极 小 化 , 我 们 得 到 所 求 的 依赖 关系 : 


1 
C3 ($) pi (44.3) 


(五 . A. 普 利 沃 罗 茨 基 , 1 970) 

在 结束 本 节 时 ,我 们 用 比 以 上 所 述 更 为 普遍 的 观点 来 考察 铁 磁 体 的 相 平 
衡 条 件 : 现在 将 不 再 假设 在 两 种 相 内 矢量 及 的 所 有 分 量 相 等 (人 研究 弯曲 磁 畴 
边界 时 可 能 要 使 用 这 种 提 法 ). 

首先 , 需 要 满足 普 衣 的 静 侯 条 件 (29.1 3 : 


Bni 二 Bn2, Hu H i, (44.4) 


关于 磁 畴 分 又 的 思想 以 及 极限 规律 a x 12/3 的 结论 是 朗 道 在 应 用 于 超导体 中 间 
态 (§57) 时 首先 提出 的 . 





§44” 铁 磁体 的 磁 畴 结构 ee elo 


这 些 条 件 是 麦克 斯 韦 方程 div B = 0,rot HH = 0 的 结果 . 但 除了 这 些 等 式 之 外 
还 也 Os ( 沿 法 线 方向 ) 亦 即 相对 于 物质 从 一 种 相 
问 男 一 种 相 过 渡 的 热力 学 条 件 . 这 个 条 件 通 过 两 种 相 中 相对 于 变量 B。 和 用 
的 热力 学 势 的 等 式 来 表示 号 . : 文 些 量 , 只 需 在 微分 dF (31.6) 的 表达 
式 中 (这 里 再 次 略 去 了 磁 致 伸缩 ) 将 乘积 -BB.dH 改写 为 


_B.dH =-B,.dH,- BdH, = —d(B,H,)— Bi.dH:, + HndB. 


由 此 十 分 清楚 , 所 需要 的 热力 学 努 (用 Fr' 表示 ) 是 


， = 1 
下 二 上 和 和 有 (44.5) 
而 所 要 寻求 的 边界 条 件 为 
Fi=F (44.6) 
(HI. A. 普 利 沃 罗 茨 基 , M. H. 阿 兹 贝 利 , 1969). 
习 就 


平行 平面 磁 暑 在 不 改变 磁化 强度 方向 的 情况 下 向 铁 磁 体 表面 重 直 伸展 
(图 23 (a)), 试 确定 铁 磁体 表面 附近 的 磁场 能 

解 : 求 这 一 表面 附近 磁场 的 问题 等 价 于 如 下 静电 学 问题 : 一 平面 以 带 状 
方式 交错 地 带 有 面 密 度 为 吕 = 士 M 的 负电 荷 和 正 电 荷 , 试 求 该 带电 平面 所 产 
生 的 电场 . 

令 物体 表面 与 平面 z=0 重合 , 并 选 x 轴 重 直 于 磁 畴 平面 “ 面 电 荷 密 
度 "al(Z) 是 周期 为 2a 的 周期 函 1a 为 磁 畸 宽度 ), 它 在 一 个 周期 内 的 取 值 等 
了 

v==M (=<(0N), HM(3 0<T<HNH) 


函数 的 倩 里 叶 级 数 展 开 为 


(2n + 1)nx 4M 
= > ih i 
也 一 0 


场 的 势 满 足 拉 首 拉 斯 方程 





我 们 来 寻求 以 下 形式 的 级 数 解 


(2 十 ] TZ 
-5 sin 一 一 一 exp{fCn+D 一 } 





生生 六 件 _ 两 种 相 的 化 学 势 相 等 的 推导 , 其 


中 温度 和 压强 是 独立 变量 ,它们 在 两 种 相 里 是 相同 的 (参见 本 教程 第 五 卷 881). 
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( 式 中 指数 的 正 负 号 分 别 对 应 于 z 光 0 与 z <0 的 半空 间 ). 系数 加 由 边界 条 件 








O © 
有 十 = 47a 
确定 , 由 此 得 到 
20 
一 人 
> 


所 要 求 的 场 能 可 以 用 在 “带电 平面 ” 的 积分 3 | svar 得 出 , 单位 表面 面积 的 


能 量 为 


1 1 1 

5 元 / (aw) 
由 5 函数 之 值 6(3) = 1.202, 我 们 得 到 单位 表面 积 的 能 量 为 0.852JM?a. 板 内 磁 
嘛 的 宽度 由 能 量 和 


= 8aM? 一 wa OM 
0 7 二 2 a C(3). 











Al 

a 

取 极 小 值 确定 , 其 中 第 一 项 为 板 上 下 两 面 的 突现 能 , 第 二 项 为 表面 能 . 由 此 得 
到 a 二 0.8VAl (C. 基 特 尔 , 1946). 


845 单 畴 粒子 


随 独 物体 尺度 的 减 小 , 磁 畴 的 形成 最 终 变 得 在 热力 学 上 不 利 ,结果 足够 小 
的 铁 磁 粒子 成 为 “ 单 畴 ”的 均 勺 人 微 化 结构 . 通过 比较 均 勺 磁化 粒子 的 磁 能 与 如 
果 粒 子 体积 中 磁化 强度 分 布 存 在 显著 不 均匀 性 时 的 非 均 匀 性 能 的 大 小 , 可 以 
得 到 这 些 单 畴 结构 尺度 的 判 据 . 第 一 种 能 量 的 量 级 为 M2?V, 第 二 种 能 量 的 量 
级 ~ qaM?V/L?. 因此 单 畴 粒子 的 尺度 为 


LT7NM G4 NM 


ee (45.1) 


为 了 解释 均匀 磁化 粒子 在 磁场 中 的 行为 ,需要 研究 其 总 自由 能 ,将 表达 式 
(39.1) 与 各 向 异性 能 之 和 代 人 表示 FF 的 (32.7) 式 @: 


人 学 (H + 5)dV, (45.2) 


。”@ 这 类 粒子 系 综 的 性 质 有 时 称 作 微观 磁性 
@ 忽略 磁 致 伸缩 后 , 当 在 物体 的 给 定 体积 内 考虑 自由 能 时 , 我 们 不 再 区 分 热力 学 
势 和 自由 能 


845 单 畴 粒子 . 201 . 


且 只 对 物体 体积 积分 , 略 去 了 无 关 常 量 VE. 令 粒 子 具 有 椭 球 形状 . 此 时 其 内 
部 的 磁场 五 由 等 式 (29.14) 或 


H:; 一 Ds = Annir Mr (45.3) 
确定 , 式 中 右 端 第 二 项 为 物体 产生 的 “ 退 磁 ” 场 . 因此 我 们 得 到 : 
F =2nxngMMiV VM .$+ VUniso (45.4) 


式 中 右 端 第 一 项 称 为 磁化 粒子 的 本 征 静 磁 能 , 第 二 项 是 其 在 外 场 中 的 能 量 . 

粒子 的 磁化 强度 在 外 场 入 中 的 方向 取决 于 作为 M 方向 的 函数 的 多 取 
极 小 值 . 对 于 立方 晶体 可 在 (45.4) 式 中 略 去 各 向 异性 能 . 对 于 单 轴 唱 体 , 将 各 
向 异性 能 改写 为 Bir MiMi/2 的 形式 后 , 我 们 有 


多 = (dinin 十 CD)A1N — VHD.M. (45.5) 
以 这 种 方式 确定 的 问题 , 在 数学 上 等 同 于 841 市 中 研究 过 的 寻求 局 域 M 


对 局 域 五 依赖 关系 的 问题 , 二 者 的 区 别 只 在 于 用 血 苦 换 了 五 并 将 Bix 换 作 
477i 或 4nnix + ir. 

最 后 , 我 们 将 要 在 单 畴 样品 中 磁化 强度 分 布 尚 不 能 认为 是 均匀 分 布 的 条 
件 下 , 导出 这 个 分 布 必须 满足 的 方程 . 为 此 必须 要 求 物体 的 总 自由 能 取 极 小 
值 , 我 们 将 该 自由 能 写作 对 全 空间 的 积分 

二 本 HF? 

.多 =— | Fav 一 ) {m0 二 Br a Di 一 Ad . H = i dV, (45.6) 
在 每 一 点 的 五 值 均 给 定 情况 下 求 上 式 对 M (现在 它 是 坐标 的 函数 ) 的 变 分 ， 
假定 M 的 大 小 给 定 , 变 分 时 只 变化 M 的 方 同 . 略 去 被 积 函 数 中 仅 依 赖 于 AM 
和 仅 依 赖 于 五 的 项 后 , 我 们 求 积分 

/| {Boum . 2 a | dV 
的 变 分 , 现在 这 个 积分 仅 对 物体 的 体积 (其 中 M 关 0) 进行 . 变 分 后 对 第 一 项 
作 分 部 积分 , 我 们 得 到 








一 - Om OU ,| Om 
He 、 2 aniso Ps 
人 KAI Brn + MH\ amav + fo xM es md fi; 
(45.7) 


上 式 右 端的 第 二 个 积分 在 物体 表面 进行 . 由 于 mm? = 1 故 mm .5m = 0, 亦 即 变 
分 具有 5m = Sw x mm 的 形式 , 其 中 5w 为 坐标 的 一 个 小 的 任意 图 数 . 从 条 件 
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8 多 = 0, 令 体积 分 中 被 积 函数 内 5w 的 系数 等 于 零 , 得 到 所 要 求 方程 @ 
O*m En OUeeg 
OXiOTk Om 





m x Ch 于 MH = 0. (45.8) 
从 面积 分 等 于 零 得 到 这 一 方程 的 边界 条 件 ; 例如 在 aik = aSix 时 , 这 个 条 件 的 
形 武 征 
m x — = 0, (45.9) 
其 中 no 为 物体 表面 的 法 线 方 癌 . 
不 言 而 喻 , 除 方程 (45.8) 之 外 , 麦克 斯 韦 方程 


div(H +4xnMm)=0, rotH=0 (45.10) 


也 必须 在 全 空间 得 到 满足 , 它们 在 物体 表面 具有 通常 的 边界 条 件 , 而 在 无 穷 远 
处 满足 五 一 委 的 条 件 包 . 

对 于 均匀 磁化 的 物体 ( 椭 球 ) (45.8) 式 圆 括号 中 的 第 一 项 消失 , 剩余 的 方 
程 (具有 (45.3) 式 给 出 的 互 ) 与 自由 能 (45.5) 式 取 极 小 值 的 条 件 相 同 . 


846 取向 相 变 


铁人 磁体 的 各 加 异性 稼 量 是 温度 的 为 数 , 它 可 以 在 某 一 点 改变 正 负 号 .此 时 
自发 磁化 的 方向 改变 , 从 而 磁 结构 对 称 性 也 发 生变 化 . 像 这 样 产生 的 磁体 的 不 
同 相 之 间 的 转变 称 作 取 向 相 变 . 我 们 来 探究 在 单 轴 六 角 铁 磁体 品 体 中 这 种 相 
变 是 如 何 实 现 的 (H. 霍 因 纳 , C. M. 瓦尔 马 , 1968). 

因为 我 们 想 要 在 各 向 异性 常量 Ki 趋 于 和 零 的 某 一 点 的 邻 域 开展 研究 , 这 
就 必须 也 考虑 各 向 异性 能 展开 的 下 一 项 ; 对 于 六 角 磁 铁 体 , 这 样 的 Usniso 的 表 
达 式 已 在 (40.3) 式 给 出 . 

首先 我 们 假定 Ks > 0, 此 时 根据 对 Ki 和 Ks 取 值 的 依赖 关系 , Uaniso 的 
极 小 值 分 别 对 应 于 以 下 各 相 : 

(I) Ki > 0 时 , 0 = 0,7: 

(TT) 当 -2K2 < Ki <0 时 , sin0 = tvV-Ri/CR;); (46.1) 

(1) 当 Ki < 2K 时 , 0 = x/2. 
”如 果 在 方程 中 置 变 化 率 6M/6t 等 于 零 , 很 自然 这 个 方程 与 铁 磁 体 中 磁 矩 的 进 
动 运动 方程 相同 (参见 本 教程 第 九 卷 869). 

@ 尽管 m 和 五 之 间 由 (45.10) 式 的 第 一 个 方程 相 联系 , 人 们 还 是 会 产生 在 恒定 五 
情况 下 相对 于 m 对 积分 (45.6) 取 变 分 是 否 合 理 的 问题 . 实际 上 , 如 果 令 五 = -Vy (由 
于 第 二 个 方程 ) 并 计算 积分 对 p 的 变 分 , 则 其 由 于 第 一 个 方程 而 等 于 零 , 因此 对 互 的 
变 分 对 58 无 贡献 . 





846 取向 相 变 :03 


这 里 相 I 和 相 亚 分 别 对 应 于 易 磁 化 轴 型 相 和 易 磁 化 面 型 相 .在 相 开 中 磁化 强 
度 矢 量 没 有 固定 的 取向 (不 像 相 I 和 相 亚 那样 ), 而 是 随 温度 变化 其 方向 在 角 
度 0=0( 或 06=r) 与 0=r/2 之 间 连 续 改 变 ; 这 个 相 ( 有 时 称 作 角度 相 ) 的 对 
称 性 低 于 相 I 和 相 正 的 对 称 性 . 相 工 和 相 开 之 间 以 及 相 开 和 相 亚 之 间 的 相 变 
是 在 温度 邦和 7 下 的 二 级 相 变 , 决定 相 变 的 条 件 是 : 


K1(71) = 0， Ki1(7s) 十 2Ko(Ts) = (46.2) 


下 面 为 了 确定 起 见 ， 我 们 假定 当 J J1 时 及 1 > 0. 此 时 了 75 < 了 1 (各 及 > > 0). 
在 存在 磁场 的 情况 下 , 热力 学 势 为 


Go Kisinng+ Kosinn0— H.M: (46.3) 


其 中 只 写 出 了 依赖 于 M 方向 的 项 . 在 接近 相 I 和 相 开 间 相 变 点 处 , 小 量 sin0 = 
0 三 7 起 着 序 参 量 的 作用 . 在 这 个 区 域内 处 于 弱 横 向 磁场 且 = Hj 中 的 热力 学 
势 为 

$= FI 十 Ko 一 MT 


其 中 Ki = const x (下 一作 ). 使 用 通常 的 方式 (参见 839), 我 们 由 此 求 得 横向 磁 


OA OO 
= 2 A M 
a 全 (二 | 


在 相 变 点 趋 于 无 穷 (按照 类 似 于 (39.6) 、(39.7) 式 的 规律 ). 与 此 相似 , 在 相 工 与 
相 亚 间 相 变 点 附近 , 起 序 参 数 作 用 的 是 小 角 7 了 = 7/2 一 0. 在 纵 问 磁场 HH= 万 。 
中 , 热力 学 势 含有 一 项 -MHzn, 纵向 磁化 率 XI 在 相 变 点 趋 于 无 穷 . 

上 述 这 些 推论 都 在 朗 道 相 变 理论 的 框架 内 .我 们 注意 到 , 对 于 取 回 相 变 这 
个 理论 可 以 几乎 不 受 限制 地 使 用 . 朗 道 理论 允许 接近 相 变 点 的 程度 由 一 个 判 
据 确 定 (参见 后 面 的 (47.1) 式 ), 该 判 据 的 分 母 中 含有 热力 学 势 (43.1) 式 中 的 一 
项 的 系数 a 的 立方 , 这 一 项 与 序 参 量 分 布 不 均匀 性 有 关 . 当前 情况 下 , 这 一 项 
与 铁 磁 体 中 交换 相互 作用 有 关 , 而 按 序 参量 7 展开 的 项 与 相对 论 相 互 作用 有 
关 . 正 是 这 种 情况 导致 在 相 变 点 周围 朗 道 理论 不 适用 的 温度 区 间 异 常 地 狭 罕 . 

现在 令 K。 < 0. 此 时 角度 相 工 一 般 说 来 是 不 稳定 的 (Usviso 具有 极 大 值 ， 
而 不 是 极 小 值 ), 于 是 易 磁 化 轴 型 相 I 直接 转变 到 易 磁 化 面 型 相 瑟 . 事先 就 很 
清楚 , 这 不 可 能 是 二 级 相 变 : 因为 相 I 或 者 相 五 的 对 称 群 中 没有 一 个 是 男 一 个 
相 的 对 称 群 的 子 群 . 相 变 在 T= 了 点 以 一 级 相 变 的 形式 发 生 , 相 变 点 如 由 两 
个 相 的 热力 学 势 相 等 的 条 件 (最 后 归结 为 Uaniso 值 相 等 ) 决定 : 








Kai(7b) 十 Ka2(Tb) = 0. (46.4) 
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To 点 处 于 由 方程 (46.2) 确定 的 下 点 和 罗 点 之 间 (现在 了 > 卫 ). 在 此 情况 
下 , 温度 嫉 和 TD 决定 对 应 于 相 I 和 相 工 的 亚 稳 定性 界线 (在 这 些 界线 之 外 ， 
Usnviso 在 9 二 0 或 96= Xt/2 时 有 极 大 值 而 不 是 极 小 秆 ). 

取向 相 变 不 只 可 以 在 温度 变化 时 发 生 (在 此 情况 下 称 作 自发 相 变 ), 而 且 
可 以 在 施加 于 物体 的 磁场 产生 变化 时 发 生 ( 场 诱导 相 变 ). 这 些 相 变 点 在 以 万 
和 了 为 坐标 (在 矢量 五 的 品 体 学 取向 给 定 情况 下 ) 的 相 图 中 填 满 了 一 些 线 . 
作为 特例 , 我 们 来 研究 这 样 的 单 轴 铁 磁体 在 平行 于 六 角 轴 的 磁场 五: 中 的 相 
图 . 纵 场 不 改变 易 磁 化 轴 型 相 (图 25 中 的 AP) 的 对 称 性 , 易 磁 化 面 型 相 成 
为 角度 相 (4P), 因为 磁场 把 磁化 强度 ME 挤 出 了 底 平 面 . 


H 


| 





图 25 


我 们 先 来 看 K2 > 0 情况 . 两 个 相 的 区 域 被 由 横 坐 标 上 区 出 发 的 二 级 相 
变 线 (图 25a 中 的 虚线 ) 所 隔 开 . 相 图 的 上 、 下 两 半 对 应 于 两 个 相反 的 纵 场 方 
向 以 及 相应 的 纵 场 分 量 M; 的 正 负 号 . 靠近 47 线 处 , 角 0 很 小 (靠近 4 下 线 
处 , 角 x 一 9 很 小 ). 准确 到 0 的 4 次 方 项 , 由 (46.3) 式 我 们 有 


1 1 1 
$= (® 3MH. ) 02 + (me 二 有 MB ) 04. (46.5) 


AT 线 的 方程 由 02 项 的 系数 等 于 零 来 确定 : 
evan MH, -0 (46.6) 


( 记 住 在 TT< 了 时 Ki <0); AT 线 显然 由 第 二 项 异 号 的 同样 方程 确定 , 且 与 
AT1 线 对 称 . 

横 轴 上 的 线段 TT 是 一 级 相 变 线 ; 具有 不 同 正 负 号 M; 的 两 个 相 在 其 
上 处 于 相互 平衡 . 没有 磁场 时 在 T2 点 发 生 的 二 级 相 变 在 存在 磁场 时 消失 , 在 
一 了 相 图 上 7 是 临界 点 一 一 一 级 相 变 线 的 终止 点 . 这 条 线 的 男 一 个 终止 点 
是 居 里 点 五 (8H; = 0 时 , 磁化 强度 在 这 一 点 消失 ). 





847 ” 铁 磁 体 中 的 涨 落 . 205 . 


在 Ka <0 的 情况 下 (图 25b), 在 互 - 人 相 图 中 分 隔 开 两 个 相 区 域 的 分 界 
线 4B7b (分 界线 4'B'Tb 也 类 似 ) 的 起 始 部 分 是 一 级 相 变 线 ( 实 线 B70) ; 两 个 
相 的 亚 稳 区 域 位 于 这 条 线 两 侧 , 以 虚线 BT 和 BT 为 界 钙 . 一 级 相 变 线 在 B 
点 (三 相 临 界 点 ) 转变 为 二 级 相 变 线 (虚线 B4, 其 方程 为 (46.6) 式 ). 这 一 点 的 
坐标 由 热力 学 势 (46.5) 中 项 和 欠 项 的 系数 同时 趋 于 零 确 定 , 亦 即 由 等 式 


人 (46.7) 


确定 如 . 最 后 , 线段 ToT. 是 具有 相反 方向 磁化 强度 Ms = 土 M 的 相 之 间 的 一 
级 相 变 线 . 
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作为 839 节 讨 论 基础 的 朗 道 二 级 相 变 理论 没有 考虑 序 参量 的 涨 落 , 从 而 
不 适用 于 充分 接近 居 里 点 的 地 方 . 这 一 理论 的 适用 区 域 由 判 据 
| 
页 QQ3 
确定 , 其 中 上 = 了 -人 下 ,wa 与 已 为 展开 式 (39.3) 、(39.4) 中 的 系数 ,而 a 具有 
(43.1) 中 ain 张 量 分 量 的 量 级 . 同时 当然 必须 有 |t| 之 工作 为 接近 居 里 点 的 条 
件 包 . 
(47.1) 式 的 不 等 式 反 号 时 , 在 涨 落 区 内 序 参数 的 涨 落 起 着 决定 性 的 作用 . 
在 这 一 区 域内 对 于 铁 磁 体 居 里 点 的 严格 的 统计 理论 , 应 当 是 建立 在 有 效 哈密 
顿 量 





(ra 


OM OM 








HF = . {etn 十 已 (MT2) 十 -H.M| dV (47.2) 
基础 上 的 . 此 时 , 在 伍 里 叶 展 开 中 仪 售 小 于 特征 原子 距离 倒数 的 波 矢 的 意义 
上 , 假定 函数 M(7) 是 缓 变 的 . a, B,G 等 系数 与 朗 道理 论 展开 中 的 系数 相同 ， 
亦 即 为 不 依赖 于 温度 的 常量 , 为 简单 起 见 , 导数 项 按 晶体 具有 立方 对 称 的 假设 
写 出 , 其 系数 标记 作 以 区 别 于 真正 的 系数 a ( 见 后 ). 有 效 哈 密 顿 量 (47. 2) 对 

@ 这 里 所 指 的 是 , 共存 相 之 间 的 分 界 表面 平行 于 磁场 , 以 使 得 Hs 在 这 一 分 界 上 连 


@ 在 本 教程 第 五 卷 8150 中 (在 朗 道理 论 框架 内 ) 在 PT 平面 的 三 相 临 界 点 上 得 到 
的 所 有 结论 都 与 (58,T) 相 图 中 的 三 相 临 界 点 有 关 . 

@ 本 市 中 此 处 以 及 后 面 将 会 用 到 本 教程 第 五 卷 8146 一 $149 叙述 的 结果 . 假定 读者 
已 经 熟悉 这 些 结果 , 故 仅 在 为 使 叙述 更 为 连贯 时 才 会 稍 加 提 及 . 今后 我 们 将 不 再 每 次 
都 给 出 相应 文献 . 
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应 于 交换 近似 一 一 在 其 中 略 去 了 各 癌 异 性 能 ,在 这 一 近似 中 应 当 略 去 因 磁 化 
强度 涨 沙 而 产生 的 磁场 涨 落 ( 亦 即 涨 落 的 静 磁 能 , 参见 本 教程 第 九 卷 870). 交 
换 近 似 以 问题 的 “ 简 并 性 ”为 特征 : 序 参量 M 有 三 个 分 量 , 但 有 效 哈 密 顿 量 
是 相对 于 这 一 矢量 在 空间 作 同 一 角度 转动 时 的 不 变量 . 

为 了 描述 热力 学 量 在 二 级 相 变 点 附近 的 行为 引进 了 一 系列 临界 指数 , 在 
将 这 些 指 数 用 于 铁人 磁体 的 居 里 点 时 ,我 们 重复 一 下 它们 的 定义 .指数 a 描写 无 
外 磁场 时 比热容 Cr 在 居 里 点 任 一 侧 与 温度 的 关系 包 : 


Cmltle® {SH=0) Ce 
指数 9 确定 低 于 居 里 点 时 自发 磁化 强度 与 温度 的 依赖 关系 ; 
Ml (0 =0) (47.4) 
指数 7 确定 顺 磁 相 磁化 率 对 t 的 依赖 关系 : 
人 (47.5) 


(t < 0 时 磁化 率 的 行为 见 后 ). 在 居 里 点 上 磁化 强度 对 磁场 的 依赖 关系 可 写 为 
网 下 形 趟 ， 
M ex H's, t=0. (47.6) 


伐 化 强度 涨 落 的 关联 半径 对 温度 的 依赖 关系 由 指数 v 确定 : 
re ltl *(H =0). (47.7) 
在 居 里 点 本 身 , 关联 也 数 随 距离 依 宪 律 减 小 @: 
Gik(r) = (SMi(0)8Mi(7)) x rtt6) 当 t=0 时 HHH=0. (47.8) 


临界 指数 相互 之 间 以 确定 的 关系 式 联系 , 其 中 某 些 指数 是 标 度 不 变性 假 

设 的 结果 . 这 些 相互 关系 具有 普 适 性 , 特别 是 并 不 依赖 于 序 参量 分 量 的 数目 ; 
它们 允许 将 前 已 列举 的 所 有 临界 指数 通过 其 中 的 任意 两 个 表示 出 来 . 具有 不 
同 序 参量 分 量 数 的 相 变 的 临界 指数 值 已 在 本 教程 第 五 卷 8149 末 给 出 , 在 交 
换 近 似 下 , n = 3 对 应 于 三 维 铁 磁体 . 

Q 这 里 指 的 是 比热容 的 “奇异 ”部 分 , 这 表明 在 a < 0 时 , 比热容 的 行为 是 Cp = 
Cyo 十 const x ltllol. 请 注意 不 要 把 临界 指数 a 和 (47.1) 式 ，(47.2) 式 以 及 后 面 式 子 中 的 
系数 a 混 消 山 

@ 本 节 各 处 我 们 只 研究 通常 的 三 维 物 体 . 
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在 顺 磁 相 中 , 关联 图 数 在 距离 ”六 rc 处 以 指数 律 襄 减 . 在 铁人 磁 相 中 必须 
区 分 M 矢量 大 小 有 变化 和 无 变化 两 种 情况 下 的 涨 落 . 交换 近似 下 居 里 点 问 
懒 的 简 并 性 就 是 在 这 里 表现 出 来 的 . 

当 M 矢量 的 变化 包括 其 方向 的 变化 是 在 小 距离 上 (r 之 rc) 发 生 时 , 不 
存在 这 种 差别 , 所 有 涨 落 的 关联 函数 都 遵从 同一 个 规律 (47.8) 式 . 在 + >7c 
的 距离 上 ( 波 数 jire < 1), 由 于 这 样 偶 离 平衡 所 耗费 的 能 量 减 小 (在 整个 品 
中 磁化 强度 均匀 反 转 情况 下 ,大 一 0 总体 上 没有 能 量 耗费 )，NM 的 方向 的 涨 落 
“ 反 各 地 ”增加 . 在 这 些 距 离 上 AL 方向 涨 落 的 关联 函数 可 通过 热力 学 途径 获 
得 . 

由 于 MM 的 变化 非常 缓慢 , 我 们 可 以 将 与 这 些 改变 有 关 的 项 从 热力 学 势 
中 分 离 出 来 : 

a /OAM OM 


$= hTM) +I | Bd 








(47.9) 


其 中 而 与 均匀 磁化 物体 有 关 吕 . 我 们 要 强调 指出 , 这 里 讨论 的 是 真正 的 热力 
学 努 , 其 中 的 系数 a (温度 的 消 数 ) 与 有 效 喻 密 顿 量 中 的 系数 a 不 相同 . 
在 矢量 AM 作 小 转动 时 (其 数值 没有 改变 ), f(T, M) 项 不 变化 . 如 果 将 M 
的 茶 一 给 定 方 向 取 作 z 轴 , 则 对 这 一 方向 的 小 偏离 可 以 写作 zy 平面 上 的 小 的 
二 维 矢量 SXM = M1. 相应 的 热力 学 势 改变 包 为 : 
Qa 100AM OoA1 


ee (47.10) 








将 SAM | 表示 为 传 里 叶 级 数 的 形式 


OM 一 >》 a OR OM |r 一 MY _&, 
k 


我 们 得 到 
1 
0¢ = 3 k*|SM1 rl’, 


并 接着 得 到 涨 落 平方 的 平均 值 


(SManS Mak) = (47.11) 


a 
Va oF 


严格 地 说 ,这 里 讨论 的 不 应 该 是 f, 而 应 该 是 热力 学 势 8 ( 见 本 教程 第 五 卷 8146). 
然而 由 于 借助 小 增 量 定理 , 我 们 感 兴 趣 的 带 有 导数 的 项 在 两 个 热力 学 势 中 具有 同样 的 
形式 , 故我 们 将 之 写 为 $. 

@ 下 面 的 计算 与 本 教程 第 五 卷 8146 中 所 作 的 计算 完全 类 似 . 
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其 中 a, 6 为 zy 平面 矢量 的 下 标 . 相应 的 坐标 关联 函数 中 为 


ee . 
Anar *f (0 


因此 , 铁 磁 相 中 MXMf 方向 的 涨 落 关联 函数 在 7 污 7。 的 距离 上 以 1/r 的 寡 
函数 缓慢 减 小 , 而 M 大 小 的 涨 落 关联 函数 的 衰减 则 更 为 快速 . 

使 用 标 度 不 变性 假设 , 现在 可 以 确定 热力 学 量 a 对 温度 的 依赖 关系 , 用 已 
经 引入 的 临界 指数 将 这 一 依赖 关系 表示 出 来 . 前 面 已 经 提 到 过 , 在 7 < rc 时 
磁化 强度 的 所 有 涨 落 (包括 其 方向 涨 落 在 内 ) 的 关联 函数 遵循 同一 规律 (47.8) 
式 . 标 度 不 变性 的 特性 之 一 是 将 两 个 极限 规律 分 开 的 特征 距离 正好 与 re 相同 . 
换 句 话说 , 当 ”> ~ rc 时 , 两 个 规律 应 当 给 出 相同 数量 级 的 G 函数 值 . 在 > ~ rc 
时 , 根据 (47.7) 和 (47.8) 式 决 定 的 G 函数 对 温度 的 依赖 关系 是 


Cap (7 


Ci r= (lt6) wx 全 


而 根据 (47.12) 我 们 有 
他 
比较 两 个 表达 式 , 我 们 求 得 
Qc (—t) (47:13) 

(P. C. 霍 享 伯 格 与 P. C. 马丁 , 1965). 因此 , 当代 一 工时 , 量 a 缓慢 地 ( 因 临 界 
指数 《 很 小 ) 趋向 无 穷 . 我 们 记得 , 在 朗 道理 论 中 a 是 趋向 一 个 异 于 零 的 有 限 
值 的 @. 

当 瓦 关 0 时 在 热力 学 势 (47.9) 式 中 需要 加 上 一 项 - /ray (存在 磁 


场 时 , WM 的 平均 方向 也 就 是 z 轴 当 然 与 五 的 方向 相同 ). 在 M 的 方向 涨 落 时 ， 
由 条 件 M? = const, 我 们 有 


2MSM; + SM? = 0. 
因此 在 涨 沙 时 要 给 § 的 改变 的 表达 式 (47.10) 添加 一 项 
~ | HSM ed /em )*dV 
Z = 9 NM 二 ， 


O 公式 (47.12) 也 可 在 微观 自 旋 波 理论 的 框架 内 得 到 . 它 的 正确 性 与 是 否 接 近 居 里 
点 无 关 , 远离 居 里 点 时 只 要 求 > 远大 于 原子 尺度 ( 见 本 教程 第 九 卷 871, 习题 4). 然而 ， 
忽略 磁 各 向 异性 能 给 (47.12) 式 的 适用 范围 加 了 上 限 . 例如 , 对 于 具有 各 向 异性 能 (41.1) 
的 单 轴 晶 体 , 必须 有 < VB/a. 

@ 我 们 强调 , 确定 alt) 依赖 关系 的 可 能 性 与 问题 的 简 并 性 有 关 . 按照 这 样 的 理由 
可 以 确定 液 氨 的 超 流 密度 ps 在 接近 其 和 点 时 对 温度 的 依赖 关系 ; 在 此 情况 下 问题 的 
简 并 度 为 n=2 ( 见 本 教程 第 九 卷 828). 在 这 些 情况 下 axM2 与 os 起 类 似 的 作用 . 
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显然 , 这 导致 在 (47. 了) 式 中 将 ak? 换 为 ak? 十 五 /AM 结果 


(Mo SMp) = V( a FH/ NM) (47. 14) 
由 这 些 公 式 我 们 可 以 求 得 铁 磁 相 的 磁化 率 , 亦 即 导数 
0 1 9 
X= py SM;)= Se (SM )*). (47. 15) 
从 (47. 14) 式 将 ((5M1)?) 代入 上 式 并 将 对 大 的 求 和 改 为 积分 , 我 们 求 得 
= 1 Vad3k 
VM? . (ak? + H/M)? (2n)3’ 
计算 积分 后 , 最 后 得 到 9 
T 
(47. 16) 


XT gn(aM)/ HY 


我 们 看 到 , 在 交换 近似 下 MM 方向 的 涨 落 使 得 铁 磁 相 磁化 率 失去 了 它 本 来 的 
含义 一 一 当 互 一 0 时 它 无 限制 地 增长 . 公式 (47.16) 不 只 是 适用 于 居 里 点 附 
近 包 . 
由 于 (47. 16) 式 中 M 在 分 母 上 , 故 必须 理解 其 在 五 = 0 时 的 取 秆 . 在 涨 落 
区 内 ( 居 里 点 附近 ), 取 (47. 4) 式 和 (47.13) 式 中 M 和 a 的 温度 依赖 关系 , 我 们 
得 到 在 铁 磁 相 : 
CR .0 Ce 


在 朗 道 理论 的 适用 (温度 ) 范围 内 有 这 样 一 个 互 取 值 区间, 在 此 区 间 内 磁 
化 率 (39.7) 式 中 的 通常 项 占 优势 . 事实 上 ,将 M ~ (-at/B)U2 代入 (47. 16) 式 
后 , 我 们 得 到 通常 项 占 优势 的 条 件 为 


ya RB 
从 男 一 方面 看 , 如 果 MH < AM?, 亦 即 
H < (alt|)3/2B-12, 


则 可 以 认为 在 明道 理论 中 磁场 互 是 弱 场 . 以 上 两 个 不 等 式 的 相 容 条 件 与 朗 道 
理论 的 适用 条 件 (47. 1) 相 同 . 


积分 由 k? ~ H/Ma 的 取 值 范围 决定 , 这 个 条 件 在 足够 小 的 五 时 与 (47.14) 式 的 
适用 条 件 kre < 1 相 容 . 

@ 这 个 结果 也 可 由 自 旋 波 理论 得 到 ( 见 本 教程 第 九 卷 871, 习题 2). 但 是 , 忽略 涨 落 
的 磁 各 向 异性 能 和 静 磁 能 , 以 条 件 五 守 86M 或 了 H 风 4xM (对 于 单 轴 晶 体 ) 限制 了 其 适 
用 范围 . 
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当 由 于 交换 能 的 减 小 而 使 各 回 异 性 能 变 得 非常 重要 时 , 交换 近似 在 距 居 
里 点 足够 近 处 不 再 适用 . 此 时 序 参量 的 分 量 数 日 发 生变 化 ; 例如 , 在 易 磁 化 轴 
型 单 轴 铁 磁体 中 序 参量 成 为 单 分 量 的 (Ms 替代 了 M, 见 340 末 ). 在 朗 道 理论 
的 框 染 内 , 这 种 情况 并 没有 反映 在 自发 磁化 和 磁化 率 的 温度 依赖 性 上 . 在 涨 沙 
区 这 一 情况 极为 重要 : 只 有 Wz 的 涨 落 无 限 增长 , 而 Ms 和 AM 的 涨 落 依然 是 
有 限 的 . 这 导致 临界 指数 取 值 的 改变 ,也 引起 各 向 异性 系数 的 温度 依赖 性 的 产 
生 . 问题 还 因 可 能 有 必要 考虑 磁场 涨 落 的 静 磁 能 而 进一步 复杂 化 . 我 们 这 里 
就 不 研究 这 种 复 录 情况 了 . 
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同 铁 磁 体 一 样 , 反 铁 磁体 的 结构 也 基本 上 是 由 电子 的 各 加 同性 交换 相互 
作用 确立 的 , 而 更 为 微弱 的 相对 论 相 互 作 用 则 规定 了 亚 唱 格 磁 化 强度 的 品 体 
学 取向 外. 现在 已 知 的 反 铁 磁体 在 结构 上 极为 多 样 , 从 而 在 具体 磁 学 性 质 上 
也 非常 不 同 . 

为 了 举例 说 明 , 我 们 仅 限 于 研究 具有 两 个 反 平 行 磁 亚 唱 格 的 单 轴 反 铁 磁 
体 的 最 简单 (也 是 最 重要 的 ) 的 典型 情况 . 这 些 亚 唱 格 的 原子 占据 品格 的 等 价 
格 点 ( 亦 即 在 磁 空 间 群 的 对 称 性 元 素 中 存在 有 将 不 同 亚 品格 中 原子 相互 交换 
的 转动 或 反射 ) ; 在 相反 情况 下 对 称 性 并 不 要 求 亚 唱 格 磁 和 矩 大 小 的 严格 相等 ， 
从 而 晶体 是 铁 磁 性 的 . 

用 Mi 和 MM 分 别 表示 单位 体积 内 的 两 个 亚 品格 的 磁 矩 , 我 们 选择 这 两 
个 磁 短 之 差 

万 = Mn -NI (48.1) 


亦 即 所 谓 反 铁 磁 矢量 作为 序 参 量 , 它 在 顺 磁 相 中 等 于 零 而 在 反 铁 磁 相 中 异 于 
零 . 磁化 强度 是 二 者 之 和 M = Mi + Ma, 不 存在 磁场 时 磁化 强度 等 于 零 . 

相对 于 矢量 五 ,所 有 的 对 称 变换 分 为 两 类 : 一 类 只 交换 同一 亚 唱 格 内 的 
原子 , 另 一 类 则 交换 不 同 亚 唱 格 的 原子 . 在 第 一 种 情况 下 五 如 同一 个 轴 矢 量 
那样 变换 , 在 第 二 种 情况 下 还 要 附加 改变 正 负 号 . 

在 居 里 点 附近 工 很 小 . 在 朗 道理 论 的 框架 内 , 这 一 区 域 的 热力 学 势 6 按 
石和 Rd 的 需 级 数 展开 (这 种 展开 是 朗 道 1933 年 首先 考虑 的 ). 但 是 , 由 于 磁化 
是 在 磁场 存在 时 出 现 的 , 更 正确 些 的 做 法 是 立即 按 工 和 五 展开 . 对 于 单 轴 晶 

@ 有 关 交 换 相 互 作 用 可 以 导致 具有 反 平 行 磁 矩 的 亚 晶 格 状态 的 思想 , 是 首先 由 奈 
尔 (L. 奈 尔 , 1932) 提出 来 的 . 独立 于 奈 尔 , 明道 也 提出 了 这 一 思想 ( 工 . I. 妆 道 , 1933), 并 
且 将 反 铁 磁 状 态 的 概念 表述 为 不 同 于 顺 磁 相 的 热力 学 相 , 提出 了 它们 之 间 的 相 变 点 存 
在 的 必要 性 . 我 们 将 称 这 一 相 变 点 为 反 铁 磁 居 里 点 
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体 展 开 的 形式 是 


= Bt A BL DH LD + DA 
1 a a (48.2) 
9 AP 9 7 y 9 Z V 3A b 


上 式 @ 之 后 的 前 5 项 不 依赖 于 五 和 五 矢量 的 晶体 学 取向 ; 这些 项 具有 交换 
相互 作用 的 起 源 . 接 下 来 的 两 项 与 相对 论 相互 作用 有 关 ; 与 通 和 党 一样, 选 > 轴 
沿 晶体 的 对 称 主 轴 . 形 如 五 : 石 的 五 的 线性 项 因 不 满足 相对 于 改变 研 正 负 
号 变换 不 变性 的 要 求 而 被 排除 . 

如 果 6 > 0, 则 反 铁 磁 矢 量 工 的 方向 指向 > 轴 ( 易 磁化 轴 型 反 铁 磁体 ). 而 
厂 B<0, 则 工 位 于 底 平面 ( 易 磁 化 平面 型 反 铁人 磁体 ). 在 第 一 种 情况 下 , 反 铁 磁 
性 的 出 现 由 L2 的 系数 函数 A(T) 等 于 零 决 定 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 由 [2 十 2 
的 系数 之 和 A 十 8/2 等于零 决定 . 

下 面 我 们 研究 易 磁 化 轴 型 反 铁 磁体 (3 > 0). 在 居 里 点 附近 我 们 照常 假 
定 4 = a(T 一 区 ), 而 认为 系数 B 等 于 其 在 T= 工时 的 值 . 此 时 > 0, 作为 
人 = 人 时 二 =0 态 的 稳定 性 条 件 . 在 顺 磁 相 , 4 > 0 及 工 = 0. 在 反 铁 磁 相 ， 
A <0, 而 且 由 厂 =0 时 热力 学 势 $ 肥 极 小 值 给 出 朗 道理 论 常 有 的 工 对 温度 
的 依赖 关系 : 


a 
2B 


对 热力 学 势 (48.2) 式 求 微 商 并 计 及 公式 


L= 人 (48.3) 


DG 万 H 
DH ar Be 
我 们 求 得 在 L = 0 时 , 亦 即 在 顺 磁 相 中 号 : 
M; = (Xp 二 T)Ez， My= (Op 二 TB， M;= xpH;. (48.4) 


人 存在 恒定 的 ?7 导致 在 这 个 相 中 磁化 率 的 各 问 异 性 . 由 于 起 源 于 相对 论 相 互 作 
用 , |y| 和 xz. 下 面 我 们 忽略 这 个 常量 , 使 得 xp 在 T> 式 .时 成 为 各 问 同 性 的 磁 
化 率 包 . 
在 五 一 0 时 ( 亦 即 忽略 工 的 平衡 值 对 场 强 的 依赖 性 时 ) 的 反 铁 磁 相 , 我 
们 有 
M =xH—2DL(L.H)- 2D'LH. (48.5) 
Q@ (48.2) 式 中 将 -H2/8x 一 项 单独 分 出 来 的 目的 ,就 是 为 了 使 剩余 项 对 五 求 导 数 
时 直接 给 出 M. 


四 事实 上 在 所 有 已 知情 况 下 , 在 反 铁 磁 届 里 点 上 物质 均 成 为 顺 磁 性 的 , 亦 即 xp > 0. 
然而 , xp 的 正 负 号 不 可 能 仅 由 一 个 热力 学 论证 导出 . 
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如 果 磁 场 方 回 牌 直 于 工 , 则 


D'a 





M=x1H, x SD = Xp 万 人 (48.6) 
在 纵 场 情 况 下 : 
D+ Da 
M=xIH, xl=Xxi-2DL° si (Teh) (48.7) 


我 们 注意 到 , 即使 在 忽略 了 相对 论 相 互 作用 之 后 , 磁化 率 依然 是 各 向 异性 的 ， 
亦 即 其 来 源 于 交换 相互 作用 . 

我 们 还 要 强调 指出 ,磁化 率 在 居 里 点 上 是 有 限 且 连续 的 ,但 其 一 阶 导 数 有 
跃 变 . 在 这 一 点 上 反 铁 磁体 与 铁 磁体 有 本 质 区 别 , 后 者 的 磁化 率 在 相 变 点 趋 于 
无 穷 . 铁 磁体 与 反 铁 磁 体 居 里 点 之 间 的 这 一 区 别 与 它们 受 磁场 影响 而 变化 的 
特征 的 不 同 有 密切 关系 . 在 铁 磁 体 中 , 无 论 是 多 么 微弱 的 磁场 也 要 模糊 相 变 ， 
通过 磁化 顺 磁 相 去 除 两 个 相 之 间 对 称 性 的 差别 . 而 反 铁 磁 序 不 可 能 由 磁场 建 
立 ; 在 磁场 存在 的 情况 下 两 个 相 的 对 称 性 的 差别 也 仍然 保留 , 而 且 相 变 依然 是 
清晰 的 . 

以 (48.2) 式 的 展开 许可 的 精确 度 , 应 当 认 为 (48.6) 式 和 (48.7) 式 中 的 DD 
和 万 ' 等 于 它们 在 T= 工 .点 的 秆 . 所 以 磁化 率 一 阶 导 数 的 跃 变 为 2: 

Os 
oT 67 B’ 67 67 B 

现在 我 们 再 回 到 5$ 的 表达 式 (48.2). 带 有 系数 D 和 6 的 项 依赖 于 矢量 芽 
的 方 同 . 下面 我 们 假定 D > 0 ( 亦 即 X > XI), 并 与 以 前 一 样 假设 6 > 0, 即 介 
质 为 易 磁化 轴 型 反 铁 磁体 . 如 果 磁 场 垂 直 于 z 轴 , 从 这 些 项 的 形式 十 分 清楚 ， 
Ls = L, =0 的 值 对 应 于 5$ 的 极 小 值 , 亦 即 矢量 五 的 方向 始终 沿 着 z 轴 . 如 果 
磁场 也 指向 z 轴 , 则 显然 当场 中 的 磁 能 (前 述 项 中 的 第 一 项 ) 可 与 各 向 异性 能 
相 比 较 时 ,五 的 方向 应 当 发 生 改 变 , 即 它 应 当 转 回 到 底 平面 . 这 一 转动 ( 亚 唱 格 
的 自 旋转 向 @) 在 磁场 取 特 定 值 了 = Hy 时 以 跃 变 的 方式 发 生 (L. 奈 尔 , 1936). 

实际 上 , 前 面 指 出 的 (48.2) 式 中 的 这 些 项 可 以 写 为 


z (48.8) 


DL (Dm: 十 2 sin20 


的 形式 , 其 中 0 为 工 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 显然 , 如 果 互 : < Hy, 其 中 


b BL 
1 ， 48.9 
i 2D XL 一 XI 。 
@ 纯粹 的 热力 学 论证 并 不 能 对 D 和 D' 的 符号 作出 结论 . 事实 上 导数 9x1/67 的 
跃 变 水 远 为 负 ; 这 表明 D+ D' > 0，6Ox1/6T 的 跃 变 也 通常 为 负 , 而 且 在 居 里 点 附近 
XL > xli 这 表明 D > 0,D' > 0. 
Go 即 英 文 术语 spin flop. 
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则 更 的 极 小 值 对 应 于 0 = 0. 如 果 磁 场 厂 . > Hy, 则 值 0 = nt/2 对 应 于 平衡 ， 
矢量 工科 直 于 > 轴 . 这 种 情况 在 远离 居 里 点 时 依然 保持 . 转向 场 五 依赖 于 
温度 , 而 且 前 述 推论 表明 , 在 TH 平面 上 的 矿 = Hy(T) 曲线 是 一 条 一 级 相 变 
线 中 . 

在 足够 强 的 磁场 内 反 铁 磁 结 构 显 然 不 可 能 是 热力 学 稳定 的 , 因为 两 个 亚 
晶 格 的 磁 矩 沿 磁场 方向 的 平行 取 癌 变 得 在 能 量 上 有 利 . 反 铁 磁 结 构 的 破坏 与 
对 称 性 改变 有 关 , 并 且 是 通过 二 级 相 变 发 生 的 . 因此 反 铁 人 磁 相 在 TH 平面 的 
存在 区 域 局 限于 某 一 条 曲线 五 = (TT) 范围 之 内 . 反 铁 磁性 的 破坏 开始 于 场 
中 的 磁 能 可 与 交换 能 相 比 较 之 时 . 远离 居 里 点 处 的 临界 场 数 量 级 的 估计 和 值 为 
MHc 和 ~ (4 为 原子 磁 矩 ). 随 着 问 居 里 点 的 接近 , HH. 不 断 减 小 , 到 达 居 里 点 时 
趋 于 零 . 借助 于 热力 学 势 的 表达 式 (48.2), 很 容易 找 出 及 (7 站) 在 这 一 区 间 内 的 

前 面 曾 经 指出 过 , 假如 磁场 五 垂直 于 z 轴 , 则 矢量 工 始终 平行 于 该 轴 . 
热力 学 势 中 依赖 于 工 的 诸 项 为 : 


AD? + BL4 +4 D'H?L?. (48.10) 


由 此 可 以 看 出 , 由 于 磁场 的 存在 导致 系数 4 被 和 A 十 D'H? 所 代替 , 这 个 新 系 
数 等 于 零 确 定 了 新 的 相 变 点 . 由 这 个 条 件 我 们 得 到 临界 场 : 
A a 
| 
如 果 五 平行 于 z 轴 , 则 在 五 < Hs 时 矢量 二 和 以 前 一 样 沿 着 z 轴 , 但 
(48.2) 式 中 的 依赖 于 工 的 项 与 (48.10) 式 的 差别 在 于 D 被 D 十 D' 所 代 换 . 
此 , 在 此 情况 下 


Tos (48.11) 


» 人 
as 
最 后 , 如 果 五 > Hj, 矢量 工 垂 直 于 z 轴 , 类 似 地 我 们 求 得 这 种 情况 下 的 临界 
场 表达 式 弓 : 


人 (48.12) 


2 a Bb 
万 < 一 一 | 一 一 一 | 48.13 
记 ( 所 (48.13) 


图 26 在 TH? 坐标 中 分 别 对 于 所 人 研究 的 两 个 磁场 方向 给 出 了 反 铁 磁体 
在 居 里 点 附近 的 相 图 . 虚线 代表 二 级 相 变 , 实 线 代 表 一 级 相 变 ; P 表示 顺 磁 相 ， 


@ 我 们 曾 不 止 一 次 地 强调 指出 过 , 不 论 工 是 否 很 小 ，(48.2) 型 的 表达 式 中 的 各 向 
异性 项 在 远离 相 变 点 处 均 保持 有 相对 论 相互 作用 按 单 位 矢量 1= L/L 展开 的 各 项 的 意 
义 , 所 以 , 如 果 将 其 中 的 8L? 理解 为 热力 学 势 中 含 (2 上 +12)/2 的 一 项 的 系数 ,公式 (48.9) 
在 远离 相 变 点 处 也 是 有 意义 的 . 

@ 公式 (48.11) 一 (48.13) 在 朗 道 理论 框架 内 的 推导 是 由 A. C. 波 罗 维 克 - 罗 香 访 夫 
(1959) 给 出 的 . 
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(0) 于 由 流 (b) Hilz 


A 由 与 AF 分 别 表 示 世 矢量 平行 和 垂直 于 z 轴 的 反 铁 磁 相 . 在 朗 道 理论 框 
架 内 (所 有 的 人 研究 均 在 该 框架 内 进行 ) 相 图 中 的 所 有 线 都 是 直线 . 在 纵 场 情况 
下 在 相 图 中 有 双 临 界 点 (图 26b 中 的 点 ), 在 该 点 上 一 级 相 变 线 截止 于 二 级 
相 变 线 上 . 这 个 点 与 PT 平面 的 双 临 界 点 类 似 ( 见 本 教程 第 五 卷 8150 中 的 图 
67). 这 个 点 的 坐标 为 : 

Da 
20 DD i 


H? = -一 48.14 
"” 27D ( ) 





a 


(8,D,D' 为 了 = 7T, 时 的 系数 值 ). 
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在 涨 落 区 内 , 前 一 节 中 所 使 用 的 朗 道 理论 通常 在 足够 接近 二 级 相 变 曲线 
时 变 得 不 再 适用 . 我 们 现在 在 处 于 纵向 磁场 中 的 单 轴 反 铁 磁 体 ( 易 磁 化 轴 型 ) 
的 相 图 上 接近 双 临 界 点 处 来 研究 这 个 区 域 . 

这 一 问题 的 有 效 哈密 顿 量 的 形式 为 : 


D’ 
Mr = | {or 7-n -2 (9 2)| 





4 Do EN 
人 
被 积 图 数 表 达 式 由 展开 式 (48.2) 中 的 依赖 于 工 的 项 组 成 , 其 中 令 4 = (了 -Te)a， 
从 (48.9) 和 (48.14) 引入 符号 To 和 Hy, 并 添加 了 梯度 项 . 这 个 有 效 哈 密 顿 量 
在 形式 上 与 单 轴 铁 磁体 (未 处 于 磁场 中 山 ) 的 有 效 哈 密 顿 量 相同 , 只 在 所 用 标 
记 符 号 上 有 差别 :用工 代 符 了 ,用 方 括号 内 的 表达 式 代 蔡 了 了 一 Te 以 及 用 
物理 量 


(49.1) 








aoL OL jar 


w= D0 二 下 2 (49.2) 
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代替 了 铁 磁 体 的 各 向 异性 常量 6. 当 = H; 时 这 个 常量 趋 于 零 ，(49.1) 式 
约 化 为 积分 








aoL OL 
二 2 4 ; 、 
Hp /1 (T° =) 二 BD 填 7 于 ar (49.3) 


形式 上 与 在 交换 近似 下 的 铁 磁 体 有 效 哈密 顿 量 (47.2) 相同 . 这 种 相似 性 使 得 
反 铁 磁体 在 双 临 界 点 附近 的 一 系列 性 质 可 用 铁人 磁体 的 已 知 结果 来 解释 (M. FE. 
费 舍 , D. R. 纳尔逊 ,1974)， 

等 式 万 。 = Hy 对 应 于 一 级 相 变 线 ( 亚 唱 格 自 旋 转向 ). 上 述 相 似 性 使 得 我 
们 可 以 得 出 这 样 的 结论 , 即 反 铁人 磁体 在 双 临 界 点 附近 的 这 条 线 上 的 热力 学 性 
质 (在 物理 量 含义 作 相 应 改变 的 条 件 下 ) 与 纯 交 换 铁 人 磁体 在 其 居 里 点 附近 的 
性 质 相 同 . 特别 是 , 当 沿 着 这 条 线 接近 双 临 界 点 时 反 铁 磁 矢 量 的 量 值 按 规律 


Lie (49.4) 


趋 于 零 . 其 中 6 与 (47.4) 式 中 的 临界 指数 6 相同 包 ， 
在 双 临 界 点 附近 , 但 不 在 一 级 相 变 线 上 , 参量 v 很 小 但 不 是 零 . 不 论 这 个 
量 是 如 何 地 小 , 在 接近 二 级 相 变 线 时 它 的 作用 却 大 为 增长 (对 照 847 末 的 评 
论 ) : 序 参 量变 成 单 分 量 (在 4 媚 相 为 工 :) 或 双 分 量 (在 4 有 相 为 Lz, 工 ) 的 . 
u 值 越 小 , 它 起 主要 作用 的 区 间 尺 度 越 小 . 从 具有 n = 3 的 行为 向 具有 n= 1 
或 n = 2 的 行为 的 转变 是 通过 某 一 中 间 区 域 实现 的 . 在 这 个 区 域 里 标 度 不 变 
性 假设 看 来 是 合理 的 : 随 着 向 双 临 界 点 接近 只 有 的 测量 标 度 变化 . 与 此 相 
关 出 现 了 新 的 临界 跨 接 @ 指数 po: 在 变量 t= 了 TT 一 的 标 度 变 化 时 变量 久 的 
标 度 以 | 上? 的 方式 变化 . 指数 p 必须 为 正 , 因为 不 论 久 值 多 么 小 它 都 能 改变 
相 变 的 特征 . 
采用 这 个 假设 后 , 必须 认为 双 临 界 点 附近 的 相 变 线 是 由 常数 比值 x = 
u/ltl? 确定 的 . 一 级 相 变 线 对 应 于 x = 0, P 相 与 A 相 之 间 的 相 变 线 对 应 于 
z 的 某 一 取 值 zi > 0, 而 已 相 与 4 相 之 间 的 相 变 则 对 应 于 另 一 取 值 xz。 < 0. 
对 于 (49.2) 式 中 定义 的 Hy, 现在 当然 应 当 理 解 为 由 有 效 哈密 顿 量 (49.1) 的 统 
计 物 理 问题 精确 解 给 出 的 真正 的 函数 Hi(T). 将 其 按 七 的 宕 次 展开 并 含 弃 
中 的 常数 2F, 我 们 确定 出 双 临 界 点 附近 的 变量 v 为 : 
u = H,— H;+ ce(T—T,), (49.5) 
其 中 e 为 常数 . 一 级 相 变 线 的 方程 为 : 
2 He TD) 
@ 在 现在 的 情况 下 , 临界 指数 7 没有 直接 的 物理 意义 . 因为 它 与 对 于 反 铁 磁体 实 


际 上 并 不 存在 的 磁场 h 有 关 , 这 个 场 以 -hh. 工 项 的 形式 进入 了 有 效 哈 密 顿 量 中 . 
@ 英文 术语 为 “cross-over”. 
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而 两 条 二 级 相 变 线 的 方程 为 : 
H,= (Do) Eo = 1) (49.6) 


其 中 cl 和 ca 为 正常 数 . 当 yp > 工时 (数值 估计 给 出 的 值 为 p 1.25) 这 些 线 在 
涨 落 区 看 起 来 如 图 27 所 示 ; 在 b 点 它们 有 公 切 线 . 





| 
H, | | 
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图 27 


双 临界 点 附近 的 标 度 不 变性 假设 也 允许 我 们 在 TH 平面 从 不 同方 向 接 
近 这 个 点 时 就 反 铁 磁 矢 量 工大 小 的 变化 规律 做 出 一 系列 结论 , 但 我 们 不 打算 
继续 讨论 此 问题 了 @，， 
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存在 这 样 一 些 晶 体 , 交换 相互 作用 在 其 中 建立 起 了 反 铁 磁 结 构 , 而 相对 较 
弱 的 相对 论 相 互 作 用 导致 这 种 结构 的 畸变 , 畸变 的 结果 出 现 了 磁化 强度 AM， 
其 量 值 反 常 地 小 , 与 相对 论 相 互 作用 与 交换 相互 作用 之 比 成 比例 . 这 种 现象 称 
为 弱 铁 磁性 乌 . 

交换 相互 作用 本 身 是 允许 反 铁 磁 和 拓 量 工 在 晶体 中 任意 取 问 的. 这 个 矢量 
的 特定 的 晶体 学 取向 是 由 热力 学 势 展 开 中 按 工 各 同 异 性 的 项 所 描写 的 相对 
论 相 互 作 用 建立 的 . 也 许 以 这 种 方式 产生 的 对 称 性 结构 本 喘 就 允许 铁 磁 磁 和 拖 
MM 存在 鸟 . 正 是 在 这 些 情况 下 出 现 了 弱 铁 磁性 : 在 热力 学 势 展开 的 相对 论 项 
中 存在 导致 反 铁 磁 结构 畸变 的 项 .下 面 我 们 就 以 特征 性 的 实例 展示 这 点 . 

我 们 来 研究 属于 空间 群 D9, 的 菱形 晶体 . 我 们 记得 (参见 本 教程 第 三 卷 
893), D3a 品类 包含 以 下 对 称 元 素 : 3 阶 对 称 轴 Cs (三 角 轴 ); 3 个 垂直 于 它 的 2 

@ 参见 Fisher M. E., Nelson D. R. // Phvs. Rev. Lett. 1974. V. 32. P. 1350. 


@ 如 果 使 用 837 末 给 出 的 术语 , 更 正确 的 叫 法 应 当 是 罗 亚 铁 磁 性 . 
@ 我 们 提醒 大 家 , 为 此 对 于 所 有 情况 磁性 单 胞 都 必须 与 品 体 学 单 胞 相同 .参见 838 


由 鸭 铁 磁性 理论 是 H. E. 加 洛 辛 斯 基 提 出 来 的 (1957). 
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阶 对 称 轴 (表示 为 U2 轴 ); 反 演 中 心志 作为 后 果 出 现 3 个 对 称 面 cu, 其 中 每 
一 个 通过 Cs 轴 旦 与 Us 轴 中 的 一 个 垂直 (从 而 平分 了 男 两 个 Us 轴 之 间 的 夹 
角 ). 在 空间 群 D$, 中 oa 成 为 沿 三 角 轴 移动 1/2 周期 的 滑 移 面 . 这 导致 如 图 
28 所 示 的 轴 和 反 演 中 心 在 每 一 个 原 胞 中 的 配置 . 图 中 绘 出 的 竖 直 线段 是 沿 三 
角 轴 ( 委 形 原 胞 的 空间 对 角 线 ) 的 一 个 周期 . 将 其 长 度 暂 取 为 1. 而 2 阶 轴 通 过 
点 1/4 和 3/4. 反 演 中 心 位 于 0 与 1/2 (图 中 打 十 字 又 处 ). 图 中 没有 示 出 竖 直 
面 oy. 

在 反 铁 磁体 碳酸 铁 (FeCOs) 和 碳酸 镭 (MnCOs) 中 , 每 一 个 原 胞 含 两 个 处 
于 三 角 轴 上 等 价位 置 0 与 1/2 的 磁 离 子 (Fett 或 Mn++). 交换 相互 作用 建立 
起 磁 结构 , 其 中 的 这 两 个 磁 离 子 的 磁 矩 反 平 行 . 此 时 在 FeCOs 中 Fe++ 的 磁 甜 
沿 三 角 轴 排列 (图 29). 容 多 看 出 , 这 种 结构 相对 于 所 有 的 D3a 类 变换 是 不 变 
的 , 从 而 不 允许 铁 磁 性 (具备 Us 轴 排 除了 矢量 1M 沿 三 角 轴 的 存在 , 具备 C3 
轴 则 排除 了 矢量 AM 出 现在 底 平面 ). 
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图 28 图 29 图 30 


在 反 铁 磁体 MnCOs 中 , 如 图 30 所 示 , 离子 的 磁 矩 位 于 垂直 于 三 角 轴 (z 
轴 ) 的 底 平面 (zy 面 ) 上 . 如 果 此 时 磁 和 矩 位 于 cu 面 中 的 一 个 上 面 (此 时 将 其 选 
作 zz 面 ), 则 除 单位 元 素 外 , 磁 结 构 的 对 称 元 素 还 有 


[7 ， ai)， 


亦 即 属于 与 通常 晶 类 Co 相同 的 磁 晶 类 ; 这 一 唱 类 允许 矢量 M 沿 y 轴 存 在 . 
如 果 磁 和 矩 位 于 一 个 Us 轴 上 (此 时 选 该 轴 为 z 轴 ), 则 磁 结 构 有 对 称 元 素 


UA R, I,oW)R, 


亦 即 其 属于 磁 唱 类 Czn(Ci), 它 也 允许 矢量 AM 沿 y 轴 存 在 . 在 两 种 情况 下 , 如 
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图 31 所 示 , M 都 是 通过 每 一 单 胞 中 的 两 个 离子 的 磁 矩 在 zy 面 上 的 反问 转动 
产生 的 . 


图 31 


为 转变 到 定量 的 理论 , 我 们 重新 引入 矢量 M = Mi +M， 和 LL= RM 一 NM 
其 中 两 个 下 角 标 1 和 2 分 别 表示 两 个 人 磁 亚 品格 . 工 方 问 的 单位 矢量 用 ! 表示 . 

现在 我 们 来 研究 五 = 0 时 热力 学 势 按 M 和 1 的 时 级 数 展 开 . 因 M 在 
弱 铁 磁体 中 很 小 , 故 按 M 的 客 级 数 展 开 当 然 是 允许 的 . 各 向 异性 能 可 按 ! 的 
震级 数 展 开 , 则 照常 是 因为 相对 论 相 互 作 用 很 小 的 缘故 . 因此 , 这 里 的 展开 完 
全 没有 假定 是 在 二 级 相 变 点 附近 ( 工 很 小 ), 故而 下 述 理论 不 受 表 道理 论 特 有 
的 限制 . 

展开 中 的 诸 项 应 当 是 D$, 群 的 所 有 变换 下 的 不 变量 . 这 一 展开 的 前 儿 项 
为 : 

b 7 三 


$= @0(Z 二 BMD AT) 一 a Mz — 0 +CL(Mzly — Mylz), (50.1) 


其 中 B0(L) 是 工 的 各 问 同 性 函数 ，Go 之 后 的 前 两 项 起 源 于 交换 相互 作用 ; 
此 时 B > 0 (在 相反 的 情况 下 , 存在 与 反 铁人 磁性 无 关 的 自发 磁化 , 亦 即 物体 将 
会 成 为 通常 的 交换 铁人 磁体 ). 展开 中 紧 接 着 的 三 项 是 相对 论 相互 作用 的 一 阶 项 
(~ v2/c2) 巴 . 这 三 项 中 的 最 后 一 项 可 以 表示 为 LC (2M x1) 的 形式 , 其 中 (5 为 
平行 于 z 轴 的 矢量 ®@. 

除 最 后 一 项 外 ，(50.1) 式 的 不 变性 是 显然 的 . 为 了 检验 最 后 一 项 的 不 变 
性 , 只 需 检 验 其 相对 于 Cs 轴 , 一 根 Vs 轴 和 反 演 中 心 的 对 称 操作 的 不 变性 也 
就 足够 了 . 相对 于 绕 三 角 轴 (z 轴 ) 转动 的 不 变性 由 矢量 M x 1 的 z 分 量 形式 
看 是 显然 的 (此 时 最 重要 的 是 转动 不 交换 不 同 的 亚 唱 格 中 的 原子 , 故而 M 和 
1 做 同样 的 变换 ). 相对 于 反 演 中 心 的 不 变性 是 两 个 矢量 M 和 1 各 目 具 有 反 
演 不 变性 的 结果 : AM 反 演 不 变 是 因为 它 是 轴 矢 量 , 对 于 1, 还 必须 考虑 到 在 所 

@ 最 后 两 项 定义 中 引进 乘 数 因子 L? 和 工 是 为 了 使 (50.1) 式 各 项 的 系数 成 为 无 量 
纲 量 , 并 不 表示 按 量 工 的 寡 级 数 展开 . 

@ 这 种 形式 的 项 的 微观 起 源 与 反对 称 自 旋 相 互 作 用 有 关 , 这 种 相互 作用 是 以 交 
换 相互 作用 与 相对 论 自 旋 轨 道 相 互 作用 双 线 性 交 又 项 的 微 扰 论 二 阶 效 应 出 现 的 . 参 
网 Moria T ( 守 合 享 ). in Magnetism: Vol.l. Ed. Rado G T, Suhl H. New York: Academic 
Press,1963. 
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研究 的 结构 中 反 演 只 在 每 一 个 亚 唱 格 的 内 部 交换 原子 . UA”) 变换 交换 具有 相 
反 磁 矩 方 向 的 原子 , 所 以 在 这 样 的 转动 下 M;, My 一 Mz, 一 My; lz,ly 一 一 0 
由 此 可 知 , 差 式 Mily 一 Mls 显然 具有 不 变性 . 

我 们 将 假定 常数 7 < 0; 此 时 矢量 ! 在 底 平面 上 (4; = 0). 选择 4 所 在 平面 
为 zz 面 , 并 在 工 给 定 的 情况 下 使 56 对 AM 取 极 小 , 我 们 求 得 铁 磁 磁 算 : 
G 加 
35 Le M, = 0. (50.2) 
因为 |d| 之 B, 故 M 确实 很 小 . 我们 看 到 , 铁 磁 性 的 出 现 与 (50.1) 式 最 后 一 
项 一 AM 和 :1 的 双 线 性 项 有 关 ，AMz 的 方向 与 反 铁 磁 结 构 的 密切 相关 是 弱 
铁 磁 性 的 特有 性 质 ; 在 当前 情况 下 MM 与 L 矢量 处 于 同一 个 底 平面 并 与 其 垂 
直 @. 

0 磁化 强度 对 五 的 依赖 关系 可 由 热力 学 势 6 = 6 一 
M:.H- 的 极 小 化 条 件 得 到 ， 极 小 化 应 当 对 底 平面 上 结构 的 取向 和 按 


AI 矢量 的 分 量 进 行 . 显然 , 在 忽略 底 平 面 上 的 磁 各 回 异 性 后 磁化 强度 将 会 转 
动 得 使 其 在 这 个 平面 的 分 量 Mj 党 人 磁场 互 方向 ,而 矢量 工 则 相应 地 转 到 垂 
直 于 万 的 方向 @. 于 是 对 ML 和 Ms 极 小 化 $ 导致 以 下 结 


M; = 0, M, = 


M; = xIH;, M| = x1(Hp+ Hi), (50.3) 

其 中 磁化 率 
XI = 5B-8 X= 28 (50.4) 

并 引进 记号 
Hp = |¢|L (50.5) 


用 于 表示 确定 弱 铁 磁体 自发 磁化 强度 的 “有 效 场 ”( 这 个 场 称 作 加 洛 辛 斯 基 场 ). 
由 于 |8| 之 B, 故 有 XI 污 XL. 

我 们 还 要 提 一 下 这 里 所 人 研究 的 物质 在 施加 外 磁场 时 产生 的 一 个 性 质 , 这 
个 性 质 出 现在 向 顺 磁 相 转 变 的 相 变 点 附近 .在 明道 理论 框架 内 , 在 这 个 区 域 将 
果 数 B0(L) 展开 为 工 的 需 级 数 : 


BD 600 TF AL OE. 


@ 在 与 热力 学 势 (50.1) 对 应 的 近似 下 , 在 底 平 面 上 没有 磁 各 向 异性 且 工 在 其 上 的 
方向 是 任意 的 . 仅 当 计 及 更 高 阶 (直到 6 阶 ) 的 项 时 才 在 底 平面 出 现 各 向 异性 (以 及 与 
之 相关 的 工 的 特定 取向 ). 此 时 也 出 现 天 量 的 z 分量 与 x 分量 或 y 分 量 的 交 文 项 ,结果 
磁 矩 与 底 平 面 侦 离开 一 个 小 角度 . 

@ 这 里 假设 D > 0; 在 D<0 时 , 带 有 大 系数 |D| 的 一 |DI(1. AD)2 一 项 的 存在 可 以 破 
坏 【与 Hi 的 相互 垂直 . 在 底 平 面 上 忽略 各 向 异性 意味 着 对 所 研究 的 场 的 量 值 加 上 了 
确定 的 下 限 . 
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令 矢 量 工 的 方向 指向 x 轴 的 正 向 . 为 确定 起 见 , 我 们 取 ¢ > 09; 此 时 矢量 AM 
指向 y 轴 的 正 向 ; 我 们 假定 五 也 指向 该 方向 . 热力 学 势 为 : 


二 H? 
$= G00)+AL*+CL +BM*-CLM—- HM -— 4 (50.6 ) 


接近 居 里 点 处 各 向 异性 能 按 单位 矢量 了 的 展开 变 为 按 矢 量 工 本身 的 展开 . 没 
有 外 场 时 , M = CL/2B 且 展 开 式 (50.6) 取 以 下 形式 : 


&” 2 4 
a EN 
6 ot (4 2 se 


居 里 点 由 L? 的 系数 等 于 零 确 定 , 于 是 在 居 里 点 附近 


(a > 0). 我 们 假定 其 余 的 系数 等 于 它们 在 全 = 工时 的 值 (此 时 C > 0). 
有 外 场 存 在 时 , 从 方程 66/9L = 0,95/8M = 0 中 消去 M 后 , 给 出 确定 区 
的 方程 式 : 本 


2CL3 +a(T—T)L-— = (50.7) 


由 此 已 可 看 出 , 在 弱 铁 磁体 中 (如 同 在 通常 的 铁 磁 体 中 一 样 ) 磁场 模糊 了 相 
变 巴 . 此 时 在 点 T= 的 两 侧 反 铁 磁 矢 量 都 异 于 零 ; 磁场 在 顺 磁 相 中 引起 了 
铁 磁 序 , 从 而 消除 了 两 相对 称 性 质 的 差别 (A. C. 波 罗 维 克 - 罗 曼 诺 夫 , B. I. 
奥 若 金 , 1960). 当下 > 到 时 , 在 离 这 一 点 的 某 一 距离 上 工 按照 以 下 规律 衰减 : 
_ 5¢H 

4aB(T — TT.) 
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反 铁 磁体 中 的 压 磁 性 和 磁 电 效应 与 磁 对 称 性 密切 相关 . 

压 磁性 是 指 当 对 晶体 施加 弹性 应 力 时 晶体 产生 磁化 强度 , 这 与 压 电 性 相 
似 . 这 种 效应 由 品 体 热 力学 势 中 出 现 的 一 个 新 项 描写 ,这 一 项 与 磁场 和 弹性 应 
力 张 量 均 成 线性 : 


L 


Pi = —AMi,kl Hiok) (51.1) 


Q@ 我 们 注意 到 , 系数 5 正 负 号 的 约定 依赖 于 矢量 工 = Mi - Ma 的 定义 : 究竟 是 蝇 
体 中 的 哪些 磁 原 子 被 取 作 亚 唱 格 1 和 亚 品 格 2. 但 在 给 定 唱 体 中 做 出 这 样 的 选择 后 ,5 
的 正 负 号 就 具有 了 确定 的 意义 : M 相对 于 工 的 方向 和 晶体 轴 的 方向 均 依赖 于 它 . 

@ 方程 (50.7) 与 描述 电场 中 的 铁 电 体 的 方程 (19.4) 或 描述 磁场 中 的 通常 铁人 磁体 的 
类 似 方 程 具有 相同 形式 . 
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其 中 Xi 是 对 指标 kl 对 称 的 张 量 (对 照 (17.7) 式 ). 这 一 项 导致 在 磁感应 强度 
Bi = -4r95/8 厅 中 出 现 附加 项 4rXimwak: 换言之 , 在 及 = 0 时 产生 了 与 形 
变 成 线性 的 磁化 强度 : 





Ms = A Ok: (51:2) 

这 一 性 质 的 另外 一 个 表现 是 所 谓 线性 磁 致 伸缩 , 即 出 现 与 施加 于 晶体 的 
磁场 强度 旦 线性 的 形变 

Ukl 二 -3 二 - Ai kL Ai (51.3) 


时 间 反 演 操作 改变 磁场 五 (以 及 磁化 强度 AM) 的 正 负 号 , 而 保持 弹性 应 
力 张 量 ck: 不 变 ; 当然 , 热力 学 势 也 应 当 不 变 . 因此 压 磁 张 量 Xi 在 时 间 反 演 
时 变 号 . 由 此 同样 也 可 得 出 结论 , 即 只 有 在 具有 磁 结 构 的 物体 中 才 可 能 有 压 磁 
性 ; 在 没有 磁 结 构 情 况 下 物体 性 质 相 对 于 R 变换 不 变 , 因此 和 jk = 一 Xikl = 0. 
压 磁 性 也 可 以 出 现在 这 样 一 些 反 铁 磁体 中 , 它们 属于 只 含 与 转动 和 反射 组 合 
的 R 变换 或 完全 不 含 RR 变换 的 确定 的 磁 对 称 类 (B. A. 塔 弗 格 尔 , B. M. 扎 依 
采 夫 , 1956). 

磁 电 效应 指 的 是 物质 中 磁场 和 电场 之 间 的 线性 相关 性 . 例如 , 这 一 效应 
导致 物质 在 电场 中 出 现 与 电场 强度 成 正比 的 磁化 强度 ( 开 . I. 朗 道 与 E. M. 标 
弗 席 效 , 1956). 这 一 效应 由 晶体 热力 学 势 中 既 与 电场 强度 也 与 磁场 强度 成 线 
性 的 一 项 

eo (S10 
描写 , 其 中 ai 是 非 对 称 张 量 . 在 及 = 0 时 电场 在 物质 中 产生 的 磁化 强度 为 
My = 0 bis (51.5) 
而 当 五 =0 时 ,磁场 产生 电极 化 
P; = aik Her. (51.6) 


和 压 磁性 一 样 , 只 有 确定 的 磁 对 称 类 才 人 允许 有 了 磁 电 效应 ; 磁 电 张 量 相对 于 时 间 
反 演 琳 对 称 , 故而 在 没有 磁 结 构 的 物体 中 等 于 零 . 由 于 五 是 极 天 量 , 而 五 是 
轴 矢 量 , 如 果 唱 体 对 称 性 中 含有 反 演 I, 则 张 量 aik 在 所 有 情况 下 均等 于 零 . 仅 
在 组 合 TR 中 反 演 才 允 许 磁 电 效应 的 存在 . 


习 题 咏 


1. 试 找 出 反 铁 磁体 碳酸 铁 (其 结构 绘 于 图 29) 中 压 磁 张 量 的 非 罕 分 量 . 
加 以 下 的 几 个 例题 是 加 洛 辛 斯 基 提 出 的 (1957, 1959). 
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解 : 如 850 所 述 , 该 结构 的 磁 晶 类 与 晶体 类 Da 相同 , 其 中 完全 不 含 对 称 
元 素 RR. 这 一 类 的 变换 保持 表达 式 
Bm =Ai[l(0w = vy) Hs 208 Hy Xl(02 Hr — oy Uy) 
不 变 , 其 中 z 轴 沿 着 3 阶 对称 轴 ,x 轴 沿 水 平 二 阶 对 称 轴 之 一 (这 样 的 表达 式 
曾 在 817 习题 1 中 在 压 电 性 情况 下 对 晶 类 D3 给 出 过 ; 在 压 磁性 情况 下 , 对 于 


晶 类 D3g = D3 x Ci, 这 个 表达 式 依然 是 正确 的 , 因为 空间 反 演 了 保持 二 秩 张 
量 uik 和 轴 矢 量 五 不 变 ). 由 此 , 我 们 得 到 磁化 强度 


Mas (0 0 — Nd Wy NT A 


2. 对 于 属于 磁 晶 类 Dan(D2h) 的 晶体 中, 求 压 磁 张 量 的 非 替 分 量 . 
解 : 所 属 磁 晶 类 除 单 位 元 素 外 还 包含 以 下 对 称 元 素 : 


Co, 2C4R, 2U,, 2 BR, /, Oh,， O00 25..R 
(对 称 元 素 的 符号 处 处 按照 本 教程 第 三 卷 895 给 出 的 书写 ). 这 些 变换 保持 表 


达 式 
Do No Hi NH 


不 变 (z 轴 沿 4 阶 对 称 轴 方 向 , x 轴 , yy 轴 沿 两 个 水 平 2 阶 对 称 轴 方 向 ). 由 此 求 
得 磁化 强度 : 
AI- 一 2 M, -二 MNOS M >, -一 NO 


3. 对 于 反 铁 磁体 氧化 铬 (Cr203), 试 求 出 其 磁 电 张 量 中 不 为 零 的 分 量 . 这 
个 晶体 属于 晶体 学 空间 群 D6  ( 见 850) 并 在 每 个 单 胞 内 含 4 个 铬 原子 , 它们 
分 别 占 据 三 角 轴 等 价 点 v1/2 一 w,1/2 十 u,1 一 vu (w <1/4) 的 位 置 ; 它们 的 磁 和 天 
如 图 32 所 示 活 该 轴 排 列 . 

解 : 该 反 铁 磁体 属于 磁 卓 类 D3g(D3), 含有 对 称 元 素 : 


0 90 TR 全 
这 些 变换 保持 表达 式 
瑟 一 —Ql Ez Hz = 一 人 Cedi 十 Eady) 


不 变 (其 中 z 轴 沿 三 角 轴 ), 亦 即 不 为 零 的 分 量 是 azz = Qyy = Qa1,Qzz = al 
OO 这 样 的 反 铁 磁体 有 二 氟 化 锰 (MnFz) 和 二 氢化 钴 (CoF。). 
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图 32 
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人 磁 蝇 格 周期 与 基本 品 体 学 唱 格 周期 不 公 度 的 磁 结 构 组 成 了 特殊 的 一 类 厂 
结构 . 产生 这 种 结构 的 可 能 机 制 有 多 种 , 我 们 这 里 来 研究 其 中 的 一 种 , 它 允 许 
用 简单 的 宏观 术语 表述 , 是 I. E. 加 洛 辛 斯 基于 1964 年 提出 的 . 我 们 将 通过 
对 一 个 具体 实例 的 考察 做 到 这 点 : 所 人 研究 的 晶体 属于 立方 品类 工 , 而 且 交 换 
相互 作用 本 身 已 在 其 中 建立 起 了 人 磁 矩 的 纯 铁 磁 序 (B. 工 .巴里 亚 赫 塔 尔 , E. II. 
斯 特 凡 诺 夫 斯 基 , 1969; P. 巴克 , M. H. 延 森 , 1980)@， 

为 使 结构 可 以 在 实际 上 实现 , 它 必须 对 于 破坏 晶体 空间 均匀 性 的 小 扰动 
是 稳定 的 . 在 迄今 为 止 的 讨论 中 , 我 们 其 实 默认 了 这 一 条 件 的 满足 . 在 扰动 中 
产生 的 附加 “不 均匀 性 能 ”是 由 表达 式 (43.1) 给 出 的 , 这 项 能 量 正 定 表 明 所 需 
的 稳定 性 存在 . 

843 中 的 表达 式 (43.2) 是 立方 晶体 中 不 均匀 性 能 作为 磁化 强度 1M 导数 
的 震级 数 展 开 中 首 个 非 零 项 而 导出 的 , 但 是 我 们 当时 只 对 起 源 于 交换 的 能 量 
感 兴趣 . 那 时 我 们 也 曾 指 出 过 , 晶体 的 对 称 性 允许 非 交 换 (相对 论 ) 本 性 的 项 
的 存在 , 这 些 项 含有 导数 9Mi/Oxx 与 分 量 Mi 的 乘积 ; 为 此 , 对 称 性 在 所 有 情 
况 下 都 不 应 包含 反 演 中 心 . 下 正好 是 这 样 的 晶 类 ; 它 允 许 形 如 JM .rot MM 的 项 
相对 于 其 对 称 操 作 保持 不 变 . 因此 , 非 均 匀 性 能 取 以 下 形式 : 


Unon_ su = YM .rot M+ 5[(VM) + (YM) + (VM)]. (52.1) 


条 件 a > 0 现在 不 保证 均匀 态 的 稳定 性 . 


这 样 的 晶体 为 具有 磁 离 子 锰 和 铁 的 硅化 锰 (MnSi) 和 销 化 铁 (FeGe), 它们 属于 具 
有 简单 立方 布 拉 维 格 的 空间 群 T4 
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但 是 , 我 们 考虑 到 , 与 相对 论 相 互 作 用 起 源 有 关 中, (52.1) 式 中 导数 的 一 
阶 项 含有 一 个 与 二 阶 项 相 比 是 小 量 (~v2/e2) 的 因子 . 这 意味 着 系数 之 a/a 
(其 中 a 为 晶 格 常量 ). 这 种 状况 允许 在 (52.1) 式 展开 适用 的 范围 内 , 寻找 新 的 
稳定 状态 一 一 普通 的 铁 磁 结构 以 非 均 匀 的 方式 被 畸变 , 但 畸变 仅 出 现在 比 a 
大 得 多 的 距离 上 , 以 使 得 导数 仍然 很 小 . 

M 的 量 值 基本 上 是 由 交换 相互 作用 (与 非 均 匀 性 无 关 ) 确定 的 . “大 范围 
结构 则 由 非 均 匀 性 能 (52.1) 的 极 小 化 确定 . 在 给 定 M 量 值 的 情况 下 , 这 个 结 
构 通 过 矢量 M 的 方向 的 缓慢 变化 构成 忠 . 

我 们 将 要 寻求 具有 周期 困 数 形式 的 M (7): 

M im 村 一 ji 有 .7 
M7?) 竺 ye 二 me 上 (52:2) 
而 且 为 了 使 平方 M? = M? 为 常量 , 单位 复 矢 量 mm (mm :mm* = 1) 的 平方 必须 
等 于 零 : m? = 0. 这 样 的 矢量 可 以 表示 为 m = (mi 十 im2)/V2 的 形式 , 其 中 
m1i ym2 为 互相 垂直 的 两 个 实 单位 矢量 . 此 时 
M(r) = M(micos(k :7)— mo2sin(k .7)). (52.3) 
将 (52.2) 代入 (52.1) 后 , 我 们 得 到 
Unon_u = iM Yk: (m x m*)+ 2 = M2Yyk. (m1 x m2)+ saM2k?, 
如 果 矢 量 天 与 mi x m2 共 线 ( 当 >y <0 时 平行 , 当 y > 0 时 反 平 行 ), 且 其 量 值 
人 (52.4) 
中 “六 
则 作为 上 的 函数 的 非 均 匀 性 能 的 上 述 表 达 式 取 极 小 . 

因此 , 在 Unon-u 中 和 存在 小 的 导数 线性 项 导致 琶 加 在 基本 铁 磁 结构 上 的 螺 

旋 面 磁性 超 结构 的 产生 : 原子 的 磁 矩 位 于 垂直 于 及 方向 的 诸多 平面 上 , 而 且 
@ (52.1) 式 中 的 第 一 项 不 是 矢量 M 在 空间 所 有 点 上 同时 转动 相同 角度 变换 的 不 


变量 , 它 不 满足 843 第 一 个 脚注 中 表述 的 要 求 . 
相对 论 项 也 可 以 作为 平方 项 出 现 ,例如 , 立方 对 称 性 允许 形 如 


ov | Ce e 

一 十 十 

2 Oz Ov Oz 
的 项 


@ 为 要 避免 没有 基本 意义 的 复杂 化 , 我 们 假定 Caon-u 比 能 量 Vexcn 小 得 多 (故而 
M 仅 由 后 者 确定 ), 但 同时 又 远大 于 各 癌 异 性 相对 论 能 Vanise (因此 在 确定 M 方向 变化 
的 过 程 中 Vanise 可 以 忽略 ). 在 大 里 点 附近 一 一 不 是 很 靠近 (为 满足 第 一 个 不 等 式 ), 又 
不 能 太 远离 为 了 遵守 第 二 个 不 等 式 ) 一 这 些 条 件 可 以 满足 . 我 们 将 不 写 出 定义 这 个 
“附近 ”的 显 式 判 据 . 
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在 一 连 串 的 原子 层 中 的 磁 矩 方向 彼此 间 缓 慢 转动 ; 沿 平行 于 上 方向 的 一 条 直 
线 排列 的 矢量 ( 磁 和 矩 ) 的 端 部 描绘 出 螺旋 线 . 这 条 螺旋 线 的 螺 距 为 2x/k, 为 超 
结构 的 周期 ; 它 比 晶体 学 周期 大 而 且 不 与 其 公 度 吕 . 具有 这 种 超 结 构 的 相 一 
般 称 为 非 公 度 相 包 . 在 本 教程 第 五 卷 中 已 提 到 它们 . 

在 我 们 所 研究 的 近似 框架 内 , 波 和 撩 kk 相对 于 晶体 学 轴 的 方向 是 不 确定 的 . 
这 个 方向 要 由 各 向 异性 能 (40.7) 和 非 均 匀 性 能 的 相对 论 部 分 之 和 取 极 小 值 来 
确定 . 对 此 我 们 就 不 进行 讨论 了 . 


， 这 里 所 研究 的 情况 与 出 现在 螺 状 相 液晶 中 的 情况 完全 类 似 (参见 本 教程 第 五 卷 
8140). 在 液晶 情况 下 , 能 量 中 形 如 mrotm (mn 为 液晶 中 的 单位 矢量 指向 矢 ) 的 项 也 导致 
螺旋 面 结构 的 产生 . 


@) 英 语 术 语 为 incommensurate. 
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许多 金属 在 温度 接近 绝对 零度 时 转变 为 一 种 特殊 状态 , 这 种 状态 最 明显 
的 特性 是 互 . 卡 末 林 - 昂 纳 斯 在 1911 年 首先 发 现 的 超 导 电 性 , 即 对 恒定 电流 完 
全 不 存在 电阻 . 对 每 一 种 金属 , 其 超 导 电 性 出 现在 特定 的 温度 , 称 为 超 导 转 变 
凡 , 是 一 种 二 级 相 变 点 . 

但 是 , 从 唯 象 理论 观点 看 来 , 在 转变 为 超 导 状 态 时 , 起 更 基本 作用 的 是 磁 
性 质 而 非 电 性 质 的 改变 . 我 们 下 面 将 会 看 到 , 超导体 的 电 性 质 不 过 是 它 的 磁性 
质 的 必然 结果 . 

超 导 性 金属 的 磁性 质 可 以 描写 如 下 . 磁场 不 会 透 入 超导体 内 部 ; 因为 按 
照 定义 , 介质 内 的 平均 磁场 强度 是 磁感应 强度 B, 因而 可 以 换 一 种 说 法 , 在 超 
导体 内 部 总 是 有 

B=0 (53:1) 


(W. 迈 斯 纳 , R. 奥 克 森 菲尔德 , 1933). 这 一 性 质 实际 上 与 在 何 种 条 件 下 转变 为 
超 导 状 态 无 关 . 例如 , 如 果 金 属 样品 是 在 磁场 内 冷却 的 , 则 在 转变 点 上 , 磁力 线 
将 被 “ 挤 ” 出 物体 去 . 

但 是 应 该 着 重 指出 , B = 0 并 不 适用 于 超导体 的 薄 表 血 层 . 实际 上 , 磁场 
能 够 透 入 到 超导体 的 一 定 深 度 , 这 个 深度 比 原子 间距 大 很 多 (通常 为 10-5cm 
数量 级 ), 并 且 和 金属 种 类 及 温度 有 关 . 由 于 这 一 原因 , 在 厚度 或 太 度 与 透 人 深 
度 同 数量 级 的 金属 注 膜 或 小 粒子 内 , 等 式 BB = 0 一 般 不 成 立 . 

下 向 我 们 只 研究 具有 足够 大 尺度 的 厚实 的 超导体 , 并 且 完 全 忽略 磁场 透 
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人 蒲 表面 层 的 事实 出. 

我 们 知道 , 在 任何 两 种 介质 的 分 并 面 上 , 磁感应 强度 的 法 向 分 量 必须 是 
连续 的 (这 一 条 件 是 永远 正确 的 方程 div B=0 的 必然 结果 ). 因为 在 超导体 内 
B = 0, 因此 在 超导体 表面 , 外 磁场 的 法 回 分 量 也 等 于 零 , 也 即 是 超导体 外 的 
磁场 处 处 与 超导体 表面 相 切 ; 超导体 的 表面 是 磁力 线 的 包 络 面 . 

考虑 到 这 种 情况 , 很 容易 求 出 超导体 在 磁场 内 所 受 的 力 . 和 85 内 对 普通 
导体 在 电场 内 的 所 受 力 的 计算 类 似 , 我 们 算得 这 个 力 为 oirnx (相对 于 单位 表 


面积 ), 其 中 
1 万 
Oik 一 一 一 (ai 3 
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是 真空 中 磁场 的 麦克 斯 韦 应 力 张 量 . 因为 在 现在 情况 下 , n: 五 .==0 (HH。 是 物 
体 表面 外 的 磁场 ), 于 是 我 们 得 到 


亦 即 作用 在 物体 表面 的 力 是 压缩 力 , 其 数值 等 于 场 能 密度 . 
根据 方程 (29.4) 
rot B= 2 (53.3) 


于 是 从 等 式 BB =0 得 出 , 超导体 内 的 平均 电流 密度 也 处 处 等 于 和 零 . 换 句 话说 ， 
在 超导体 内 不 可 能 有 任何 宏观 的 体 电流 . 与 此 相关 我 们 着 重 指出 , 像 在 普通 导 
体内 所 做 的 那样 从 pi 内 分 出 传导 电流 在 超导体 内 是 没有 意义 的 . 由 于 这 一 
原因 , 在 我 们 所 研究 的 理论 中 引入 磁化 强度 M 以 及 天 量 五 也 是 没有 物理 总 
义 的 . 

因此 , 超导体 内 流 过 的 任何 电流 都 是 面 电流 . 面 电流 密度 g 按照 (29.16) 式 
由 超导体 边界 上 磁感应 强度 切身 分 量 的 跃 变 值得 出 . 因为 在 超导体 内 , B = 0， 
而 在 超导体 外 , B 与 五 相等 , 因而 


C 


= 万 。. (53.4) 


9 

@ 这 里 我 们 将 不 讲述 磁场 透 人 超导体 内 的 “ 透 人 深度" 的 唯 象 理论 (伦敦 兄弟 (F. 

London 及 H. London) 的 理论 和 金 效 堡 - 朋 道理 论 )， 尽管 这 些 理 论 具 有 宏观 特性 ， 但 其 

中 出 现 的 物理 量 的 意义 只 有 在 微观 理论 的 基础 上 才 可 理解 . 这 些 理论 将 在 本 教程 第 九 
卷 中 叙述 . 

还 应 该 强调 指出 , 本 章 所 讨论 的 是 所 谓 第 一 类 超导体 , 属于 这 类 超导体 的 是 纯 金 属 
元 素 和 具有 确定 化 学 组 分 的 化 合 物 . 在 第 二 类 超导体 中 ( 超 导 合金 属于 这 一 类 ), 迈 斯 
纳 效 应 仅 在 足够 罚 的 磁场 中 才 会 完全 表现 . 足够 强 的 磁场 可 以 穿 透 第 二 类 超导体 , 并 
不 完全 消除 其 超时 性 (参见 本 教程 第 九 卷 第 五 章 ). 
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面 电 流 的 存在 本 号 并 不 只 是 超导体 独 有 的 特征 . 在 任何 通常 磁化 的 物体 
中 也 存在 这 种 电流 , 它们 的 密度 为 


g= -nx (He-B). 


因为 在 正常 导体 ( 非 超导体 ) 表面 , 矢量 有 H = 的 切 向 分 量 是 连续 的 , 因此 得 
到 nx 瑟 。= 兄 x 吾 / 几 于 是 g 的 表达 式 可 以 写成 


g = en x Bt (53.5) 
然而 当 研 究 物 体 横 截 面 上 流 过 的 总 电流 时 , 超导体 和 普通 导体 显示 出 原 
则 性 差别 . 在 非 超 导体 内 , 表面 电流 总 是 互相 抵消 的 , 因而 不 存在 任何 总 电流 ; 
这 种 抵消 是 由 条 件 (53.5) 保证 的 , 它 把 电流 密度 9 与 导体 内 的 磁感应 强度 联 
系 起 来 , 并 通过 磁感应 强度 把 表面 各 点 处 的 电流 9 联系 起 来 . 但 是 , 在 超导体 
内 条 件 (53.5) 失去 意义 . 实际 上 , 将 磁 导 率 为 /的 普通 导体 转变 为 超导体 , 在 
形式 上 意味 着 必须 同时 令 B 0 和 一 0. 但 是 这 时 (53.5) 式 右 端 变 成 不 定 
式 , 因而 实质 上 不 存在 任何 限制 电流 可 能 取 值 的 条 件 . 
这 样 一 来 , 我 们 得 到 这 样 的 结果 : 流 过 超导体 表面 的 电流 可 以 使 超导体 内 
有 不 为 零 的 总 电流 流 过 . 当然 , 只 有 在 多 连通 物体 (例如 环 ) 或 构成 闭合 电路 
一 部 分 的 单 连 通 超导体 内 , 才 有 这 种 可 能 , 这 种 闭合 电路 内 必须 接 有 维持 电路 
内 非 超 导体 部 分 电流 的 电动 势 源 . 
非常 重要 的 是 , 即使 没有 外 加 电场 超导体 内 也 可 能 有 稳定 的 总 电流 流 过 . 
这 表明 , 电流 流 过 时 不 发 生 能 量 耗 散 , 因为 为 了 补充 能 量 耗 散 必 须 有 外 场 做 功 . 
超导体 的 这 种 性 质 也 可 以 描写 为 超导体 内 不 存在 电阻, 这 是 超导体 磁性 质 的 
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下 面 我 们 更 详细 地 研究 与 超导体 形状 有 关 的 某 些 性 质 

如 果 超 导体 是 单 连通 物体 , 则 没有 外 磁场 时 在 超导体 内 一 般 不 可 能 有 任 
何 稳定 的 面 电流 流 过 . 下 面 的 讨论 可 以 证 明 这 一 点 . 表面 电流 在 超导体 周围 
空间 内 产生 静 磁场 , 这 一 磁场 在 无 穷 远 处 趋 于 零 ， 和 真空 内 的 所 有 静 磁 场 一 
样 , 它 是 一 种 势 场 , 而 且 由 于 超导体 上 的 边界 条 件 , 在 超导体 表面 势 的 法 向 导 
数 和 必须 为 零 . 但 是 , 由 势 论 可 知 , 如 果 在 单 连通 体 表面 和 无 穷 远 处 ， 和 -0 
则 在 物体 外 的 整个 空间 内 wo 0. 因此 , 不 可 能 存在 这 种 静 磁 场 以 及 表面 电流 . 
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外 磁场 在 单 连通 超导体 表面 感 生 出 电流 , 这 些 电 流 可 以 从 整个 超导体 产 
生 的 确定 的 磁 矩 观察 出 来 . 对 于 具有 椭 球 形状 的 超导体 , 这 一 “磁化 强度 ”很 
容易 算出 咏 ， 
设 驻 为 与 椭 球 的 一 个 主轴 平行 的 外 磁场 . 对 于 非 超 导 椭 球 内 的 磁场 , 存 
在 下 列 关 系 式 : 
(1—n)H+nB = 5, 


式 中 n 是 沿 该 轴 的 退 磁 系 数 (参见 (29.14) 式 )， 在 超导体 内 , 如 前 所 述 ,“ 场 
强 " 互 没有 物理 意义 , 从 而 磁化 强度 M = ( 互 - 互 )/(4r) 也 失去 了 通常 的 意义 . 
尽管 如 此 , 在 现在 情况 下 , 出 于 方便 , 我 们 纯粹 形式 地 引进 五 和 AZ 作为 辅助 
量 来 计算 具有 实际 物理 意义 的 总 磁 矩 WN = MV (Y 是 椭 球 的 体积 ). 对 于 超 导 
椭 球 , 令 B = 0, 我 们 得 到 





习 
H = (54.1) 
的 VH VS 


特别 是 对 于 纵向 场 内 的 长 柱 体 , n = 0, 因而 HH=5 且 MN = _V5/(4n)®. NM 
的 这 一 取 香 显得 超导体 似乎 具有 体积 抗 磁 磁 化 率 一 二 - 
椭 球 表面 外 的 磁场 如。 处 处 与 表面 相 切 , 因而 它 的 数值 可 直接 从 五 的 切 
向 分 量 为 连续 的 条 件 得 出 . 在 椭 球 内 五 = 男 /(1 一 n); 把 这 一 矢量 投影 到 切线 
方 疝 , 我 们 得 到 
a = sin 0， (54.3) 


其 中 9 为 外 磁场 的 方向 与 椭 球 面 给 定点 处 法 线 之 间 的 夹 角 . 在 椭 球 赤道 上 
H。 具有 最 大 值 , 等 于 5/(1 一 n). 

必须 再 次 强调 , 引起 超导体 “磁化 ”的 电流 和 在 超导体 内 产生 总 电流 的 电 
流 这 二 者 之 间 , 并 没有 任何 原则 性 差别 : 它们 的 物理 性 质 完全 相同 . 特别 是 , 从 
这 种 情况 可 以 直接 求 出 任何 超导体 的 旋 磁 系数 . 实际 上 , 产生 “磁化 ”电流 的 
粒子 (电子 ) 的 动量 密度 , 与 这 些 电 流 密 度 的 差别 只 是 多 一 个 因子 (Ee 和 m 
分 别 为 电子 的 电荷 和 质量 ) 根据 旋 磁 系 数 的 定义 ( 见 (36.3) 式 ), 由 此 立即 得 
出 在 超导体 内 总 是 有 

gik = Oik. 

Q@ 不 言 而 喻 , 在 这 一 节 内 所 有 的 磁场 都 不 超过 使 超 导 电 状态 被 破坏 的 数值 (参阅 

855) 


回 柱 形 超导体 的 这 些 关 系 式 是 瑟 的 连续 性 条 件 的 直接 结果 , 因此 , 对 于 截面 为 任 
何 形状 的 柱 体 (不 一 定 是 圆 截面 的 ), 这 些 关 系 式 都 正确 . 
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我 们 转 而 研究 多 连通 超导体 . 它们 的 性 质 与 单 连通 超导体 有 本 质 上 的 差 
别 , 这 首先 是 因为 , 对 于 多 连通 超导体 , 外 磁场 不 存在 时 不 可 能 有 稳定 表面 电 
流 流 过 这 一 结论 不 再 适用 . 其 次 是 表面 电流 不 应 再 相互 抵消 ,因而 即使 没有 外 
加 电动 势 , 也 会 引起 超导体 内 有 稳定 的 总 “ 超 导 ” 电流 流 过 

我 们 来 考察 没有 外 加 磁场 的 双 连 通 超导体 ( 环 ) 并 证 明 它 的 状态 完全 由 
其 中 流 过 的 总 电流 了 决定 . 确定 这 种 环 所 产生 磁场 的 问题 也 可 作为 势 论 问 题 
来 解决 , 只 是 势 p 现在 是 多 值 丽 数 , 当 绕 穿 过 环 孔 的 任何 闭合 线路 一 周 时 , 这 
丽 数 改变 “= (与 830 对 照 ), 为 了 使 问题 的 表述 在 数学 上 更 为 准确 , 我 们 必须 
用 一 个 以 环 为 边界 的 任意 曲面 分 割 空间 . 于 是 问题 就 变 成 解 拉 普 拉 斯 方程, 而 


其 边界 条 件 为 : 在 环 面 上 ， ， 在 无 穷 远 处 , wo = 0, 以 及 在 所 选择 的 分 割 面 


上 , p2 一 91 = 全, 其 中 po 和 ol 是 这 面 两 侧 的 位 势 值 . 由 势 论 可 知 , 这 一 问 
题 具有 单 值 解 (与 所 选择 分 割 面 形状 无 关 ). 根据 环 表面 附近 的 场 分 布 , 也 可 以 
单 值 地 求 出 环 的 表面 电流 的 分 布 

除了 电流 的 分 布 外 , 超 导 环 的 自 感 系数 也 是 一 个 完全 确定 的 量 . 在 这 一 
方面 情况 与 普通 导体 有 重大 差别 , 在 普通 导体 内 , 电流 分 布 以 及 自 感 的 精确 数 
se ( 见 834) © 

$33 中 引进 了 通过 线 导体 回路 内 的 磁 通 量 5 的 概念 , 并 且 证 明了 5 = 和， 
Ey 自 感 . 对 于 超 导 环 , 磁 通 量 概念 当 环 为 任何 厚度 时 (并 不 一 定 
限于 很 小 ) 都 不 失去 意义 . 实际 上 , 由 于 磁场 指向 切线 方向 , 因而 通过 环 表面 任 
何 部 分 的 磁 通 量 等 于 零 . 因此 , 通过 跨越 超导体 环 孔 的 表面 的 磁 通 量 与 表面 的 
选择 无 关 . 

除 此 之 外 , 公式 

$= -LJ (54.4) 


仍然 有 效 , 自 感 工 和 前 面 一 样 , 仍 由 电流 产生 的 磁场 的 总 能 量 得 出 . 超导体 磁 
场 的 总 能 量 , 由 对 超导体 外 整个 空间 进 上 行 的 积分 /二 全 _dy 给 出 . 如 前 所 述 , 沿 


OO 由 半径 为 的 圆规 面 导线 做 成 的 超导体 细 环 (半径 为 6b) 的 自 感 和 非 超 导体 环 自 
感 的 外 部 部 分 相同 ,并 由 下 式 得 出 : 


24 人 (2 
Q 


(参见 834, 问题 2). 有 关 超 导 圆 环 中 电流 问题 的 精确 解 是 首先 由 B. A. 福 克 得 出 的 (V. 
A. Fock, Phys Zs. d. Sowjetunion 1, 215, 1932). 


854 超 导 电 流 2 O31 


某 一 表面 C 作 一 空间 的 “切割 面 ” 后 , 我 们 引进 场 势 , 并 写 为 


人 -| 
人 
上 式 右 端 第 一 个 积分 等 于 零 , 因为 divH = 0. 第 二 个 积分 沿 无 穷 远 表面 、 环 
面 以 及 切割 面 两 侧 进行 . 在 头 两 个 面积 分 内 , 被 积 式 变 为 零 , 因而 剩 下 


H? 1 J J 
一 qd = 一 | H,(w— 人 Se sd 
| 37 了 (92 = 91)di ha ol De 


式 中 是 通过 表面 C 的 磁 通 量 . 把 这 个 式 子 与 < 比较 (按照 自 感 定义 ) ,我 
们 就 得 到 所 求 的 等 式 (54.4). 

如 果 环 在 外 磁场 内 , 则 总 磁 通 量 4 包括 本 身 磁 通 量 人 和 和 外场 的 磁 通 量 
65。 超 导 环 最 重要 的 性 质 是 , 当 外 场 和 电流 发 生 任 何 变化 时 , 通过 环 的 总 磁 通 
量 仍然 不 变 





1 
-LJ 十 Be = const 三 50. (54.5) 


这 可 从 导体 外 空间 内 的 麦克 斯 韦 方程 的 积分 形式 直接 得 出 : 


如 果 对 跨越 环 孔 的 表面 C 进行 积分 , 则 等 式 右边 的 积分 回路 为 环 面 上 的 一 条 
线 . 但 是 在 超导体 面 上 , 玉 的 切 向 分 量 等 于 零 (因为 在 超导体 内 瑟 =0, 而 及 
在 表面 上 是 连续 的 ) 因此 , 等 式 右 端 变 为 零 , 于 是 我 们 求 得 人 = 0 

由 关系 式 (54.5) 可 以 求 出 外 磁场 改变 时 环 内 电流 的 变化 . 例如 , 如 果 环 在 
通 量 为 80 的 外 磁场 内 转变 为 超 导 状 态 , 然后 除去 外 磁场 , 则 在 环 内 将 感 生 出 
稳定 电流 , 等 于 J = cgo/L. 

通过 超 导 环 的 磁 通 量 不 变 , 不 但 外 磁场 改变 时 如 此 , 就 是 环 的 形状 改变 或 
环 在 空间 内 移动 时 也 是 如 此 @. 可 以 形象 地 说 , 磁力 线 永 远 不 会 通过 超导体 
表面 , 因而 也 不 可 能 从 超 导 环 孔 内 “ 钻 ” 出 去 . 

上 面 的 结果 可 以 直接 推广 到 任何 多 连通 超导体 情况 , 其 中 包括 任何 数目 
的 环 . 没有 外 加 磁场 时 的 n 重 连通 系统 的 状态 , 完全 由 总 电流 4 的 n 一 1 个 
值 决定 . 于 是 (54.5) 式 可 以 推广 为 方程 组 : 

> Deb DI =0 (54.6) 
上 
这 些 方程 不 但 当 外 加 磁场 改变 时 正确 , 而 且 当 物体 形状 或 相互 位 置 改变 时 也 
是 正确 的 . 


QO 从 感应 电动 势 与 导体 移动 时 所 引起 回路 内 磁 通 量变 化 之 间 的 关系 式 , 可 以 直接 
证 明 这 一 论断 (863). 
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习 题 


试 求 盘 面 与 外 磁场 重 直 的 超 导 盘 的 磁 矩 巴 . 

解 : 静 磁 场 内 的 超导体 问题 形式 上 与 介 电 常量 为 e。 = 二 0 的 电介质 的 静电 
学 问题 相同 . 我 们 把 圆 盘 看 作 c 一 0 时 的 旋转 椭 球 的 极限 情况 (参照 84 问题 
4), 利用 (8.10) 式 , 并 对 标记 符号 作 相 应 改变 ( 场 身 指向 zz 轴 ), 于 是 得 到 


855 临界 场 
纵向 磁场 内 的 柱 形 超导体 具有 等 于 
We 


的 附加 磁 能 . 

在 正常 状态 ( 非 超 导 态 ) 下 加 上 外 磁场 时 , 柱 体 的 总 能 量 实际 不 变 (这 里 
和 下 面 , 我 们 均 略 去 非 超 导 金 属 的 弱 抗 磁性 和 顺 磁性 , 也 即 是 假定 j= 1). 由 
此 看 出 , 在 相当 强 的 磁场 内 , 金属 的 超 导 态 比 起 正常 态 在 热力 学 上 更 为 不 利 ， 
因此 , 超 导 性 必然 遭 到 破坏 . 

在 柱 形 超导体 内 , 超 导 性 遭 到 破坏 的 纵向 磁场 强度 值 , 决定 于 金属 的 种 类 
及 其 温度 (以 及 压强 ). 这 种 磁场 值 称 为 临界 场 (及..) ; 它 是 超导体 的 最 重要 特 
隆之 = 

当 磁 场 达 到 临界 值 后 , 整个 柱 体 体 积 内 的 超 导 性 遭 到 破坏 , 这 与 柱 体 全 部 
表面 上 的 磁场 是 均匀 的 有 关系 .在 其 他 形状 的 超导体 内 , 超 导 性 遭 到 破坏 是 一 
个 更 为 复杂 的 过 程 , 其 中 正和 常态 物质 所 占 的 体积 在 久 取 值 增加 的 整个 区 间 内 
逐渐 扩展 (关于 这 一 点 将 在 下 一 节 内 作 更 详细 的 讨论 ). 

由 此 可 知 , 在 低 于 相 变 点 的 任何 温度 下 , 金属 可 为 超 导 态 (s), 也 可 为 正 稼 
态 (n). 我 们 用 多 so(V,T) 和 多 ,(V,T) 分 别 表 示 没 有 外 加 磁场 时 超 导 态 物体 和 
正常 态 物 体 的 总 日 由 能 . 这 些 表征 物质 特性 的 量 当 然 只 和 物体 体积 有 关 而 与 
物体 形状 无 关 . 处 于 n 态 的 物体 的 自由 能 在 加 上 外 磁场 后 一 般 不 改变 (因此 

@ 我 们 之 所 以 在 此 研究 这 一 问题 , 主要 是 为 了 后 面 其 他 方面 的 应 用 (895, 习题 2). 
实际 上 只 能 在 磁场 相当 微弱 时 才 谈 得 上 超 导 盘 的 存在 , 因为 在 这 些 条 件 下 , 超 导 性 很 
容易 遭 到 破坏 (参阅 855). 
@ 只 在 我 们 所 研究 的 第 一 类 超导体 内 ,从 超 导 态 转变 为 正常 态 的 相 变 才 是 急剧 的 

( 见 853 的 脚注 ). 在 第 二 类 超导体 内 , 超 导 性 受到 破坏 和 磁场 透 入 样品 都 是 在 较 大 的 场 
强 范围 内 逐渐 发 生 的 , 因而 对 于 这 类 超导体 不 存在 正文 所 指 意义 的 临界 场 . 
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我 们 在 多 , 的 下 角 标 上 不 添加 0) 外. 但 磁场 使 处 在 s 态 的 物体 的 自由 能 发 生 
重大 改变 . 当 工 与 V 给 定时 , 在 纵向 外 磁场 与 内 柱 形 超导体 的 自由 能 ， 
2 


多 = Feo(V,T) + EV (55.1) 
由 此 可 以 求 得 其 余 的 热力 学 量 . 将 (55.1) 式 对 体积 求 微 商 , 得 到 超导体 上 

的 压强 为 
P= P(V,T)— (55.2) 


式 中 (VT) 为 没有 外 加 磁场 时 的 压强 (在 给 定 ,了 下 ). 等 式 (55.2) 确定 了 
P,V 和 之 间 的 依赖 关系 , 亦 即 (55.2) 式 是 外 磁场 内 超 导 柱 体 的 状态 方程 . 我 
们 看 到 , 有 外 加 磁场 时 的 体积 V(P,T), 和 没有 外 加 磁场 而 压强 为 P+ 2/(87) 
时 的 体积 是 一 样 的 . 这 个 结果 上 自然 和 磁场 内 超导体 表面 所 受到 的 力 的 公式 
(53.2) 是 一 致 的 . 

超 导 柱 体 的 热力 学 势 如 等 于 


$b = Fs + PV = Fs0(V,T)+ PoV, 


其 中 体积 VV 必须 按照 (55.2) 式 用 已 和 了 表示 . 因此 , 可 以 把 $(P,T) 写成 下 
面 的 形式 : 


f(P,T)= foo (? 十 7 ) (G0) 


其 中 f,(PT) 是 没有 外 加 磁场 时 的 热力 学 势 . 将 这 一 等 式 对 人 和 书 求 微 商 ， 
得 到 炉 和 体积 的 类 似 关系 式 : 


2 

Se G 二 ,了 (55 .4 
2 

0 (? 到 ,7 (55.5) 


现在 可 以 写 出 确定 临界 场 的 条 件 . 当 及 小 于 fp 时 (P 和 工 给 定 ), 柱 体 
从 s 态 转变 为 n 态 . 在 转变 的 时 刻 必须 有 从 = 四, 亦 即 
H? 


Wi 人) = (55.0) 





”“@ 提请 大 家 注意 , 按照 ,6 等 “总 ” 量 的 定义 , 其 中 不 包括 若 物 体 不 存在 时 应 存在 
的 那 部 分 磁 能 . 
@ 这 里 # 的 定义 和 812 中 相同 . 
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这 是 精确 的 热力 学 关系 式 .在 磁场 内 热力 学 势 的 改变 通常 表示 为 $0(P,7T) 
的 一 个 小 修正 . 于 是 方程 (55.6) 的 左 端 可 以 展开 为 级 数 , 展开 的 头 几 项 为 


2 
f (PT)+ 二 s0(P,T) = $f,(P, T), (55.7) 
式 中 Vso(P,T) = 601 (PT)/oP, 是 没有 外 加 磁场 时 超 导 柱 体 的 体积 . 由 此 可 
见 , 在 这 种 近似 内 , 可 以 说 , 物质 正和 常态 的 热力 学 势 (相对 于 单位 体积 ) 比 超 导 
态 时 大 了 H2 /8x. 

我 们 用 Te = Tea(P) 表示 没有 外 加 磁场 时 的 相 变 温度 . 在 这 点 上 的 相 变 
是 二 级 相 变 . 因此 , 特别 是 , 当代 = Ta 时 , Her(T) 必须 连续 地 趋 近 于 零 . 从 二 
级 相 变 的 普遍 理论 可 知 包 , 在 相 变 点 附近 , 热力 学 势 的 改变 与 温度 差 (了 一 Te 
的 平方 成 正比 . 因而 从 (55.7) 式 可 以 得 出 结论 ,在 Tu 附近 临界 场 按 下 列 线性 
规律 随 温度 而 变化 : 





Ho = const. (Tu — T). (55.8) 


沿 着 Her 对 了 的 关系 曲线 , 将 等 式 (55.6) 两 端 对 温度 求 微 商 (保持 压强 
不 变 ). 考虑 到 (55.4) 和 (55.5) 式 , 我 们 得 到 





0 

为- 为-W 革 (本 ) (55.9) 
式 中 所 有 的 .9, .Fs,Vs 量 都 是 对 物体 两 态 间 发 生 相 变 的 时 刻 而 言 (也 即 是 对 
瑟 = Her 时 而 言 ). 将 上 式 来 上 7, 我 们 求 得 相 变 热 为 


Vs HerT (到) 
P 


人 OT 





(55.10) 





(W. H. 基 松 , 1924). 在 T= Tr 点 处 发 生 相 变 时 ( 亦 即 没有 外 加 磁场 时 ), 与 发 
生 的 是 二 级 相 变 相对 应 , Q 与 Hi 一 道 变 为 零 . T < 工 , 时 (在 磁场 内 ) 发 生 
的 相 变 伴随 有 热量 的 吸收 或 放出 , 亦 即 为 一 级 相 变 . 实际 上 , 随 着 温度 在 从 Te 
到 0 的 整个 范围 的 降低 , Hi 单调 增加 . 因此 导数 9 有 sy/67 始终 为 负 , 而 且 从 
(55.10) 式 看 出 , Q > 0, 也 即 是 从 超 导 态 (等 温 地 ) 转变 为 正常 态 时 吸收 热量 . 
按照 能 斯 特定 律 , 当代 一 0 时 任何 物体 的 炉 剖 必须 趋 于 零 . 因此 从 (55.9) 
看 出 , 当下 = 0 时 必须 有 9Hcr/0T = 0, 也 即 是 曲线 .= Her(T) 与 瑟 轴 正 交 . 


@ 为 了 更 明显 地 显示 出 不 同 热力 学 量 间 的 相互 关系 ,我 们 这 里 所 作 计 算 的 精确 度 
比 通常 所 要 求 的 高 . 

@ 对 于 超 导 相 变 , 可 以 认为 明道 理论 实际 上 可 以 没有 限制 地 一 直 适 用 至 转变 点 ( 参 
阅 第 九 卷 $345). 
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我 们 将 (55.9) 式 的 差 .%, 一 .% 再 对 温度 微分 一 次 ,并 再 次 利用 等 式 (55.4) 











OS OV 
i 5 这 上 永 NS | ga 一 一 a , 结 得 | 
和 (55.5) 这 时 考虑 到 (元 ) 上 # 果 得 到 
9% 0% yo RE) 0 (EY V3 (HY 
oT OT “6072 \ 人 8 OT OT \8r OP \OoT \ 8 | 
(55.11) 


在 此 等 式 两 端 乘 以 了 后 ,我 们 得 到 两 相 的 定 压 比热容 之 差 . 包含 有 物质 
热膨胀 系数 和 压缩 系数 的 各 项 通常 比 其 余 各 项 小 得 多 , 略 去 这 些 项 以 后 , 我 们 
得 到 





(55.12) 





VT, OH VT /HN 
Cs — Cn = Ar tor ar + ee ( 有 ) 
直接 对 近似 关系 式 (55.7) 求 微 商 , 也 可 以 得 到 这 一 公式 . 在 这 种 近似 下 , Vs 和 
Vso 的 差别 不 重要 ; 也 可 以 假定 多 和 %%o 相等 . 
当代 = Ti 时 ，(55.12) 式 右 端 第 一 项 变 为 和 擒 , 于 是 我 们 就 得 到 下 面 的 公 
式 , 它 把 没有 外 加 磁场 的 二 级 相 变 时 产生 的 热 容 跃 变 与 Hoi 的 温度 依赖 关系 
联系 起 来 : 


(55.13) 








(A.J. 拉 特 格 斯 ,1933). 由 此 看 出 , 在 这 种 情况 下 > 缀 . 当 温 度 降 低 时 (也 即 
是 当 超 导 性 被 磁场 破坏 时 ), 差 值 多 一 名, 改变 正 负 号 , 这 是 因为 差 值 9% 一 
在 T= 0 及 了 T= Ti 时 都 变 为 零 , 因而 在 这 一 范围 内 必须 有 一 个 极 大 值 . 

采用 类 似 的 方式 可 以 研究 相 变 时 由 体积 变化 所 引起 的 效应 . 为 此 , 沿 五 e 
对 PP 的 关系 曲线 将 (55.6) 式 对 压强 求 微 商 (在 给 定 温度 下 ), 给 出 





0 了 
一 一 一 Pp CT 
% 呈 人 于 3 
Vs Her OH 
ee 汪 一 Ss cr Ee 14 
Wr TD (55.14) 








由 此 可 以 确定 出 相 变 时 刻 的 体积 变化 包 . 在 了 = 人 点 , 这 个 差 值 和 灼 差 秆 
一 样 变 为 零 . 在 TT< 工 i 温度 下 的 转变 伴随 有 体积 变化 , 根据 导数 (FevV/6P)r 
的 符号 , 体积 变化 可 以 有 两 种 符号 . 当 工 = 7 时 , 体积 不 发 生变 化 , 但 压缩 系 
数 有 跃 变 , 对 等 式 (55.14) 求 微 商 , 很 容易 求 出 这 个 跃 变 值 . 

”人 @ 不 言 而 喻 , 应 该 把 这 个 差 值 与 场 从 零 变 到 Hes 时 的 超导体 体积 改变 ( 磁 致 伸缩 ) 
区 别 开 来 . 后 者 可 由 (55.5) 式 求 得 , 为 


H2. /OVs 
VPT) -Vo(PT) NL 2 
PD-vopNDYE (EE). 
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我 们 注意 到 , 如 果 将 对 Her(PT) = const 求 微 商 后 得 到 的 


po 3 (起) 
( 老 ) --( 受 0 
代入 (55，14) 式 , 我 们 就 得 到 克拉 珀 龙 - 克 劳 修 斯 方程 : 


PY Q 
( a (55.15) 


其 中 导数 (9P/0T)&, 给 出 温度 改变 时 使 外 加 磁场 正好 为 临界 场所 需 的 压强 
变化 . 

临界 场 五 具有 的 物理 意义 , 远 比 根据 超 导 柱 体 行为 给 出 的 定义 中 所 反 
映 的 要 广泛 得 多 . 等 式 太 = Her 是 同一 物体 内 超 导 相 (s) 和 正常 相 (n) 分 界 
面 上 各 点 所 必须 满足 的 平衡 条 件 . 这 可 从 下 面 简单 考虑 中 明显 看 出 . 如 果 柱 体 
处 在 场 强 正好 等 于 Hr 的 纵向 磁场 内 , 则 对 于 样品 中 处 于 超 导 态 的 内 柱 体 部 
分 以 及 处 于 正常 态 的 其 余部 分 的 所 有 状态 , 磁场 边界 条 件 以 及 热力 学 稳定 条 
件 都 必须 同样 地 得 到 满足 . 这 时 在 分 界面 上 万 = Hoe. 由 此 可 知 , 媚 = Ho 的 
分 界面 相对 于 其 位 置 而 言 处 于 “中 性 平衡 *. 这 就 是 相 平 衡 的 特性 . 

在 交 变 磁场 内 , 超 导 相 和 正常 相 的 分 界面 是 移动 的 . 这 种 移动 过 程 的 动 
理学 相当 复杂 , 对 它 进行 研究 需要 同时 解 电 动力 学 方程 和 导热 方程 以 计 及 相 
变 时 所 放出 的 热量 我 们 对 此 不 作 深 入 研究 中, 只 是 指出 冯 相 和 s 相 之 间 的 

运动 分 界面 所 应 满足 的 边界 条 件 . 

为 了 导出 这 一 边界 条 件 , 我 们 来 研究 以 速度 v (两 相间 分 界面 的 移动 速 

度 ) 运动 的 坐标 系 K'. 按照 熟知 的 场 变换 公式 , 坐标 系 K' 内 的 电场 五 ' 可 根 








EN RE 
C 


用 静止 坐标 系 内 的 场 和 B 表示 ( 见 (63，1) 式 ) 因 为 在 坐标 系 天 ' 内 分 界面 
是 静止 的 , 因此 在 分 界面 上 E' 的 切 向 分 量 连续 这 一 通常 的 边 条 件 适 用 , 即 


0 eg 
C 


(n 是 表面 法 线 方 向 的 单位 矢量 , 方向 沿 速度 v). 在 超 导 相 内 巨 = 0,B==0, 而 
在 正常 相 内 (在 边界 上 ), B = Hr. 因此 我 们 求 得 在 运动 分 界面 上 出 现 的 切 问 
电场 与 磁场 垂直 , 并 且 在 数值 上 等 于 

oa ~ Hor. (55. 16) 


@ 参 抑 WH. M. 于 绵 席 兹 的 论文 : HI. M. JIngmun, 光 9T®, 20, 834, 1950; TAH, CCCP， 
90, 363, 1953. 
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如 果 任 意 形状 的 超导体 处 于 外 磁场 中 , 磁场 场 强 久 逐渐 增加 , 那么 最 后 
总 会 来 到 这 样 一 个 时 刻 , 此 时 超导体 表面 菜 一 点 处 磁场 值 达到 临界 值 五 ., 而 
邹 本 身 仍 小 于 Hi. 例如 , 在 椭 球 面 上 (位 于 与 椭 球 一 轴 平 行 的 磁场 甸 内 ), 磁 
场 在 赤道 上 具有 最 大 秆 ( 见 (54.3) 式 ) ; 当 $$ = Hi(1 一 n) 时 它 已 经 达到 万 
值 . 

当 角 进一步 增加 时 , 物体 已 不 可 能 全 部 处 在 超 导 态 . 它 也 不 可 能 完全 转 
变 为 正和 常态 , 因为 若是 如 此 磁场 会 处 处 等 于 驻 . 因此 超 导 电 性 必定 是 遭 到 部 
分 破坏 . 

初 看 起 来 , 似乎 可 以 这 样 来 设想 这 种 破坏 过 程 . 随 着 入 的 增加 , 超 导 性 遭 
到 破坏 的 那 部 分 体积 逐渐 增加 , 而 在 相应 减 小 的 那 部 分 体积 内 仍然 是 超 导 态 ; 
当 $= Her 时 , 整个 物体 都 转变 为 正常 态 . 但 是 , 容易 看 出 , 物体 的 这 种 状态 在 
热力 学 上 是 不 稳定 的 . 为 此 我 们 记得 , 在 超 导 相 和 正常 相 的 分 界面 上 , 磁场 与 
该 表面 相 切 (其 值 等 于 瓦 c.), 换 句 话说 , 磁力 线 在 该 表面 内 . 如 果 分 界面 向 正常 
相 一 边 凸 出 , 则 场 的 等 势 面 垂直 于 磁力 线 , 将 向 正常 相 区 域内 发 散 (如 图 33a 
内 虚线 所 示 ). 但 是 在 等 势 面 发 散 的 方向 上 , 磁场 值 减少 , 于 是 在 斜 线 所 绘 阴 影 
区 域内 有 Hc。 < 五, 这 和 在 这 区 域内 存在 正常 态 的 假设 矛盾 . 如 果 超 导 相 的 边 
界 是 止 的 , 则 这 边界 上 的 磁力 线 过 渡 到 超 导 区 域 的 自由 面 (磁场 与 它 相 切 ) 上 
时 , 有 一 个 弯曲 点 (图 33b 上 的 O 点 ). 但 是 在 力 线 的 弯曲 点 处 , 磁场 变 为 无 穷 
大 , 这 又 和 超导体 面 上 的 边界 条 件 矛盾 . 


上 面 的 讨论 实质 上 措 述 了 导致 铁 电 体 和 铁 磁 体内 形成 磁 畴 结构 情况 的 妃 
一 方面 . 而 且 根 据 热 力学 稳定 性 条 件 ,各 在 物体 表面 菏 一 点 处 磁场 达到 了 临界 
值 Hc, 则 物体 即 分 解 为 许多 平行 勾 相互 交替 的 薄 的 正常 层 和 超 导 层 ( 开 . 朗 
道 , 1937). 超导体 的 这 种 奇异 态 称 为 居间 态 . 随 着 $ 的 增加 , 正常 层 的 总 体积 
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增 大 , 一 直到 5 = Her 时 物体 全 部 转变 为 正常 态 为 止 . 

在 物体 为 任意 形状 的 普遍 情况 下 , 并 不 要 求 其 全 部 体积 都 处 于 居间 态 . 其 
中 可 能 保留 有 纯粹 的 超 导 态 区 域 和 纯粹 的 正常 态 区 域 , 它们 都 与 居间 态 区 域 
相连 , 但 彼此 并 不 直接 接触 . 在 这 方面 , 上面 提 到 的 椭 球 体 是 较 简单 的 情况 . 在 
与 椭 球 轴 平 行 的 磁场 内 , 居间 态 发 生 在 以 下 范围 内 : 


Vo PO WG A hs es (56.1) 
而 且 全 部 椭 球 体积 都 处 于 这 一 状态 . 例如 , 在 球体 内 n = 3 居间 态 区 域 扩展 


到 < 5 < 所 的 范围 . 处 于 横向 磁场 内 的 柱 体 , n = >, 居间 态 的 范围 


为 > He: < 5 < Hs， 在 纵向 磁场 内 的 柱 体 , n = 0, 居间 态 一 般 不 存在 , 而 当 
性 = Hs 时 , 超 导 电 性 完全 被 破坏 . 最 后 , 处 于 横向 磁场 内 的 平行 平面 板 ,n == 1， 
在 与 < He 的 任何 场 强 下 , 它 都 处 于 居间 态 . 

如 果 只 对 物体 内 大 于 层 厚 度 的 区 域 感 兴 趣 , 则 也 可 采用 取 平 均值 的 方式 
描写 居间 态 (R. E. 派 尔 斯 与 下. 伦敦 , 1936). 在 这 种 描写 方式 中 , 假定 物体 内 
部 有 磁感应 强度 万 , 其 值 从 零 (在 纯粹 超 导 态 内 ) 到 有 F., (在 纯粹 正常 态 内 ), 当 
我 们 认为 物质 居间 态 是 因为 不 为 零 的 磁感应 强度 而 形成 时 , 我 们 也 必须 将 它 
归 因 为 一 定 的 磁场 "强度 " 互 . 为 了 求 出 这 两 个 量 的 关系 , 必须 研究 居间 态 的 
真实 结构 . 

在 正常 层 与 超 导 层 的 交界 面 上 , 正常 层 内 的 磁场 等 于 及, 由 于 假定 了 层 
很 薄 , 因此 可 以 认为 在 整个 正常 层 内 , 磁场 都 取 这 个 值 . 在 超 导 层 内 , B = 0 
因此 , 对 比 层 厚度 大 的 体积 求 磁 场 的 平均 值 时 , 我 们 得 到 平均 磁感应 强度 为 
万 = znHor, 式 中 zw 是 进入 正常 态 的 体积 分 数 . 其 次 , 我 们 来 求 出 物体 单位 体 

积 的 热力 学 势 , 并 且 从 相应 于 纯 超 导 态 的 值 算 起 . 在 没有 外 加 磁场 时 , 正常 态 
从 位 休 各 具有 关 人 学 H2 /(8r)@. 当 存 在 外 磁场 时 , 还 必须 加 上 磁场 能 
量 , 于 是 总 共 得 到 H2./(4n). 因而 在 居间 态 内 , 单位 体积 的 平均 热力 学 势 等 于 








$= — 7 三 一 一 . (56.2) 


按照 普遍 规则 , BB 和 五 的 依赖 关系 由 热力 学 关系 式 


OP 
He Ars 


得 到 . 
”这 里 略 去 了 全 部 磁 致 伸缩 效应 . 在 这 些 条 件 下 , 可 以 不 提 热 力学 势 的 改变 而 提 
与 它 相等 的 自由 能 的 改变 . 
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在 现在 情况 下 , 我 们 得 到 矢量 五 和 瑟 平 行 , 而 其 大 小 
H 一 Hor, (56.3) 


即 它 有 不 依赖 于 磁感应 强度 的 恒定 值 . 

如 果 将 B 和 万 的 依赖 关系 用 图 表示 (图 34), 则 超 导 态 对 应 于 横 坐 标 轴 
的 O4 段 ; 正常 态 对 应 于 BC 直线 (万 = 万 ). 竖 直线 4B 段 (五 = Hc) 对 应 于 
居间 态 . 


| 


图 34 


设 nn 为 平均 磁场 力 线 方向 上 的 单位 矢量 . 我 们 写 出 五 = Herm, 并 代入 方 
程 rot 互 = 0 (没有 体 电流 时 正确 ) 后 , 得 到 rotn = 0. 男 一 方面 , 因为 n? = 1， 
所 以 有 
grad = 2(n. Vn+2n x rotn= 0, 


由 此 得 到 结论 , (n. Y)n = 0. 这 表明 矢量 n 的 方向 不 变 . 由 此 可 见 , 平均 磁场 
的 力 线 为 直线 . 

把 所 得 到 的 结果 应 用 到 处 于 居间 态 的 椭 球 ， 对 椭 球 内 的 均匀 磁场 , 存在 
以 下 关系 式 : 

(1—-n)H+nB= 5, 

不 论 B 和 五 间 存 在 任何 关系 , 这 个 公式 都 正确 . 这 里 令 号 = Her, 我 们 得 到 
HI ln 
n nn 
内 此 椭 球 内 的 平均 磁感应 强度 按照 线性 规律 随 外 加 磁场 强度 而 改变 , 从 $5 = 
(1 = n)Hoer 时 的 零 值 变 到 要 二 Her 时 的 Heor 值 . 

我 们 也 可 以 写 出 处 于 居间 态 的 椭 球 的 总 热力 学 势 $ 的 表达 式 . 为 此 ,我 
们 从 普遍 公式 

$= |5- 人 


B= 2 (56.4) 
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出 发 ( 试 与 (32.7) 式 比 较 ), 这 个 公式 在 互 和 互 间 为 任何 关系 时 也 都 适用 . 把 
(56.2) 一 (56.4) 式 中 的 6, 石 ,B 值 代入 上 式 , 我 们 得 到 


~ V 1 
f, 87 a 和 (Her a 9) (56.5) 


(V 为 椭 球 体积 ) ; 这 个 值 从 没有 外 加 磁场 时 的 纯 超 导 椭 球 的 热力 学 努 算 起 . 对 
于 处 于 外 磁场 5 内 的 超 导 椭 球 , 我 们 有 


a NM: V2 


NE C00 


(根据 (32.6) 和 (54.2) 式 得 出 ). 当 5 一 Her(1 一 n) 时 , 热力 学 势 及 其 对 温度 的 
一 阶 寻 数 是 连续 的 ; 在 这 个 意义 上 , 从 超 导 态 回 居 间 态 的 转变 , 类 似 于 二 级 相 
变 叫 . 

应 该 强调 指出 , 上 面 对 居 间 态 取 平 均值 的 描写 方式 , 由 于 层 厚 度 比较 大 ， 
实际 上 精确 度 并 不 高 . 出 于 同一 原因 , 上 述 描写 中 漏 掉 了 一 些 与 层 状 结构 特性 
有 关 的 现象 . 与 此 有 关 的 一 个 事实 是 , 当 外 加 磁场 增加 时 , 从 超 导 态 转变 为 居 
间 态 实际 上 并 不 是 恰好 在 5 = Hi(1 一 n) 时 发 生 , 而 是 要 稍 迟 一 些 . 这 种 “ 延 
述 ” 的 原因 如 下 . 问 居间 态 的 转变 发 生 在 状态 变 得 热力 学 稳定 时 , 亦 即 发 生 在 
Gf = 8, 的 时 刻 . 但 是 , 层 状 结构 除了 取 平 均值 描写 所 添上 的 纯 “体积 ”能 (56.5) 
外 , 还 有 由 于 各 层 间 存在 分 界面 和 在 物体 表面 附近 层 的 形状 发 生变 化 所 引起 
的 附加 能 . 正 是 这 种 情况 使 转变 点 问 人 磁场 较 强 的 一 侧 有 所 移动 . 

虽然 在 本 节 的 第 一 个 脚注 曾 指 出 本 章 只 讨论 第 一 类 超导体 , 但 是 , 此 处 我 
们 要 对 柱 形 第 二 类 超导体 的 “人 磁化 强度 曲线 ”的 热力 学 作 一 个 简短 的 评述 . 这 
种 超导体 的 特征 是 磁场 逐渐 透 入 其 内 部 . 例如 , 在 处 于 纵向 磁 场 $5 中 的 长 柱 
形 超导体 内 , 磁场 达到 .1(T) 时 开始 透 入 , 并 只 有 在 五 .> Heri 的 场 中 超 
导体 才 连 续 地 转变 为 正常 态 @. 

我 们 从 关系 式 66/98 = -NH 出 发 ( 试 比 较 (32.4) 式 ). 等 式 两 端 对 瑟 积 
分 , 积分 限 从 0 到 玉 .>, 我 们 得 到 


Her,2 
-| M5 = 
0 


@ 因此 , 对 于 在 与 = Her(1 一 n) 点 的 两 边 部 有 $4.(5) < 8,(5) 完全 不 必 感 到 惊异 . 记 
住 在 二 级 相 变 中 ,一 般 不 会 在 相 变 点 的 为 一 边 存在 其 他 相 , 因此 , 对 两 相 热 力学 势 进行 
比较 没有 意义 . 

@ 参阅 本 教程 第 九 卷 847 和 848. 处 于 Hcri 和 Her,z 之 间 的 磁场 范围 内 的 超导体 
状态 称 为 混合 态 . 必须 着 重 指出 , 混合 态 与 第 一 类 超导体 的 居间 态 完 全 不 同 ,在 混合 态 
内 , 磁场 以 所 谓 “ 涡 线 ” 的 方式 透 人 超导体 样品 内 . 
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式 中 用 ， 指 的 是 磁场 不 存在 的 超导体 的 热力 学 势 , 而 由 一 般 与 外 磁场 无 关 
(故而 两 个 字母 上 的 符号 ~ 可 以 略 去 ). 但 在 0 < < He 的 磁场 范围 内 , 场 
不 会 透 入 柱 体 , 因而 它 的 磁 矩 HN = V5/(4n). 从 积分 内 消去 这 一 部 分 后 , 得 
到 





Her,2 V2 
| A = -bb + 
Her,1 


如 果 对 第 二 类 超导体 从 纯粹 形式 上 按照 以 前 的 定义 引进 He: 吕 





则 得 出 的 关系 式 可 以 最 后 写成 
Her,2 


MN = -5 (He — Her,1) 人 


Her,1 
习 咒 
试 求 处 于 居间 态 的 超 导 椭 球 的 热 容量 . 
解 : 将 (56.5) 式 的 热力 学 势 对 温度 取 微 商 ,我 们 即 可 得 到 粹 和 热 容 量 . 略 
去 含有 物体 热膨胀 系数 的 项 , 得 到 
人 
4T7 
( 搬 表 示 对 耳 求 导 ) ; 多 是 物体 处 于 超 导 态 的 热 容量 (我们 这 里 略 去 了 它 对 与 
的 微弱 依赖 关系 ). 由 此 看 出 , 1 变化 时 (温度 为 常量 ), 在 多 = (1 一 n)Her 点 处 
物体 热 容量 从 由 跃 变 到 


> Lr 
4n7n 
然后 随 5 按 线性 规律 改 交 到 角 二 HH 时 的 值 
GH HH 0 se 
Ss 4 元 CT CT CT 4 元 7 cr nN Ann cr) 


由 此 再 突 降 回 多 ,. 
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居间 态 内 正常 层 和 超 导 层 的 形状 和 大 小 决定 于 物体 的 整体 热力 学 平衡 条 
件 , 类 似 于 铁 磁体 中 磁 暑 形状 的 确定 (844). 和 那里 的 情况 一 样 , 形成 的 层 的 厚 


@ Her 的 取 值 处 于 Her 和 Her 2 之 间 . 在 第 二 类 超导体 中 它 本 身 没有 什么 值得 注 
意 的 性 质 
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度 是 两 种 对 立 趋向 竞争 的 结果 . 正常 相 和 超 导 相 边界 上 的 表面 张力 趋向 于 减 
少 层 的 数目 , 即 增加 层 的 厚度 . 而 层 在 物体 自由 表面 出 现 的 突现 能 则 呈现 相反 
的 趋势 . 当 物 体 尺度 增加 时 层 的 厚度 增加 ,结果 最 后 当 这 些 层 接近 物体 表面 时 
出 现 分 又 (原因 和 铁 磁 磁 畴 情况 相同 ) 2 

确定 平面 平行 板 居间 态 内 不 分 又 层 的 形状 和 大 小 的 问题 可 以 精确 求解 ; 
为 此 假设 外 场 $ 垂直 于 平面 板 (JI. 了 区. 朋 道 , 1937). 

层 平行 于 磁场 排列 , 它们 的 平行 平面 性 质 只 在 板 表面 附近 遭 到 破坏 . 





图 35 


磁场 的 磁力 线 (图 35 上 虚线 ) 只 穿 过 正常 层 , 而 且 超 导 层 的 边界 也 是 磁力 
线 (由 于 在 边界 上 Bn = 0). 再 考虑 到 正常 层 和 超 导 层 边界 上 必须 有 H = Hoc， 
我 们 在 超 导 层 边界 上 写 出 下 列 条 件 : 


在 BA 和 CD 线段 上 : Hs + Hy = Hs (B31) 
(坐标 轴 以 图 35 所 示 方 式 选 定 ). 远离 平板 处 磁场 五 必须 和 外 场 相 同 , 即 
当 z 一 一 oo 时 ,Hj = $5， H,=0. (57:2) 
根据 公式 
HP_04 py 0__04 


@ 在 一 定 条 件 下 (外场 接 近 零 或 Her 时 ), 热力 学 上 更 有 利 的 不 是 层 状 而 是 丝 状 结 
构 , 参见 Andrew E. R., Proc. Roy Soc, 1948, V. 194A, p. 98. 
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引进 场 的 标量 势 pvp、 矢量 势 A 和 复 势 w= wp 一 i4 (与 83 比较 ). 

在 每 条 磁力 线 上 A = 常数 . 在 穿 过 O 点 , 之 后 分 又 为 OCD 和 OBA 从 而 
组 成 一 个 超 导 层 的 边界 的 磁力 线 上 , 令 4= 0. 在 相继 两 个 超 导 层 的 边界 上 , 4 
值 之 差 等 于 穿 过 线段 a = a。 + an 的 磁 通 量 , 即 等 于 $a. 因此 在 所 有 超 导 层 边 
界 上 的 4 值 将 是 $a 的 整数 倍 . 也 引入 “复数 磁场 强度 ”: 


d 
he pe 


) SU 
dz Y 


把 条 件 (57.1) 写 为 
在 BC 线段 上 : Re n=0， 


在 AB 和 CD 线段 上 : |m| = Her. (57.3) 
引进 新 量 
6 二 exp (- 侍 ) =1 (57.4) 
Na | 


并 将 了 7 看 作 是 5 的 函数 . 在 所 有 的 边界 磁力 线 (与 它们 在 板 外 延长 线 一 起 ) 上 ， 
C 的 值 为 实数 : 
(COX (加 一 工 . 


因为 po 的 确定 只 精确 到 一 个 常数 , 所 以 可 以 任意 选择 一 点 上 的 vo 值 . 令 
在 0O 点 上 w=0. 于 是 在 这 一 点 上 也 有 <=0. 在 离 板 很 远 处 的 所 考虑 的 边界 
倒 力 线 上 ,56= -1 (因为 x 一 一 00 时 ,我 们 有 op 一 -92z 一 十 00). 在 人 磁力 线 进入 
板 内 的 互 点 (或 C 点 ) 把 C 值 表示 为 0. 在 CD 和 BA 分 义 上 ,C 从 变化 到 
co. 于 是 条 件 (57.1) 和 (57.3) 可 写成 


当 0<C<C Ren=0, (57.6) 


当 (o <¢ In FF Her. 


此 外 , 也 数 mn(C) 应 当 处 处 有 限 . 
满足 条 件 (57.6) 的 函数 是 


7 = Hoer -sg-y-8| (57.7) 


当 ¢ 值 为 负 实 值 时 , 随 个 根 均 为 实数 并 取 此 处 写 出 的 符号 . 当 0 < < Go 时 ， 


两 个 根 为 虚数 ， 向 且 两 个 根 为 
|- js 
G 全 中 


1Her 
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式 中 “- ”号 或 “+” 号 分 别 对 应 于 OC 和 0B 线段 . 当 5 > Co 时 ， 必 须 写 为 


要 PE /人 
| re 


其 中 符号 “- ”或 “+” 分 别 对 应 于 CD 和 BA 线段 . Go 由 条 件 (57.5) 求 出 ， 等 


于 2 
1 /1 
WE (5 - n) , (57.8) 


此 处 引入 了 符 写 h = /Her. 
层 的 形状 即 边界 磁力 线 方程 由 关系 式 dz = 一 dw/7n 对 实数 5 积分 得 出 为 


,fa hf)_d 
7 2x nC+1) 


把 m(0) 代入 上 式 , 把 实 部 和 虚 部 分 开 ， 并 用 适当 方式 选择 积分 常数 , 我 们 得 到 
CD 线 的 下 列 参 量 方程 : 


Co de _ha 2 ， 6(Go 十 了 ) 
ea [oreosh 让 VCo 十 larcosh el 


， (57.9) 
iY -一 G (7 一 arctanV ) 


(Y =as/2, 为 z 一 00 时 y 的 坐标 值 , 参看 图 35). 

层 状 结构 的 周期 a 与 超 导 层 和 正常 层 的 厚度 a。 和 an 的 关系 为 等 式 
a 二 as 十 an 和 a$5 = anHer. 其 中 第 二 式 是 穿 过 正常 层 的 磁 通 量 必须 连续 的 结 
来 . 由 此 得 出 





) 





人 tw 


周期 a 由 平板 的 总 热力 学 势 取 极 小 的 条 件 决 定 . 在 正常 相 和 超 导 相 边界 
上 存在 的 表面 张力 导致 平板 表面 单位 面积 热力 学 势 中 的 一 项 
Me 
ee 
其 中 ! 为 板 的 厚度 ， 而 表面 张力 系数 被 表示 为 后 4A/(8r) (人 具有 长 度量 纲 ). 
在 计算 这 部 分 能 量 时 ， 当 然 可 以 略 去 板 表 面 附近 的 层 的 曲率 . 
向 平板 表面 伸展 出 的 层 的 突现 能 可 以 表示 为 两 部 分 之 和 . 第 一 部 分 为 正 
常 层 的 体积 本 身 较 之 它们 在 保持 平面 平行 的 全 部 时 间 内 的 体积 的 增 大 ， 由 此 
导致 附加 能 





(57.10) 


? 





2 sf a (Y — Wdz (57.11) 
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(因子 4 计 及 了 1/a 个 超 导 层 每 一 层 两 边 存 在 4 个 角 , 为 图 35 所 示 的 已 和 C). 

第 二 部 分 是 层 回 平板 表面 伸 出 时 所 引起 的 系统 在 外 磁场 内 能 量 的 改变 ， 
也 即 是 能 量 -HM : 甸 /2. 平板 的 磁 矩 是 由 超 导 层 表面 的 电流 产生 的 . 当 磁 感应 
强度 的 切 向 分 量 从 万 跃 变 到 0 时 , 表面 电流 密度 为 9 = 土 cH/(47z). 因此 ,在 > 
轴 的 每 单位 长 度 上 , 超 导 层 的 每 一 个 边界 面 的 磁 矩 为 


H ER 
一 | — yds (ds = Vd22 + dy2). 
OCD 47 


如 果 层 不 出 现 到 表面 , 则 OC 线段 不 存在 , 而 在 CD 上 处 处 y=Y. 四 个 
角 每 一 角 的 多 余 磁 和 矩 为 


| d +/ J 
一 -一 yds 4 
OCD 4A7 0 4 区 
4 > Pa 
ee / yas— | vd 
2 aw 0 4 元 OCD 4 区 


一 2 二 (—Ydz 十 yds) +/ Hyey : (57.12) 
2an CD OC 


用 C 表示 的 坐标 x 和 与 a 成 正比 . 因此 在 十 8 中 的 全 部 积分 都 与 
a? 成 正比 , 于 是 这 部 分 的 热力 学 势 与 a 成 正比 . 因而 页 十 砚 十 友 之 和 为 








2 
本 和 他 af (| (57.13) 
上 式 取 极 小 的 条 件 给 出 
/和 人 


(57.11) 和 (57.12) 中 的 积分 可 以 计算 到 底 中 ,并 得 到 f(h) 的 以 下 表达 式 : 


ea 


4 
(1+h°) In(l +h?)— 4h?1n8h)}. (57.15) 
这 个 函数 的 极限 形式 为 : 
12 0.56  、, 
i 了 A (57.16) 


@ 参见 Fortini A., Paumier EB. — Phys. Rev. B, 1972, v. 5, p. 1850. 
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图 36 绘 出 了 因数 f(h) 的 曲线 图 . 


0.5 1 


图 36 


应 当 指 出 , 在 平板 表面 附近 的 正常 层 内 , 磁场 可 以 比 Her 小 得 多 , 也 即 是 
出 现 图 33a 所 示 的 情况 出 . 在 这 种 情况 下 , 它 在 热力 学 上 的 不 利 由 阻止 层 厚 
度 进一步 减 小 的 表面 张力 能 所 抵消 . 

前 面 已 经 指出 过 , 在 平板 厚度 增加 时 必定 会 开始 出 现 层 的 分 义 . 这 反 过 
来 导致 了 层 状 结构 周期 a 对 1 依赖 关系 的 改变 ; 在 多 重 分 又 的 极限 情况 下 
a x 12/3. 不 过 , 实际 的 数值 关系 表明 , 分 又 应 当 开始 得 相当 述 @ 


GO 例如 ,六 = 1/2 时 在 正常 层 中 间 点 处 表面 上 的 磁场 为 0.73Her, 而 当 h 一 0 时 ,该 值 
趋 于 0.65Her. 

@ 层 的 多 重 分 又 模型 计算 , 参见 Tanday A. XA. KR9TE. 1943. T. 13. C. 377 ( 英 译 本 
风 : L. D. Landau, Collected Papers, Pergamon Press, Oxford, 1965. p. 365) 
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858 准 静 态 场 方程 


到 目前 为 止 , 我 们 只 是 研究 了 静电 场 和 静 磁 场 , 而 应 用 麦克 斯 韦 方程 


10B 
二 58.1 
rotE (58.1) 


只 是 出 于 附带 目的 , 即 推导 出 磁场 能 量 的 表达 式 来 (831). 
物质 内 交 变 电磁 场 的 特征 主要 决定 于 介质 的 种 类 和 场 频 率 的 数量 级 . 在 
本 节 内 , 我 们 研究 处 于 外 加 交 变 磁场 中 的 大 块 导 体内 发 生 的 现象 . 这 时 我 们 候 
定 , 场 变化 率 不 很 大 , 而 且 满足 下 面 所 提出 的 一 系列 条 件 . 满足 这 些 条 件 的 电 
磁场 和 电流 称 为 准 静态 的 . 
首先 我 们 假定 与 (真空 内 或 导体 周围 电介质 内 ) 场 频率 w 对 应 的 波长 
入 ~ 二 大 于 导体 线 度 1 


rr 


于 是 在 任何 时 刻 导 体外 的 磁场 分 布 可 用 静 磁 场 方 程 描述 : 
divB=0, rotH =0, (58.2) 


其 中 略 去 了 由 于 电磁 扰动 传播 速度 有 限 所 引起 的 各 种 效应 . 不 言 而 喻 , 只 在 离 
导体 不 太 远 的 距离 (小 于 A) 内 才 容 许 这 种 忽略 (对 于 达到 求解 导体 内 的 场 的 
目的 , 这 样 做 在 任何 情况 下 部 足够 好 ). 
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导体 内 的 完备 场 方程 组 包括 (58.1) 式 和 下 列 方程 : 


divB = 0, (58.3) 
4 
rot H = 一 j=0oE (58.4) 


在 电 各 问 异 性 ( 非 立 方 ) 晶体 内 ，(58.4) 式 中 的 后 一 个 方程 应 当 写 为 j; = oix Bx. 
严格 说 来 , 方程 (58.4) 是 对 恒定 电流 和 静 做 场 得 出 的 . 因此 , 还 必须 指出 能 够 
相当 精确 地 应 用 此 方程 于 交 变 场 的 条 件 . 在 (58.4) 式 内 电流 与 电场 强度 的 关 
系 由 关系 式 了 = oF 得 出 , 其 中 0o 为 常数 , 属于 静态 情况 . 如 果 场 的 变化 周期 
远大 于 微观 传导 机 制 的 特征 时 间 , 即 存 在 这 种 关系 . 换 句 话说 , 场 的 频率 必须 
小 于 导体 内 电子 的 平均 自由 时 间 的 倒数 . 对 典型 的 金属 而 言 (在 室温 下 ), 这 个 
条 件 所 容许 的 临界 频率 处 于 光谱 的 红外 区 域内 2. 

但 是 , 在 现在 情况 下 , 还 有 另 一 个 条 件 限 制 了 场 方 程 的 适用 性 . (58.4) 式 
假定 了 电流 与 场 的 关系 是 局 域 的 , 也 即 是 导体 内 一 点 的 电流 密度 只 与 该 点 的 
场 有 关 . 这 反 过 来 又 假定 了 电子 自由 程 长 度 小 于 场 发 生 显 著 变 化 的 距离 . 在 
859 中 我 们 将 再 讨论 这 一 条 件 . 

在 (58.1) 和 (58.4) 式 内 , 忆 是 由 交 变 位 场所 产生 的 感 生 电 场 强 度 . 如 末 已 
知 五 , 则 由 (58.4) 式 可 直接 求 出 场 五 . 从 (58.1) 和 (58.4) 式 内 消去 EB, 得 到 五 
的 方程 为 

4750B rotH 
ot 

在 电导 率 o 和 磁 导 率 4 为 常数 的 均匀 介质 内 , 可 以 将 因子 1/o 从 符号 rot 
内 取出 , 而 按照 (58.3) 式 , 我 们 有 divB = jdivH = 0. 因此 , rotrotH = -人 AH.， 
于 是 我 们 得 到 方程 : 





(58.5) 


AH = es (58.6) 
这 个 方程 和 方程 div 互 = 0 一 起 构成 了 足以 确定 磁场 的 完备 方程 组 . 应 注意 
到 ，(58.6) 式 具 有 导热 方程 形式 , c2/(4noy) 起 着 “ 温 导 率 系数 ”x 的 作用 . 
导体 表面 上 的 磁场 边界 条 件 可 从 方程 本 身 的 形式 明显 看 出 , 和 前 面 一 样 ， 
这 些 边 界 条 件 为 
Dui es Dane: dint= 呈 闷 (58.7) 


@ 对 于 不 良 导体 (例如 半导体 )，(58.4) 式 的 应 用 还 要 求 遵守 另 一 个 更 强 的 条 件 . 在 
这 类 导体 内 , 同时 引进 电导 率 和 介 电 常量 是 有 意义 的 . 此 时 在 (58.4) 式 的 右 端 应 添上 一 
9 它 比 4xoB/e 小 的 条 件 为 o/w 交 e 在 良 导体 (金属 ) 内 , 在 电导 率 仍 可 假定 为 
常数 的 全 部 频率 区 域 实际 旧闻 1( 又 见 859 的 第 二 个 脚注 ). 


项 
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4) 右 端的 表达 式 由 于 它 本 身 的 局 域 性 , 并 不 影响 上 式 的 第 二 个 条 件 . 当 
二 1 时 , 可 以 直接 写 为 2 
Hi = H;. (58.8) 


由 于 (58.4) 式 我 们 有 divi = 0; 该 式 第 二 个 方程 的 边界 条 件 是 : 在 导体 表面 
jn = 0. 由 此 得 出 (由 于 了 = oE), 在 电 各 向 同性 导体 内 边界 上 Bi = 0, 此 处 
上 标 (i) 表示 导体 内 的 场 (在 各 向 异性 导体 的 普遍 情况 下 , 导体 边界 上 场 的 法 
向 分 量 一 般 说 来 不 为 零 ). 

如 果 导 体 是 由 电导 率 不 同 的 部 分 组 成 的 , 则 边界 条 件 (58.8) 式 并 不 足以 
对 问题 作出 完全 的 表述 . 在 各 部 分 导体 的 分 界面 上 ,除了 五 为 连续 外 , 还 必须 
考虑 到 Ei 的 连续 性 条 件 ; 对 磁场 而 言 , 这 个 条 件 表明 


(rot Ha _ (rot1 H)w (58.9) 

Ol] 站 O09 L | 
我 们 假定 , 导体 处 于 某 一 时 刻 突然 关闭 了 场 源 的 人 磁场 内 .这 时 导体 内 以 及 
导体 周围 的 场 并 不 立刻 消失 , 场 随 时 间 的 衰减 过 程 由 (58.6) 式 决定 . 遵循 数学 


物理 中 的 普遍 方法 , 求解 这 类 问题 必须 按 以 下 方式 进行 . 我 们 要 寻求 具有 
H 二 Hr (W]e mt 
形式 的 方程 (58.6) 的 解 , 其 中 7m 为 贡 数 . 对 于 盟 数 有 Hm (x,y,z), 我 们 得 到 方程 


-a = —7ym Hm. (58.10) 
在 导体 形状 给 定 的 情况 下 , 只 对 构成 其 “本 征 值 ” 集合 的 确定 的 ym 午 , 这 些 
方程 才 有 不 为 零 的 解 (满足 必要 的 边界 条 件 ). 所 有 的 这 些 yw 值 均 为 实数 且 
取 正 值 @. 而 与 之 相应 的 也 数 五 ,(z,y,z) 则 组 成 相互 正 交 的 矢量 函数 的 完备 


@ 对 于 通常 的 抗 磁体 与 顺 磁体 ,非常 接近 1, 有 在 以 下 的 公式 内 计 及 4 对 精确 度 
的 提高 睹 无 意义 . 显著 地 大 于 1 的 值 出 现在 铁 磁 金属 内 ,可 以 利用 大 的 恒定 磁 导 率 
描写 这 种 金属 的 磁性 质 (在 足够 弱 的 磁场 内 ). 但 是 在 这 些 物 质 内 的 色散 (y 对 频率 w 
的 依赖 关系 ) 很 早 就 出 现 , 从 而 使 1 实际 上 减 小 到 1. 考虑 到 这 些 情 况 ,我 们 在 本 章 的 以 
下 各 节 内 都 假定 /= 1. 

@ 这 点 容易 用 以 下 方法 证 明 . 为 了 避免 计 及 导体 表面 边界 条 件 ,我 们 从 (58.5) 式 出 
发 , 其 中 可 以 想象 在 导体 外 o 是 以 连续 的 方式 趋 近 于 零 的 , 在 方程 

-Ym Hm el rot Hi 


两 奖 乘 以 H* 并 对 全 空间 积分 , 我 们 得 到 


Fm | IHnldv = [i jt 
由 此 可 见 , ym 为 实数 且 取 正 值 . 


tm 
/= |rot Hl?dV. 
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系 . 设 起 始 时 刻 的 场 分 布 由 困 数 Ho(x, y, z) 给 出 . 把 它 按 五 上 晒 数 系 展 开 为 
(人 = 2 em Hm (2; 
于 是 我 们 得 到 所 设 场 的 衰减 问题 的 解 为 
J (0 We > Vi (58.11) 


场 的 衰减 率 主 要 由 以 上 和 式 中 Ym 取 最 小 值 的 项 决定 ; 设 这 个 最 小 值 为 
jy1. 于 是 场 的 “衰减 时 间 ” 可 定义 为 + = = 从 (58.10) 式 可 以 看 出 这 一 时 间 的 
1 
数量 级 . 因为 和 A 五 ~ 瑟 /L* (其 中 1 为 导体 的 尺度 ), 因此 ， 


T ~ 4nol’ /ce’. (58.12) 
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现在 研究 置 于 频率 为 w 的 外 加 交 变 磁场 中 的 导体 . 透 和 人 导体 内 的 磁场 在 
导体 内 感 生出 交 变 电场 , 而 后 者 反 过 来 又 引起 电流 ( 称 为 倩 科 电流 *) 的 出 现 . 
从 上 市 所 指出 的 方程 (58.6) 与 导热 方程 的 相似 性 出 发 , 已 经 可 以 得 到 透 入 导 
体内 部 的 磁场 的 特征 的 一 般 概 念 . 从 导热 理论 知道 , 满足 这 个 方程 的 量 在 时 间 
t 内 在 空间 中 “传播 ” 的 距离 约 为 Vxt. 因此 , 我 们 可 以 立即 得 出 结论 , 磁场 透 
入 导体 深度 6 的 数量 级 为 


C2 


0 人 人/ -一 . 


OW 
当然 , 对 由 它 所 感 生 的 电场 和 电流 而 言 , 情况 也 是 一 样 . 
在 频率 为 w 的 交 变 场 内 , 所 有 物理 量 对 时 间 的 依赖 关系 由 因子 ee 给 
出 . 这 时 (58.6) 式 成 为 


| 
| 


AH=- (59.1) 





C2 

下 面 我 们 研究 两 种 极限 情况 . 如 果 透 入 深度 5 大 于 导体 的 尺度 (频率 很 

小 ), 则 在 一 级 近似 下 可 以 令 (59.1) 式 右 端 为 零 . 于 是 在 任何 时 刻 的 磁场 分 布 ， 
将 和 离 导 体 很 远 处 外 磁场 为 给 定 值 情 况 下 的 定常 磁场 分 布 完 全 相同 . 我 们 把 
这 个 解 表 示 为 Hst; 这 个 解 与 频率 无 关 (更 准确 一 点 说 , 频率 只 包含 在 时 间 因 
子 ewt 内 ). 于 是 只 在 w 的 下 一 级 近似 下 才 出 现 感 生 电场 , 因为 在 定常 情况 
下 , 一 般 不 存在 这 种 感 生 电场 . 这 与 以 下 事实 相对 应 : 按照 (58.4) 式 从 五 。 计 


* 尔 称 润 电流 ,由 于 这 个 电流 是 1855 年 由 法 国 物理 学 家 傅 科 (J. -B. -L. Foucault) 首 
先 发 现 的 , 故 以 他 的 名 字 命 名 . 译 者 注 
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算 五 时 , 我 们 得 到 零 , 因为 rot Hs = 0. 因此 , 要 算出 万 必须 回 到 方程 (58.1)， 
根据 这 个 方程 我 们 有 
rotE = i H,t (59.2) 


这 个 方程 和 方程 divE = 0 ( 当 o 在 导体 内 不 变 时 从 (58.4) 式 得 出 ) 一 起 完全 
确定 了 电场 的 分 布 . 我 们 注意 到 , 它 与 频率 w 成 正比 . 

我 们 现在 转 到 相反 的 极限 情况 : 5 冬 !( 频 率 很 大 ). 858 中 所 提 到 的 场 方程 
的 局 域 性 条 件 要 求 6 必须 仍 大 于 传导 电子 的 平均 自由 程 长 度 岂 . 

当 6 < 1 时, 磁场 只 能 透 入 导体 的 很 薄 的 表面 层 . 在 计算 导体 外 的 场 时 可 
以 略 去 该 层 厚 度 , 亦 即 可 以 认为 磁场 一 般 不 会 透 入 导体 内 部 . 在 这 一 意义 上 ， 
高 频 磁场 内 的 导体 表现 得 和 静 磁 场 内 的 超导体 相同 , 而 要 计算 出 导体 外 的 场 ， 
必须 解 相 同形 状 的 超导体 的 相应 的 定常 问题 . 

如 果 把 导体 表面 各 个 小 区 域 看 作 平 面 , 就 可 以 在 普遍 形式 下 进行 导体 表 
面 层 内 真实 场 分 布 的 研究 . 此 时 间 题 转化 为 对 平面 所 包围 的 导电 介质 求解 方 
程 (59.1), 而 在 平面 之 外 场 具 有 给 定 值 , 我 们 将 其 表示 为 Hoe-it. 这 一 矢量 是 
以 上 述 方式 作为 外 部 问题 解 的 结果 得 到 的 , 它 与 导体 表面 平行 . 由 于 边界 条 件 
(58.8), 导体 表面 的 磁场 也 等 于 Hoe i*t. 

选择 导体 表面 为 zy 平面 , 而 且 导 电介质 充满 半空 间 z > 0. 由 于 问题 与 
ZT 和 方 问 无 关 , 因而 所 求 磁场 玉 只 依赖 于 zx 坐标 (和 时 间 ). 所 以 我 们 得 到 
div 殖 = 95。/8z = 0, 且 由 于 在 边界 上 及 ; = 0, 因而 处 处 五 : = 0. 按照 (59.1) 
式 , 我 们 得 到 互 的 方程 为 


其 中 








在 离 导 体 表面 很 远 处 (z 一 co) 趋 于 零 的 这 个 方程 的 解 正 比 于 ei*?. 
考虑 到 z =0 时 的 边界 条 件 , 我 们 得 到 
H = Hoexp (= exp [ (5 一 wt )| (59.3) 
其 中 “ 透 入 深度 ”6 定义 为 








C 1 十 1 
5 站 Bd 
VINAow 0 ) 


在 金属 内 实际 上 正 是 这 个 条 件 ( 当 频 率 增 大 时 ) 最 先 遭 到 破坏 . 条 件 w << 1/7 对 
于 电导 率 不 大 的 半导体 是 一 个 更 强 的 条 件 ,其 中 是 平均 目 由 时 间 . 
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现在 可 利用 (58.4) 式 求 出 电场 . 引进 z 方向 的 单位 矢量 n, 我 们 得 到 


五 = -dH xn (59.5) 
我 们 注意 到 , 忆 ~ (5) H. 


如 果 磁 场 Hoe-'%! 是 线 极 化 的 , 则 通过 适当 选择 时 间 原 点 , 可 以 使 Ho 为 
实 值 . 此 时 我 们 选择 这 个 矢量 的 方向 为 y 轴 方 向 . 取 (59.4) 和 (59.5) 式 的 实数 
部 分 , 我 们 得 到 

H,=H= Hoe™*/° cos (5 一 wt , 
= (59.6) 
to 元 
Bs = B= Ho (= 
传 科 电流 密度 y = oE 的 分 布 规律 和 电场 分 布 规律 相同 . 
在 所 考察 的 情况 下 ，(59.5) 式 对 z > 0 的 整个 半空 间 的 场 都 是 正确 的 . 在 
更 普 遍 的 情况 下 , 关系 式 
E:=CH.xn (59.7) 
一 般 说 来 在 导体 表面 只 对 与 其 相 切 的 场 的 分 量 正 确 (因为 这 些 分 量 在 导体 表 
面 是 连续 的 , 故 (59.7) 适用 于 表面 两 侧 的 场 ). 系数 5 称 为 导体 表面 阻抗 (有 关 
这 个 概念 的 更 普遍 的 方面 我 们 将 887 中 讨论 ) ,在 现在 情况 下 
C=,/—(l1—i). (59.8) 


STO 
傅 科 电流 的 产生 伴随 有 场 能 量 的 耗 散 , 它 以 焦耳 热 形 式 释 放出 来 . 在 1 s 
时 间 内 导体 内 所 耗 散 的 平均 (对 时 间 而 言 ) 能 量 Q 等 于 
Q = | 了 .五 dy = / oFE?2dV. 


Q 也 可 以 作为 1s 内 从 外 部 流入 导体 内 部 的 平均 场 能 计算 出 来 , 也 即 是 对 时 


在 电 各 向 异性 介质 中 表面 阻抗 是 二 维 张 量 : 
Etro = Cag (Ht: xm)6 (59.7a) 


(a 8 为 垂直 于 mn 的 平面 内 的 张 量 的 下 角 标 ). 我 们 注意 到 , 由 温差 电 效 应 产生 的 热流 可 
以 对 这 个 张 量 发 生 影响 (见习 题 5). 
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体 表 面 所 取 的 积分 所 
四 人 证 
a- f5.d -EhExH.a (59.9) 


上 面 我 们 看 到 , 在 5 污 1 的 极限 情况 下 , 导体 内 的 磁场 的 振幅 与 频率 无 关 ， 
而 电场 振幅 则 与 w 成 正比 . 因此 ,在 小 频率 时 , 耗 散 能 量 8 与 w? 成 正比 . 

在 5 < 之 1 的 情况 下 , 导体 表面 的 磁场 和 电场 由 (59.3) 式 和 (59.5) 式 给 出 ， 
式 中 z 二 0. 坡 印 亭 矢量 垂直 于 导体 表面 , 而 其 平均 值 为 

2 -元 Hol?, 
TV 270 

而 且 如 前 面 曾 指出 的 , Ho 沿 导 体 表 面 的 变化 可 以 由 求解 相同 形状 的 超导体 外 
的 磁场 问题 得 出 . 能 量 耗 散 为 


Q = ee ¢ IHol*df. (59.10) 


我 们 注意 到 , 高 频 时 Q 与 Vw 成 正比 . 

能 量 耗 散 也 可 以 用 导体 在 磁场 内 所 得 到 的 总 磁 矩 .YM 表示 . 在 周期 场 内 
磁 矩 也 是 具有 相同 频率 的 时 间 周 期 郴 数 . 按照 (32.4) 式 , 导体 自由 能 随时 间 的 
灾 化 由 导数 有 

_H. 
给 出 , 式 中 的 身 是 导体 所 处 的 均匀 外 磁场 . 

这 个 表达 式 还 不 能 直接 给 出 所 要 求 的 能 量 耗 散 , 因为 导体 能 量 的 改变 不 
仪 由 于 耗 散 , 也 由 于 能 量 在 导体 与 周围 场 之 间 的 周期 性 转移 . 如 果 我 们 对 时 间 
求 平均 值 , 则 后 一 部 分 为 零 , 由 此 可 见 , 单位 时 间 内 的 平均 能 量 耗 散 为 

d 尺 
Q=-M: (59.11) 
@ 如 果 把 任何 两 个 量 a(t) 和 b(t) 写成 与 e-iwt 成 正比 的 复数 形式 , 则 在 计算 它们 的 
乘积 时 , 当然 首先 应 当 取 实 部 . 但 是 , 如 果 我 们 感 兴趣 的 只 是 这 乘积 的 时 间 平 均值 , 则 
可 以 用 
sRe{ab”} 
的 方式 算出 .实际 上 , 含有 因子 e+2iwt 的 项 在 平均 后 变 为 零 , 因此 得 到 等 式 


一 上 
了 Ia 十 a*)(b 十 b*) 一 了 (ab 十 ao 0). 


特别 是 , 可 按照 
5=Re{ £3Ex i (59.9a) 
4xT.2 


把 S 作 为 “ 坡 印 吝 复 矢量 ” 的 实数 部 分 计算 出 来 . 
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如 果 将 .HM 血 表 示 为 复数 形式 , 则 d 甸 /dt = 一 jw 而 @ 可 以 算出 为 
a -Re(iw A $") = SIm(A -$5"). (59.12) 
磁 矩 Y 的 分 量 是 外 磁场 的 线性 晴 数 : 
Mi = Voik hk, (59.13) 


其 中 无 量 纲 系数 aik(w) 取决 于 导体 形状 和 它 在 外 场 中 的 取 癌 (但 与 其 体积 了 
无 关 ) ; 这 个 公式 内 的 .MV 和 与 都 假定 写 为 复数 形式 , 于 是 量 aix 一 般 说 来 也 
是 复数 . 张 量 Vaix 可 以 称 为 导体 的 整体 磁极 化 率 张 量 . 这 个 张 量 属于 众 所 周 
知 的 被 称 为 广义 响应 率 的 一 类 量 的 范畴 , 并 具有 这 类 量 的 一 切 性 质 . 特别 是 这 
个 张 量 是 对 称 的 (参见 本 教程 第 五 卷 8125) : 


Qik = Qepi. (59.14) 
利用 这 一 性 质 , 可 以 写 出 
Vy 
MH =Vaixrhihk = DB Oik (DiD + Dik) = Voir Re{ Dihk}. 
此 外 , 如 果 把 复数 量 aik 写 为 
Qik 一 Aik 江 i 
则 对 于 能 量 耗 散 (59.12) 我 们 得 到 
V /1 * 
Q = Two Re{$i5}}. (59.15) 


由 此 可 见 , 能 量 耗 散 是 由 物体 的 磁极 化 率 的 虚 部 决定 的 . 我 们 从 上 面 已 
看 到 , 当 频 率 低 时 , @ 与 2 成 正比 , 而 频率 高 时 , 8 与 Vw 成 正比 . 由 此 可 以 作 
出 结论 , 在 这 两 种 极限 情况 下 , 量 a 分 别 与 w 和 w-22 成 正比 . 当 w 一 0 或 
w 一 co 时, 因 oa 都 减少 , 因而 在 中 间 区 域内 ao 必 有 一 极 大 值 . 

导体 在 交 变 磁场 内 的 磁 矩 主要 是 由 于 导体 内 的 传导 电流 产生 的 ; 甚至 当 
4 二 1, 静 磁 和 矩 变 为 零 时 , 它 也 不 为 零 . 静 磁 和 矩 应 当 在 w 一 0 的 极限 下 从 .XH(w) 
得 到 . 由 此 得 出 , 磁极 化 率 的 实 部 ao/ 当 w 一 0 时 趋 近 于 恒定 值 (1 = 1 时 趋 
于 零 ), 这 个 恒定 值 与 静 磁 场 内 的 磁化 强度 相对 应 . 在 w 一 co 的 极限 下 , 磁场 
不 透 入 导体 内 部 , 于 是 量 w， 趋 近 于 与 相同 形状 超导体 的 静 磁化 强度 相对 应 
的 另 一 个 稼 数 极 限 . 
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习 避 
1. 半径 为 a 的 各 向 同性 性 电 球 处 于 均匀 周期 外 磁场 内 , 试 确定 其 磁极 化 
解 : 球 内 磁场 末 坊 满足 方程 : 
AHV+RHY=0, divH®Y=0, k= ee 


我 们 要 求 它 的 形 如 五 0 =rot4 的 解 ,其 中 4 满足 方程 A4+124=0; 因 五 
是 轴 矢 量 ， ee 由 于 球 对 称 性 , 所 求解 可 以 依赖 的 唯一 恒定 矢量 是 
外 磁场 强度 身 . 我 们 用 f 表示 标量 方程 Af 十 kf=0 在 r= 二 0 处 有 限 的 球 对 
称 解 : 


sin kr 





于 是 满足 矢量 方程 人 A 十 kA 二 0, 又 线性 地 依赖 于 恒定 轴 和 拓 量 航 的 极 
和 失 量 A 可 以 写 为 
A= Prot(f) 


(6B 为 常数 ) 的 形式 . 因此 我 们 要 求 的 及 (的 形式 为 
(0) _ WO 2 
H‘”’ = Brotrot(f%)=pB eg 多 一 DB +kf n(n), 
其 中 nn 是 7 方向 的 单位 矢量 (借助 方程 Af 十 kf =0 消去 了 二 阶 导 数 1"). 
球 外 磁场 百 (e) 满足 方程 rot HH( = 0 和 divH(S = 0. 我 们 寻求 形 为 


末 (e) = 一 grado + 的 解 , 其 中 满足 方程 Ap = 二 0 并 在 无 穷 远 处 为 零 . 与 恒 
定 和 矢量 笑 线性 相关 的 这 种 函数 p 的 形式 为 


p= —aVy- 
a 
(V = 4na3/3). 如 此 一 来 , 我 们 寻求 的 豆 (e 的 形式 为 
H'® = Vayv (5 VvV- >) 十 务 = an(m 多 ) 一 入 | 十 劣 . 
显然 , QV 入 是 球 的 磁 答 ,于 是 Va 是 球 的 磁极 化 率 (由 于 球 对 称 性 , 张 量 aik 约 
化 为 标量 Qik 一 QOik ). 


在 球面 上 (7r = 二 4a), 的 全 部 分 量 连 续 . 在 r= 二 a 处 分 别 让 五 9) 和 五 (e) 的 
与 你 平行 和 重 直 的 各 分 量 相 等 , 我 们 得 到 确定 a 和 [的 两 个 方程 . 我 们 感 兴 
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趣 的 磁极 化 率 (相对 于 单位 体积 ) 为 


二 1- 3 1 otok| 


3 30 sinh(2a/6) — sin (2a/6) 
Q = 一 一 
8r | 2acosh(24/5) — cos(2a/6)| 


二 a sinh(2a/0)+s | 
~ 16xai| 5 cosh(2a/6) — cos(2a/6)| 


在 低频 极限 情况 下 (5 > a)， 


下 1 的 用 ee 
10o5Tr 
1 人 aow 
20x\6/ | | 
对 于 频率 很 高 的 情况 (6 < a)， 





-a 
8 29a 8 2avV2row | 
90 9c 


l6na 16xaV2now 





极限 值 Va’ = 对 应 于 超 导 球 的 磁 生 ,而 a” 值 可 借助 于 (59.10) 式 , 利用 
导 球 表面 磁场 的 公式 (54.3) 求 得 . 

我 们 要 记 住 , 此 处 假定 了 把 外 磁场 写成 含 任意 恒定 复 矢 量 和 0 的 复数 形 
式 秀 二 和 0e-iwt 从 而 在 分 析 中 既 和 包括 了 具有 恒定 方向 的 “ 线 极 化 ” 交 变 场 , 也 
包括 了 在 某 一 平面 内 转动 的 椭圆 或 者 圆 极 化 的 场 ， 

2. 与 上 题 相 同 , 试 求 导电 柱 体 (半径 为 a) 在 与 其 轴 重 直 的 均匀 周期 外 磁 
场 内 的 磁极 化 率 . 

解 : 这 个 问题 是 习题 1 的 “二 维 类 似 ”; 下 面 全 部 矢量 运算 是 在 垂直 于 柱 
体 轴 的 平面 内 的 二 维 运算 , 而 7 是 这 平面 内 的 径 拓 ,我 们 寻求 以 下 形式 的 柱 体 
内 磁场 : 


f 


刀 = Brotrot (5) = (车 +f) 与- a (和 + ef) n(n -5), 


式 中 f= 二 J0(kr) 是 二 维 方程 和 Af 十 及 f =0 的 对 称 解 , 它 在 r= 二 0 时 取 有 限 值 . 
所 要 寻求 的 柱 体外 磁场 的 形式 为 


20V 
HO) = 20VV(j .VIn7)+ = 和 





一 [2n(n.: 改 ) 一 多 ] 十 与 
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(V = xa?). 柱 体 单位 长 度 的 磁 算 为 Va ( 见 83 习题 2)， 和 习题 1 一 样 ， 当 
r 二 a 时 ,从 条 件 及 二 万 (9), 我 们 得 到 


去 -| 


QQ 一 





(此 处 利用 了 关系 式 J0O(k7) == 一 kJ1(k7)). 
当 6 沁 a 时 ,将 贝 塞 尔 函 数 按 ka 的 害 次 展开 , 我 们 得 到 








EL 
24Tr \6 6c4 i 
1 ZNe GD 
1 c= ne a 
5 8X 3 4c2 
当 6 安 a 时 , 利用 贝 塞 尔 函 数 的 渐 近 表达 式 , 我 们 得 到 
0 ] C 
Qo = 一 一 [1 一 下 = 一 一 [1 . 
2T[ 5 27 ( -A 
0 C 


2ra 2TaV2row 


3. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 磁场 与 柱 体 轴 平 行 . 
解 : 在 整个 空间 内 磁场 与 柱 体 轴 平行 . 在 柱 体外 , 瑟 (e) = 往 , 而 在 柱 体内 ， 
Hf5, 式 中 了 是 二 维 方程 人 Af 十 kf =0 的 对 称 解 , 当 7 二 a 时 它 变 为 1， 


r= 二 0 处 有 限 : 
Jo(Kr) 


Jo(KEa) 
柱 体内 的 倩 科 电 流 是 环形 流 ( 亦 即 在 柱 坐 标 系 中 了 只 有 分 量 jo), 并 可 根据 


万 = 入 





从 甩 。 = 末 求 得 其 值 . 由 传导 电流 产生 的 柱 体 单位 长 度 的 磁 矩 .1 = na?a5 


本 1 /OH , 
N= raV = -3 wd dr7. 


算出 积分 后 , 我 们 得 到 





( 一 


了 | 2 (Ka) 

4 ka Jo(ka) | 

由 此 可 见 , 柱 体 的 纵向 极 化 率 只 有 习题 2 所 求 出 的 横向 极 化 率 的 二 分 之 一 . 
4. 试 求 导 体 球 内 诸 磁场 衰减 系数 中 最 小 的 一 个 之 值 . 
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解 : 方程 (58.10) 对 于 球 的 解 中 包含 具有 不 同 对 称 性 的 函数 . 其 中 最 对 称 
的 解 是 由 已 知 任意 恒定 标量 所 定义 的 解 . 但 是 由 于 以 下 原因 , 它 不 可 能 存在 . 
这 种 解 会 是 球 对 称 的 : 及 = Hi(7), 而 且 由 于 方程 
1 8 


iVH=-— — 
div -sr(rH) 0 


(此 解 无 论 在 球 内 或 球 外 都 正确 ), 这 个 解 会 是 瑟 = const/r. 但 是 , 这 个 函数 不 
满足 在 球 中 心 上 有 限 的 条 件 . 

y 的 最 小 值 对 应 于 由 任意 的 恒定 矢量 所 定义 的 解 之 一 . 显然 ,这 些 解 的 形 
式 与 习题 1 中 所 得 到 解 的 形式 相同 , 所 不 同 的 只 是 在 百 (e) 场 内 必须 略 去 常数 
项 , 因为 在 无 穷 远 处 必须 有 百 =0. 这 时 大 是 实数 量 (kf2 = 4roy/c2), 而 矢量 
末 为 任意 恒定 矢量 . 当 = a 时 , 从 边界 条 件 五 人 = 及 (9, 我 们 得 到 两 个 方 
程 , 从 其 中 消去 a 和 [后 得 到 sinka= 二 0. 这 个 方程 不 为 零 的 最 小 根 是 ka 二 x， 
于 是 了 的 最 小 值 为 
_ 

4oa2 

5. 切割 单 轴 金 属 晶体 的 表面 使 其 法 线 与 面体 对 称 主轴 形成 0 角 , 考虑 温 
差 电 效应 , 试 求 表面 的 阻抗 (M. HH. 卡 冈 诺 夫 , B. M. 楚 克 尔 尼 克 , 1958). 

解 : 选 晶 体 表 面 为 zy 平面 ,并 取 z 轴 为 表面 的 内 法 线 , 并 令 处 于 zz 平面 的 
虹 体 的 对 称 主轴 与 z 轴 成 9 角 . 令 晶 体 表 面 的 磁场 方向 沿 y 轴 : H, = Hoe-t; 
此 时 金属 内 部 各 处 的 磁场 都 在 此 方向 . 考虑 到 所 有 的 量 均 只 依赖 于 坐标 z (以 
及 以 e-“t 方 式 依赖 于 时 间 ), 我 们 求 得 麦克 斯 书 方程 (58.1)，(58.4) 采取 以 下 
形式 ,: 


几何 


47 ， lw 
-Hy= i =j=0 B= (1) 


同样 还 有 = 0, 从 而 已, 二 0 ( 搬 号 表示 对 z 求 微 商 ), 为 了 考虑 温差 电 效应 
此 处 必须 加 上 导热 方程 C9T/8t 十 divg = 二 0 或 者 


—iwCO7 + gq» = 0, (2) 


其 中 代为 平均 温度 的 变动 增 量 (T= 全 十 7), C 为 单位 体积 金属 的 热 容量 , g 为 

热流 密度 ; 7 及 g 与 电场 强度 羽 及 温度 梯度 之 间 以 关系 式 (26.12) 相 联 系 . 
张 量 pip = arl 及 zip 是 对 称 张 量 , 我 们 将 假设 晶体 具有 这 样 的 对 称 性 ， 

它 使 得 张 量 aik 也 是 对 称 的 . 在 我 们 所 选 定 的 x,y, z 轴 情 况 下 , 有 


pzz = pllsin20 十 picos20， pyy=pPp1, pzz = 站 lcos20 二 Disin20， 
pzy = pyz =0, pzz=(ol 一 pL)sinbgcos0， 
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其 中 pl ,pl 分 别 为 张 量 pik 沿 晶 体 轴 及 在 重 直 于 晶体 轴 的 平面 内 的 主 值 ; 对 于 
张 量 x 和 aik 也 有 类 似 公 式 . 使 用 这 些 张 量 我 们 从 (26.12) 式 中 得 到 


PO ee es a (3) 
Es = pozjs | O22T. (4) 
由 方程 (1) 一 (3) 中 消去 HH,, 我们 有 
E’” +hk*(E; + Er)=0, 
(1 十 aJEY +k[(0— a)Er—abk:|=0, 


其 中 引入 了 记号 Br = -azzT' 及 参量 


4niw Ta2 CCpzz 


及 2 








本 C2 pi = ey Pe 4Nxzs 
对 于 充满 金属 的 半空 间 (z > 0), 这 个 两 方程 的 方程 组 的 解 为 : 


ik12z ik2z 
FE; = Ae'™!’” + Be’?”, 


kf iK1Z 1 ik2z% 
0 


1/2 
1+b+t VO — 0)3 -2 


2(] 十 wa) 


其 中 
ki2 = 





并 且 上 有 和 ko 的 虚 部 应 当 为 正 . 

系数 A 和 BB 间 的 关系 由 温度 的 边 条 件 确定 , 而 公式 (4) 决定 金属 中 的 电 
场 强 度 五: ( 记 住 , 这 里 不 要 求 电场 马 的 法 向 分 量 在 导体 表面 连续 ). 根据 定义 
(59.7a), 我 们 得 到 表面 阻抗 为 
ww A++B 


| nm 
| c [4 十 Ko 已 Cyz = 0 


在 a 之 1 的 假设 下 (通常 的 金属 实际 上 如 此 ), 我 们 得 到 两 种 情况 下 表面 
阻抗 的 最 终 表 达 式 : 边界 条 件 7 = 二 0 (等 温 边 界 ) 时 


(is) 一 . 
| | “a | | 


边界 条 件 gs = 0 (绝热 边界 ) 时 
0 | t+ ed 








rr 


2(1 + VD)2 
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其 中 Go = (wpyy/8m)12(1 一 i) 为 不 考虑 温差 电 效应 时 的 表面 阻抗 . 当 0 = T/2 
与 0=0, 亦 即 当 晶体 主轴 处 于 或 重 直 于 其 表 平 面 时 , 参量 a 以 及 与 之 相连 的 
对 阻抗 的 修正 均 为 零 . 

如 果 磁 场 肪 沿 弃 轴 方 向 , 则 Bs = 二 0,js = js = 二 0 且 没 有 温度 梯度 产生 . 所 
以 Cyy = C0. 
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我 们 现在 来 研究 导体 中 有 不 为 零 的 总 交 变 电流 流 过 时 电流 密度 在 导体 截 
面 上 的 分 布 . 根据 前 一 节 内 得 到 的 结果 , 我 们 可 以 预先 料 到 , 当 频 率 增加 时 , 电 
流 将 主要 集中 在 导体 表面 附近 , 这 种 现象 称 为 趋 肤 效 应 包 . 

一 般 说 来 , 精确 地 求解 趋 肤 效 应 问题 不 仅 依 赖 于 导体 的 形状 ,也 依赖 于 导 
体内 电流 的 激发 方式 , 亦 即 依赖 于 产生 感应 电流 的 外 加 交 变 磁场 的 特性 . 不 
过 , 在 一 种 重要 情况 下 , 可 以 认为 电流 分 布 与 电流 激发 方式 无 关 , 这 就 是 导线 
的 厚度 远 小 于 其 长 度 的 细 导 线 内 的 电流 . 

计算 细 导 线 截面 上 的 电流 分 布 时 ,可 以 假定 细 导 线 为 直线 . 这 时 电场 与 导 
线 轴 平行 , 而 磁场 矢量 五 在 与 轴 垂 直 的 平面 内 ， 

我 们 研究 圆 截面 导线 . 这 种 情况 特别 简单 ,因为 导线 外 的 场 的 形式 可 以 预 
先知 道 . 实际 上 , 由 于 对 称 性 , 在 导体 表面 上 = const (在 每 一 给 定时 刻 ). 但 
是 在 这 种 边界 条 件 下 , 在 导线 外 的 空间 内 ,方程 div 忆 = 0,rot 五 =0 在 整个 空 
间 内 只 有 一 个 解 : B= 常数 . 根据 类 似 的 理由 , 导线 周围 的 磁场 将 和 导线 内 流 
过 等 于 交 变 电流 瞬时 信 的 恒定 电流 时 的 磁场 相同 . 

在 导线 内 , 电场 满足 方程 : 
4no OF 
c2 Ot 
这 个 方程 和 磁场 及 的 方程 (58.6) 相同 (如 同 通 过 消去 EB 得 到 方程 (58.6) 一 
样 , 我 们 从 (58.1) 和 (58.4) 式 内 消去 五 即 可 得 到 这 个 方程 ). 在 以 > 轴 为 导线 
轴 的 柱 面 坐标 系 内 , 场 EB 只 有 z 分量 , 而 且 只 依赖 于 坐标 7. 对 于 频率 为 w 的 
周期 场 , 我 们 得 到 方程 : 


10 / OF 2 V2i 1+i 


AE = 


a 在 更 普遍 意义 上 谈论 的 趋 肤 效 应 , 指 的 是 交 变 电磁 场 (以 及 它 引 起 的 电流 ) 透 人 
导体 相对 不 深 的 所 有 情况 . 
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式 中 5 是 前 一 节 内 引入 的 “ 透 入 深度 ”(59.4). 在 7>=0 处 有 限 的 这 个 方程 的 解 

为 
B= b=00nst.Jo(krje™! (60.2) 

(Jo 是 贝 寨 尔 函数 ). 电流 密度 ; = oE 按 相同 规律 分 布 . 

按照 (58.1) 式 , 从 电场 求 得 磁场 耳 。 = 五 为 : 


i OF; 
i (ft) = 
Cc 





. (60.3) 


; Or 
注意 到 Jo = 一 J1(w), 我 们 得 到 
4noi , 
Hi = ilreonst OJ (kr)e-iot, (60.4) 
WwW 


其 中 的 常数 和 (60.2) 式 的 常数 相同 . 这 个 常数 很 容易 从 导体 表面 上 应 当 有 
末 = 27/ea 的 条 件 确 定 , 式 中 a 是 导线 半径 , 而 了 为 流 过 导线 的 总 电流 
在 低频 极限 (a/5 < 1), 在 导线 整个 截面 上 可 以 限于 只 取 贝 塞 尔 函 数 展开 


式 的 头 几 项 : 
Eb; = COnst . 1 一 5 加 一 二 的 e 一 it 


270 2 
Ho = const, S27 |1- 3 (9) -让 | . 
五 的 振幅 和 电流 密度 的 振幅 随 着 对 导线 轴 的 远离 与 [1 十 (7/26) 和 | 成 正比 地 增 
加 . 
在 相反 的 高 频 极 限 (a/6 六 1) 下 , 对 导线 截面 的 大 部 分 区 域 , 可 以 利用 由 
塞 尔 函 数 的 宗 量 为 大 值 时 适用 的 熟知 的 渐 近 式 
Jo(uV2i) ~ 0 (60.6) 


(60.5) 


只 保留 变化 最 快 的 指数 因子 , 我 们 得 到 


a—r ./a—r 
E; = const : exp -+i( -| 





0 0 


9 所 四 
J = const (1 +i)\/ — exp 攻 5 ri (3 -wt) , 


这 些 公 式 自然 与 (59.3) 一 (59.5) 式 相 同 , 当 趋 肤 效应 强 时 , 在 任何 形状 的 导体 
表面 附近 都 适用 . 

在 导线 截面 不 为 圆 截 面 的 普遍 情况 下 , 精确 计算 趋 肤 效 应 是 一 个 非常 复 
杂 的 问题 , 因为 这 时 需要 同时 确定 导线 内 和 导线 外 的 场 , 只 有 在 强 趋 肤 效应 的 
极限 情况 下 , 问题 才 又 得 到 简化 , 因为 这 时 导线 外 的 场 可 以 作为 相同 形状 超 导 
体外 的 静 人 磁场 预先 确定 . 


(60.7) 
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只 要 交 变 电流 的 频率 很 小 , 线性 回路 内 的 电流 强度 瞬时 值 J(t) 就 可 由 同 
一 时 刻 的 电动 势 8(t) 求 出 : 
E(t) = RJ(t), (61.1) 


其 中 RR 是 导线 对 恒定 电流 的 电阻. 

但 是 在 任意 频率 下 , 没有 任何 理由 期 望 同 一 时 刻 的 8 值 和 J 值 之 间 存 在 
直接 关系 . 我 们 只 能 断言 , J(t) 值 必须 为 所 有 过 往 时 刻 内 8(t) 值 的 线性 图 数 ， 
这 种 线性 关系 可 用 符号 表示 为 J = 2-18, 或 者 写成 逆 关 系 式 : 


Gg = 2 (61.2) 


其 中 2 为 某 种 线性 算 符 @, 如 果 将 函数 8(t) 和 J(t) 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 则 对 
于 其 中 的 每 一 “ 单 色 ” 分 量 (与 时 间 的 关系 由 因子 e-i# 表示 ), 由 于 算 符 2 和 是 
线性 的 , 算 符 4 作用 的 结果 归结 为 乘 上 某 一 个 与 频率 值 有 关 的 量 2: 


i (61.3) 


蚊 数 Z(w) 一 般 说 来 是 复数 , 称 为 导体 的 复 电 阻 或 复 阻 抗 . 

通过 比较 (61.3) 与 (61.1) 式 可 清楚 地 看 出 , 通常 的 电阻 及 是 函数 Z(w) 按 
w 的 才 级 数 展开 的 零 次 项 . 要 确定 其 下 一 项 除了 考虑 尺 外 , 还 必须 考虑 导体 的 
自 感 L®. 

我 们 来 研究 有 交 变 电动 势 8(t) 作用 的 线性 回路 . 按照 电动 势 的 定义 , 1 秒 
时 间 内 电场 对 导体 内 运动 电 谷 所 做 的 功 为 8J. 这 个 功 一 部 分 转变 为 焦耳 热 ， 
一 部 分 消耗 于 电流 的 磁场 能 的 改变 . 按照 R 和 工 的 定义 , 1 秒 时 间 内 导线 内 放 


» ~ Pay » yo 人 Pp 小 人 > 人 一 ”~ 、 
出 的 焦耳 热 为 R72, 而 电流 产生 的 磁 能 为 一 ~. 因此 , 能 量 守 恒定 律 表示 为 
2c2 


d LJ? 下 
人 
dt 2c2 2 人 dt 
0 1 _dJ 
= a . 
RJ Ly (61.4) 


为 了 运用 二 次 表达 式 (8J, 7), 必须 把 8 和 写成 实 函 数 形 式 . 但 是 , 在 
导出 线性 方程 (61.4) 以 后 , 我 们 可 以 转 用 复数 形式 的 单 色 分 量 : 8 = Boe， 
@ 我 们 不 在 此 详细 地 讨论 这 个 算 符 的 普遍 性 质 , 因为 它 和 将 在 877 和 882 内 详细 


说 明 的 8 算 符 的 性 质 完全 相似 . 
@ 这 里 和 今后 我 们 把 R 和 工 理解 为 相对 于 恒定 电流 的 量 . 
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J = Joe-ivt. 于 是 (61.4) 式 归结 为 代数 关系 式 : 
i 

6=2), Z=R- ol. (61.5) 


在 关系 式 J = 8/2 中 分 出 实数 部 分 , 我 们 得 到 


G0 wlL 
J(t) 一 VR Fra cos(wt 0 )， tan ww | 区 (61.6) 


电流 的 振幅 和 电流 与 电动 势 之 间 的 相位 差 由 以 上 两 式 确 定 . 

(61.5) 式 的 实 部 和 决定 电路 内 能 量 耗 散 的 电阻 R 相同 . 容易 看 出 , 在 Z(w) 
为 任意 依赖 关系 的 普遍 情况 下 , 在 ReZ 和 能 量 耗 散 之 间 也 存在 类 似 关 系 (在 
给 定 电流 强度 情况 下 ). 

将 电路 内 维持 周期 电流 所 消耗 的 功率 8J 对 时 间 求 平均 值 , 我 们 得 到 周 
期 性 地 补偿 耗 散 损失 的 那 部 分 功率 . 于 是 , 回路 在 1s 内 的 能 量 耗 散 @ 为 


Q = 5Re{67°}, 


其 中 8 和 J 表示 为 复数 形式 ( 试 与 859 最 后 一 个 脚注 对 照 ). 将 8 = ZJ 代入 ， 
分 别 将 2 的 实 部 和 虚 部 表示 为 Z' 和 2": 


ZF = 2'+i2", (61.7) 
我 们 得 到 , 
-77/72 
Q = 3521 
或 者 利用 实 孔 数 J(t)， 
0=207 7 (61.8) 


这 束 给 出 了 所 求 天 系 式 . 
我 们 注意 到 , 因 Q 必须 取 正 实 秆 , 故 Z' 也 始终 为 正 : 


2 > 0. (61.9) 


下 面 我 们 来 计算 圆 截 面 导 线 在 任意 频率 (当然 仍 满足 准 静 态 条 件 ) 情况 
下 的 Z(w), 亦 即 此 时 不 忽略 趋 肤 效应 . 为 此 我 们 再 次 利用 能 量 守 恒定 律 , 但 把 
它 写成 男 一 种 形式 . 

把 功率 8J (8 和 J 是 实数 式 ) 分 为 两 项 , 其 中 一 项 表示 导线 外 的 磁场 能 
变化 , 而 另 一 项 表示 导线 内 所 消耗 的 总 能 量 (包括 场 能 变化 以 及 热量 放出 ). 第 

@ 有 时 称 它们 为 有 效 电阻 和 电抗 
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二 部 分 可 以 作为 1s 时 间 内 通过 导体 表面 流入 导体 内 的 总 能 量 流 来 计算 . 于 
是 我 们 得 到 


d LeJ* cEH 8 
JE ia Hr DE 十 -人 TU = i 加 eeHal 
其 中 L。 是 导线 自 感 的 外 部 部 分 , 和 五 分 别 是 导线 表面 的 电场 强度 和 磁场 


强度 , a 为 导线 半径 , ! 为 导线 长 度 . 磁场 及 与 电流 了 的 关系 为 及 = 学 .区 因此 


用 J 除 上 面 的 等 式 , 我 们 得 到 


dJ 
= -一 十 卫 /. 
GC De 二 


这 个 方程 是 线性 的 , 因此 可 以 化 为 复数 形式 表示 . 于 是 
中 二 ,一 a El, 
C 
lw lIE iw oFl 


a — Le 十 了 一 十 (61.10) 


在 任意 频率 时 , 必须 将 (60.2) 和 (60.4) 式 内 的 巨 和 五 代入 上 式 , 于 是 得 


一 一 


到 
ak Jo(ak) 


2 Ji(ak) 
其 中 R= 71/(xa?o). 在 弱 趋 肤 效 应 情况 下 , 我 们 利用 展开 式 (60.5), 计算 精确 到 
(a/65)4 阶 项 并 取 实 部 , 我 们 得 到 


]Lw 
区 (61.11) 





1 /nowa’ < 
bE 2 | (61.11a) 





在 强 趋 肤 效 应 的 相反 情况 下 , 利用 (60.7) 式 , 我 们 得 到 


a [ WwW 
0 97n0 


20 CU lc 
二- 
全 Q e2 QV2now | 


从 (61.11a) 式 看 出 , 当 (xowa*/e2)? 和 12 时 , 可 以 认为 Z' = RRR, 同时 


(61.12) 





Z” wwL nowas 、 I 
Fn 


此 处 的 工 由 (34.1) 式 给 出 . 与 上 面 给 出 的 不 等 式 比 较 , 我 们 看 到 , 应 当 使 用 


861 复 电阻 . 265 . 


(61.5) 式 (不 略 去 其 中 自 感 ) 的 频率 范围 取决 于 比值 上 且 比 较 狭 冠 

但 是 实际 上 , 最 重要 的 情况 是 电路 内 自 感 的 主要 负载 者 为 接 入 电路 内 的 
线圈 , 它 的 自 感 比 拉 伸 开 的 导线 的 自 感 大 得 多 (参见 834). 在 这 种 电路 内 应 当 
使 用 (61.5) 式 ( 亦 即 RR 和 工 为 常量 的 (61.4) 式 ) 的 频率 区 域 是 相当 宽 的 . 

我 们 来 研究 处 于 外 加 交 变 磁场 五, 中 的 回路 , 交 变 磁场 可 用 任何 方式 产 
生 . 我 们 采用 E。 标记 导体 不 存在 时 由 交 变 磁场 瓦 。 所 感 生 的 电场 . 无 论 是 五 。 
还 是 ,二 者 在 细 导 线 厚度 范围 内 的 变化 都 非常 小 (不 像 导 线 内 流 过 的 电流 
产生 的 自身 磁场 那样 ) 因此 可 以 研究 E, 沿 电流 回路 的 环 量 , 而 不 必 精 确 表 
示 出 回路 通过 导线 的 位 置 . 这 个 环 量 也 即 是 外 加 交 变 磁场 在 回路 内 所 感 生 的 
电动 势 8. 按照 麦克 斯 书 方程 的 积分 形式 , 我 们 有 


=- fE-d= -| ds Ss (61.13) 


式 中 6 是 外 磁场 通过 所 研究 回路 的 磁 通 量 . 把 这 个 表达 式 代 入 方程 (61.4)， 
我 们 得 到 





如 果 把 含有 上 自 感 的 项 移 到 等 式 右 端 , 方程 可 以 写 为 
ld Ld] 1d5 
Cdt c2 dt c dt 
式 中 86 = 6 十 一 、 是 外 磁场 和 电流 自身 磁场 的 总 磁 通 量 . 这 种 形式 的 方程 
表示 整个 电路 的 欧姆 定律 亦 即 在 电路 内 RJ 等 于 总 电动 势 . 
表示 欧姆 定律 的 (61.14) 式 的 表述 方式 , 也 可 以 推广 到 导电 线路 形状 随时 
间 变 化 的 情况 . 这 时 自 感 工 为 时 间 的 艺 数 , 而 (61.14) 式 应 当 写 成 
1 d 1dg. 
ce 
从 能 量 守 恒定 律 推导 这 个 公式 时 , 还 必须 考虑 到 导体 发 生 形 变 所 消耗 的 功 . 
如 果 有 者 干 个 互相 靠近 的 电流 为 J6 的 回路 , 则 对 每 一 回路 而 言 ，(61.14) 
式 中 的 5B。 为 其 余 各 回路 (以 及 外 磁场 , 如 果 存 在 的 话 ) 所 产生 的 磁 通 量 之 和 . 


由 电流 有 所 产生 的 通过 电流 为 ,的 回路 的 磁 通 量 为 Los 字 , 式 中 Luo 是 两 回 
路 的 互感 系数 . 因此 , 我 们 得 到 回路 内 交 变 电流 的 方程 组 为 


RJ = (61.14) 





(61.15) 


2 (61.16) 


对 妃 求 和 也 包含 了 上 自 感 项 (= 0a), 而 多 为 在 所 人 研究 的 电流 系统 外 的 场 源 在 第 
个 回路 内 所 产生 的 电动 势 . 
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对 周期 性 电流 ( 单 色 电 流 ) 而 言 , 微分 方程 组 (61.16) 变 为 代数 方程 组 : 
ps (ov 
b 


式 中 量 z 
pot Lo (61.18) 


构成 “阻抗 矩阵 > 和 (61.5) 式 类 似 ，(61.18) 式 是 函数 Zoo(w) 展开 为 频率 的 震 
级 数 的 头 两 项 . 

我 们 注意 到 , 在 这 种 近似 下 没有 回路 对 阻抗 实 部 的 相互 影响 . 这 种 影响 是 
通过 一 个 导体 内 的 交 变 电流 磁场 在 另 一 个 导体 内 激发 倩 科 电流 从 而 产生 附加 
的 能 量 耗 散 而 实现 的 . 对 线 导 体 , 这 种 效应 可 忽略 不 计 . 但 是 在 线 导体 附近 存 
在 大 块 导 体 时 , 这 种 效应 可 能 很 显著 . 

最 后 , 我 们 来 研究 这 样 一 个 问题 , 即 本 节 所 得 到 的 线性 电路 内 交 变 电流 方 
程 和 任意 导体 内 交 变 磁场 的 普遍 方程 如 何 联系 的 问题 . 我 们 从 一 个 最 简单 的 

电流 的 例子 来 探索 这 种 联系 , 即 跟踪 上 = 0 时 从 电路 内 移 去 恒定 电动 势 鲍 所 
产生 的 电流 的 演化 . 从 (61.4) 式 , 我 们 有 中 


Gl 
J = 于 二 0 


60 MP 
= 页 ex (中 二 
我 们 看 出 , 在 电动 势 移 去 以 后 , 电流 按 指数 规律 随时 间 衰 减 , 其 衰减 系数 为 


cBR 
— 1.2 
T= (61.20) 


从 精确 表述 问题 的 观点 看 来 , 这 个 yY 值 是 由 解 给 定 导 体 的 精确 方程 10) 所 
得 到 的 7ym 值 中 的 最 小 值 在 线性 导体 的 ym 值 中 有 一 个 最 小 值 , 量 级 为 其 他 
值 的 1/ In(4/a); 这 也 就 是 (61.20) 的 值 . 


862 准 蛋 定 电 流 回路 内 的 电容 


和 恒定 电流 不 同 , 交 变 电流 不 但 可 以 在 闭合 回路 内 流 过 , 也 可 以 在 断 开 的 
回路 内 流 过 . 我 们 来 研究 回路 两 端 和 电容 器 两 板 连接 (两 板 间 距离 很 小 ) 的 线 
严格 说 来 ,这 些 公 式 当 t 仁 非常 小 时 不 适用 , 这 时 在 函数 的 谱 分 解 式 中 高 频 项 也 


很 重要 , 因而 不 能 使 用 方程 (61.4). 但 是 在 这 个 很 短 的 时 间 间 隔 内 , 电流 J 来 不 及 有 显 
普 改 变 , 因而 (61.19) 式 可 以 相当 精确 地 确定 以 后 时 刻 的 电流 值 . 


(61.19) 


862 准 恒定 电流 回路 内 的 电容 ,DG67 * 


性 回路 . 回路 内 有 交 变 电流 流 过 时 , 电容 天 两 板 将 周期 性 地 充电 和 放电 , 因而 
在 断 开 的 回路 内 起 着 电流 的 “ 源 ” 和 “ 汇 ” 的 作用 . 

由 于 电容 希 两 板 间 距离 很 小 和 前 面 一 样 ， 可 以 令 电流 的 磁 能 等 于 
LJ*/(2e*), 其 中 工 是 用 一 根 短 导线 连接 电容 器 两 板 所 得 到 的 闭合 回路 内 的 
自 感 2. 于 是 (61.4) 式 的 唯一 改变 是 在 电阻 的 电压 降 RJ 上 加 上 电容 器 两 板 
上 的 电势 差 e/C, 其 中 C 为 电容 絮 的 电容 , 而 土 e(t) 则 是 电容 器 两 板 上 的 电 符 . 
ld) 


< 一 BT 十 云 十 污 宁 。 


然而 电流 强度 J 等 于 一 板 上 电荷 的 减少 率 或 另 一 板 上 电 和 谷 的 增加 率 : 


jo 
在 前 一 方程 中 将 J 用 e 表示 , 我 们 得 到 
Le ,Ret ee Ga 
这 就 是 所 要 求 的 具有 电容 的 电路 内 交 变 电流 的 方程 . 
如 果 @ 是 频率 为 w 的 时 间 周 期 图 数 , 则 方程 (62.1) 变 成 8 与 电 集 e 则 的 
代数 关系 式 , 或 者 是 8 与 电流 J = 一 jwe 间 的 代数 关系 式 . 这 就 是 说 , 我 们 有 
J2 = 8, 其 中 阻抗 2 由 下 式 决 定 : 


/uwL LL 


从 关系 式 J = 8/2 内 取出 实 部 , 我 们 得 到 





四 bo cos(wt 一 0) /uwL 1 \ 1 
1 (5 


个 公式 给 出 了 有 外 加 电动 热 8 = 鲍 coswt ee 
eo 8@ = 0, 则 电路 内 的 电流 由 自由 电 振 荡 组 成 . 这 些 振荡 的 频率 (复数 
形式 ) 由 条 件 2 = 0 得 出 , 由 此 得 


De C2 Re? 
”=i +/ 襄 -( 竺 ) | (62. 4) 
根据 根 号 前 正 负 号 的 不 同 , 我 们 或 者 得 到 阻尼 振荡 (阻尼 系数 为 Re*/2L), 或 


者 得 到 纯粹 的 非 周期 性 阻尼 放电 . 在 RR 一 0 的 极限 情况 下 , 我 们 得 到 非 阻 尼 
中 在 这 一 也 内 我 们 略 去 了 趋 肤 效应 . 
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振荡 , 振荡 频率 由 有 名 的 汤姆 孙 公 式 表示 : 





(62.5) 


(W. 汤姆 孙 , 1853). 
方程 (62.1) 可 直接 推广 到 接 有 电容 需 的 奋 干 个 电感 耦合 电路 系统 上 . 第 
a 个 电路 内 的 电流 J 与 相应 的 电容 器 两 板 上 的 电 集 +tes 的 关系 为 








de 
J 
代替 (62.1) 式 , 我 们 得 到 方程 组 : 
1 de。 eu 
> Lo ra 二 J dt CC- 一 2 (62.6 ) 
对 于 周期 性 ( 单 色 ) 电流 , 这 些 方程 约 化 为 代数 方程 组 : 
DA (62.7) 
， 
其 中 矩阵 元 Zoo 由 下 式 给 出 : 
Za 一 O85 (有 加 元 四 (62.8) 


电流 系统 的 本 征 频 率 由 @ = 0 时 方程 (62.7) 的 相 容 性 条 件 给 出 , 也 即 是 由 下 
列 行列 式 等 于 零 的 条 件 给 出 : 
det |Zas| = 0. (62.9) 
如 条 电阻 有 R 不 为 零 , 则 全 部 频率 ” 有 非 零 虚 部 , 也 即 电 振荡 是 阻尼 的 . 
我 们 注意 到 , 方程 (62.6) 在 形式 上 与 有 几 个 自由 度 并 作 着 小 阻尼 振荡 的 
系统 的 力学 运动 方程 相同 . 这 时 起 广义 坐标 作用 的 是 电信 es, 起 广义 速度 作 
用 的 是 电流 .4 = eu. 系统 的 拉 格 明日 图 数 为 


2 Tz Labéaé -> 2 + Deag. (62.10) 


电流 系统 的 磁 能 和 电能 分 别 为 力学 系统 的 动能 和 势能 , 而 名 相应 于 引起 系统 
受 迫 振荡 的 外 力 . 量 Ro 包含 在 耗 散 函 数 
1 . 
2 = 2 (62.11) 





内 . 方程 (62.6) 与 拉 格 朗 日 方程 

dO0% 82 0% 

TW We (62.12) 
相同 . 
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习 是 


1. 两 个 电感 耦合 电路 分 别 含有 自 感 Fi 和 Ls 以 及 电容 Ol 和 C2, 试 确定 
这 两 个 辜 合 电路 内 电 振 荡 的 本 征 频 这 (我 们 略 去 电阻 Ri 和 RR 不 计 ). 
解 : 所 求 的 频率 从 下 列 条 件 给 出 


det |Zo6| = 211222 — 2Z12 = 0， 


| 2O GL 一 人 


w2 趋 近 于 VL 和 a 相应 eg en 
2. 与 上 题 相 同 , 但 电路 由 电阻 及 、 电 容 O 和 自 感 工 并 联 构 成 . 
解 : 电路 的 三 个 分 路 的 阻抗 等 于 
Z1 = R, 2 = 二， 43 = -ab 
分 路 内 电流 的 关系 式 为 
Ji+Jjo+j=0, Zi = L222 = L333 


由 此 得 到 方程 


i 

a 
这 个 方程 的 解 给 出 

1 c? 1 


“一 2RC LC ”482C2， 
3. 研究 如 图 37 所 示 的 无 限 个 相同 网 格 依 次 连接 而 成 的 电路 内 电 振 荡 的 


传播 , 网 格 的 阻抗 为 


. /WY 1 
-i (gn 地 ) Lo 一 一 ] (和 -) 


试 求 出 电路 内 电 振荡 无 衰减 地 传播 的 频率 范围 岂 . 
@ 准 恒定 态 理论 应 用 于 这 种 周期 电路 的 条 件 是 网 格 线 度 小 于 “波长 *c/w. 
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解 : 我 们 定义 电流 io 为 网 格 Qa 内 的 回路 电流 (图 37). 第 aw 个 回路 的 基 尔 
霍 夫 方程 为 
而 顶风 
这 是 常 系 数 的 线性 差分 方程 (对 整数 变数 a 而 言 ). 我 们 寻求 其 形式 为 


1 二 00068020 


的 解 并 得 到 参量 9 的 特征 方程 


7 
e-(2+ 有 ja+1=0 (1) 
Lo 


设 一 4 志 Z1/2Z2<<0, 这 相应 于 w? 值 处 于 


ce? c“(4/Co + 1/C1) 
LiC1 4 Tn 
两 值 之 间 . 因此 方程 (1) 有 模 为 |g| = 1 的 两 个 复数 共 郝 根 . 这 表明 从 电路 的 一 
个 网 格 转 到 下 一 个 网 格 时 , 电流 不 衰减 , 亦 即 电 振荡 在 电路 内 无 衰减 地 传播 . 
在 这 种 情况 下 , 如 果 我 们 令 9=eis! (1 是 电路 内 一 个 网 格 的 长 度 ), 则 天 为 在 电 
路 内 传播 的 电 振 荡 的 “ 波 和 拓 ”. 故 可 按照 普遍 法 则 将 电 振 荡 的 传播 速度 以 作为 
导数 以 一 dw/dk 算出 . 
如 果 w 处 于 上 面 所 指出 的 范围 之 外 , 则 方程 (1) 有 两 个 实 根 g! 和 go; 因 
为 q1g2 二 1, 故 其 中 一 个 根 ( 设 为 q1) 的 绝对 值 小 于 1, 而 另 一 根 ( 设 为 qz) 的 绝 
对 值 大 于 1. 容易 看 出 , 这 表明 电 振 荡 不 可 能 沿 电路 无 衰减 地 传播 . 为 了 查 明 
其 中 原因 , 我们 来 研究 一 个 很 大 但 有 限 长 的 电路 . 在 电路 的 起 始 端 注 入 初始 振 
功 脉 冲 ,而 将 电路 末端 用 某 种 方式 闭合 起 来 . 数学 上 描写 电路 末端 的 闭合 性 是 
利用 某 种 边界 条 件 , 借助 这 种 边界 条 件 , 在 通 解 





i —(A—a 二 过 
la 一 C191 ) 十 C29o 


(4 为 电路 未 端的 “坐标 >) 内 , 可 以 求 出 系数 的 比值 cl/@, 当 通 解 取 上 述 形式 
时 , 这 个 比值 的 数量 级 为 1. 但 这 时 随 着 (A 一 a) 的 增加 , 第 二 项 (其 中 |az| > 1 


863 ”导体 在 磁场 内 的 运动 . D71 . 


很 快 地 变 得 比 第 一 项 小 很 多 , 这 样 一 来 , 差不多 在 全 电路 内 , 除了 末端 附近 的 
一 小 段 外 , 解 的 形式 为 


。 一 (4 一 aa 
Va 一 C1d1 


其 中 |is| 沿 电路 起 始 端 向 末端 的 方向 减 小 . 

应 该 强调 指出 , 这 种 衰减 不 具有 耗 散 吸 收 特征 (由 于 电路 内 无 电阻 , 不 存 
在 产生 它 的 原因 ) ; 可 以 把 它 直观 地 描写 为 振荡 脉冲 被 电路 每 一 个 后 续 网 格 
反射 的 结果 . 


863 导体 在 磁场 内 的 运动 


在 前 面 的 所 有 和 叙述 中 ,我们 都 默认 了 导体 在 电磁 场 内 是 静止 的 (相对 于 
定义 了 五 , H 等 量 的 坐标 系 KK). 特别 是 , 电流 与 电场 之 间 的 关系 ) = oF, 一 
般 说 来 , 只 适用 于 静止 导体 . 

为 了 求 出 运动 导体 内 电流 和 电场 的 关系 式 , 我 们 从 坐标 系 天 变换 到 另 一 
坐标 系 K', 其 中 导体 (或 者 它 的 某 一 部 分 ) 在 给 定时 刻 是 静止 的 . 在 这 个 坐标 
系 内 , 我 们 有 了 = oE', 其 中 E' 是 K' 内 的 电场 强度 . 但 是 按照 熟知 的 场 变换 
公式 , EB' 可 通过 天 内 的 场 表 示 为 2 


1 
E'=E+-vxB, (63.1) 


式 中 的 wv 为 坐标 系 K' 相对 于 坐标 系 的 速度 , 亦 即 在 现在 情况 下 为 导体 的 
速度 (上 自然 , 我 们 假定 它 小 于 光速 ). 这 样 一 来 , 我 们 得 到 


1 
j=o (B+ivxB) (63.2) 


这 也 就 是 确定 运动 导体 内 的 电流 与 电场 关系 的 公式 . 对 于 它 的 推导 还 必须 作 
如 下 的 说 明 . 从 一 坐标 系 变换 到 另 一 坐标 系 , 我 们 只 是 变换 了 场 , 而 电流 7 则 
保持 不 变 . 当 v < c 时 , 电流 密度 的 变换 可 能 导致 出 现 高 阶 小 量 的 附加 项 . 但 
在 (63.2) 式 内 , 由 场 变换 产生 的 第 二 项 , 一 般 说 来 不 小 于 第 一 项 , 虽然 它 包 全 
有 因子 v/c. 例如 , 如 果 电 场 是 由 交 变 磁场 的 电磁 感应 而 产生 的 , 则 它 的 数量 
级 与 磁场 比较 将 多 含 一 个 1/c 因子 

当 导 体内 有 给 定 电流 流 过 时 , 导体 内 的 能 量 耗 散 当然 不 可 能 依赖 于 导体 
的 运动 . 因此 , 运动 导体 单位 时 间 内 所 放出 的 焦耳 热 密度 用 电流 密度 的 表示 ， 


@ 参见 本 教程 第 二 卷 824. 电场 强度 和 磁场 强度 的 微观 值 被 它们 的 平均 值 E = 
E,h = B 所 代替 . 
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是 由 和 静止 导体 相同 的 公式 ?2/e 给 出 的 . 但 代替 乘积 了 .五 , 我们 现在 得 到 包 
=7 (B+loxB) 
Oo C 
由 此 可 见 , 在 运动 导体 内 和 式 五 十 = =(w x B) 扮演 产生 传导 电流 的 “有 效 ” 
电场 强度 的 角色 . 因此 ， 作用 于 闭合 线性 电路 C 内 的 电动 势 由 以 下 积分 给 出 : 
1 

sf (E+ivxB) dl. (63.3) 


我 们 按 以 下 方式 来 变换 上 式 . 根据 麦克 斯 韦 方程 rot 玉 = 二 我 们 有 


由 已 是 = /rtp af = 于 df, 


或 者 , 我 们 用 5 标记 通过 覆盖 电流 回路 C 的 9 表面 的 磁 通 量 , 则 


f Pd ( 委 ) 
CO C Ot 站 


带 下 角 标 v=0 的 时 间 导 数 表示 回路 C 的 位 置 不 变 时 由 破 场 变化 所 引起 的 三 
变化 
上 上 (63.3) 式 右 端 第 二 项 内 , 我 们 写 出 wv = 2 其 中 dw 为 回路 元 的 无 穷 小 
位 移 . 于 是 








B.df 
B.dl ~“ 
fuxBa=f 

CO CO 


其 中 df = dwu x dl 为 电流 回路 在 时 刻 t 与 时 刻 t+dt oe 占据 的 两 个 无 限 靠 
近 的 位 置 C 和 0C’ 之 间 的 “ 侧 ” 面 上 的 面积 元 ( 见 图 38). 因为 通过 任何 闭合 面 
的 总 磁 通 量 等 于 零 , 因而 十 分 显然 , 通过 “ 侧 ” 面 的 磁 通 量 等 于 禾 盖 CC 和 C' 的 
表面 的 磁 通 量 之 差 . 由 此 可 见 ， 


rxBd=-() . 
C Ot B=const 


其 中 对 时 间 的 导数 表示 磁场 不 变 时 由 导体 移动 所 引起 的 磁 通 量 的 变化 率 . 
@ 从 这 公式 看 出 , 当 导 体 在 磁场 内 运动 时 ,导体 在 5t 时间 内 所 放出 的 附加 热 为 
5 [jvx Bav = 一/ Six Ba 
式 中 6w = wt 为 5t 时 间 内 的 位 移 . 这 个 量 与 同一 时 间 内 由 体积 力 f=jxB/c 对 导体 


所 做 的 功 大 小 相等 , 但 符号 相反 , 由 此 可 以 解释 835 市 提 到 的 关于 党 伦 兹 力 做 功 的 表 观 
矛盾 . 
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du 


图 38 
把 这 两 项 相 加 , 我 们 最 后 得 到 
ld9 


其 中 对 时 间 的 导数 现在 表示 通过 运动 回路 的 磁 通 量 的 总 变化 率 . 由 此 可 见 ， 
由 (63.4) 式 所 表示 的 法 拉 第 定律 对 任何 原因 引起 的 磁 通 量变 化 都 是 适用 
的 一 一 无 论 是 由 磁场 本 身 的 变化 引起 的 (已 在 861 内 讨论 过 , 公式 (61.13)), 或 
者 由 导体 运动 所 引起 的 . 

在 静 磁 场 内 , 磁 通 量变 化 只 可 能 与 回路 移动 有 关 . 如 果 回 路 运动 时 回路 
上 各 点 部 与 磁力 线 平 行 移动 , 永远 不 与 磁力 线 相交 , 则 通过 回路 的 磁 通 量 也 不 
会 改变 . 这 种 情况 显然 是 以 下 事实 的 必然 结果 : 通过 任何 闭合 面 的 磁 通 量 为 零 ， 
而 通过 由 运动 回路 所 描绘 出 来 的 “ 侧 ” 面 的 磁 通 量 在 这 种 情况 下 也 恒 等 于 零 
(因为 其 中 B = 0). 这 样 一 来 , 可 以 说 , 要 产生 感应 电动 势 ,无论 如 何 导 体 都 必 
须 在 运动 中 切割 磁力 线 . 

运动 导体 内 的 电磁 场 由 下 列 方程 组 确定 : 
1 9 万 
c Ot’ 
tH- 全 = (privxB), (63.5) 

C C C 


rotE=— 


divB = 0. 


通过 第 二 个 方程 将 EB 用 玉 表示 , 并 代入 第 一 个 方程 , 我 们 得 到 





0B 6” rotH 
De rot(v x B)= = rot ( ) . (63.6) 


在 电导 率 o 和 磁化 率 / 为 常数 的 均匀 导体 内, 我 们 有 


0 万 6 
Br = rot(v X H) se 


这 些 方程 推广 了 858 中 得 到 的 方程 . 





AH:; "diyH =,0. (63.7) 
4nxon 
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不 过 应 该 指出 , 如 有 果 只 有 一 个 导体 整体 地 ( 即 没有 形变 地 ) 在 外 磁场 中 运 
动 , 则 采用 与 导体 刚性 连结 的 坐标 系 可 使 问题 的 解答 大 为 简化 . 在 这 种 坐标 
系 内 , 导体 是 静止 的 , 而 外 磁场 随时 间 按 给 定 规律 变化 , 于 是 我 们 又 回 到 了 859 
内 研究 过 的 传 科 电流 类 型 的 问题 . 但 是 这 种 转换 的 可 能 性 与 伽利略 (或 爱 因 
斯 坦 ) 的 相对 性 原理 无 关 , 因为 一 般 说 来 , 新 坐标 系 不 是 惯性 系 . 这 两 个 问题 
的 等 价 性 是 由 于 上 面 所 指出 过 的 电磁 感应 与 引起 磁 通 量变 化 的 原因 无 关 的 结 
果 . 用 纯粹 数学 方法 可 以 证 明 这 一 点 .为 此 , 我 们 展开 rot(v x B) ,并 考虑 到 
div B = 0, 而 导体 整体 地 运动 时 也 有 divv = 0 (这 个 等 式 表示 导体 的 “不 可 压 
缩 性 ”). 于 是 (63.6) 式 左 端的 形式 为 


++(v.V)B-(B.V)v (63. 8) 


但 是 这 三 项 之 和 不 是 别 的 , 乃 是 B 对 时 间 的 导数 , 它 确定 B 相对 于 转动 物体 
的 变化 . 实际 上 , 头 两 项 之 和 为 对 时 间 的 物质 导数 呈 这 个 导数 给 出 B 在 以 
速度 v 运动 的 点 处 的 变化 . 第 三 项 为 B 的 取向 相对 于 导体 的 变化 : 在 导体 作 
纯粹 平 动 时 (v= 常数 ), 它 等 于 零 , 当 导 体 转动 时 (v 二 8 x r, 其 中 8 为 角 束 
度 ), 它 等 于 -xB. 

最 后 , 我 们 来 研究 磁化 导体 转动 时 所 发 生 的 独特 现象 , 称 为 单 极 感应 现 
象 . 其 实质 是 , 如 果 利用 两 个 滑动 接头 (图 39 上 的 4 和 B) 将 一 根 静止 导线 
接 到 转动 磁体 上 , 导线 内 就 会 有 电流 流 过 . 计算 产生 这 种 电流 的 电动 势 并 不 困 
难 . 为 此 , 我 们 首先 变换 到 与 磁体 一 道 转动 的 坐标 系 . 如 果 2 是 磁体 转动 的 角 
速度 , 则 在 新 坐标 系 内 导线 转动 的 角速度 为 -2 (而 磁体 静止 ). 这 样 一 来 , 我 
们 遇 到 的 是 在 由 静止 磁体 所 产生 的 已 知 静 磁场 B 内 运动 的 导体 ; 导线 本 身 所 
引起 的 场 畸 变 , 我 们 略 去 不 计 . 按照 (63.3) 式 , 作用 在 导线 两 端 间 的 电动 势 由 
以 下 对 导线 长 度 进行 的 积分 


2=/ vxB.dl=-— Bx(rxf@):.d (63.9) 
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给 出 . 由 这 个 公式 就 可 以 求 出 所 提问 题 的 解 . 
习 而 


1. 斌 确定 在 均匀 恒定 磁场 内 均匀 转动 的 导体 球 的 磁 和 天 (1 二 1); 并 求 出 作 
用 在 球 上 的 力矩. 

解 : 设 在 静止 坐标 系 内 (z 轴 沿 角速度 矢量 2 方向 )， 外 磁场 的 分 量 为 
rz,0, 匈 z. 在 与 球 一 起 转动 的 坐标 系 £, 1, z 内 ， 础 饭 分 量 为 


$e = Drcos ft, $= 一 为 z Sin 2t, $2,. 
或 者 写成 复数 形式 
HE 
由 此 可 见 , 沿 E 轴 和 轴 有 频率 为 2 的 交 变 场 作用 并 感 生出 磁 算 : 


Me =V Re{afe} =V$y(o cos Qt+ oa sin ft), 
Mn = 站 Refap5 = Vz (a sin t+ a cos ft), 


式 中 Va 是 859 习题 1 所 求 得 的 球 的 复数 磁极 化 率 . 在 z 轴 方 向 , 磁场 为 常量 ， 
因而 不 产生 磁 矩 ( 当 内 =1 时 ). 相对 于 静止 坐标 系 磁 短 的 分 量 为 


0 


因此 , 在 本 题 内 , a' 和 a’ 分 别 确定 导体 球 磁 矩 在 和 失 量 从 和 匈 平 面 的 分 量 和 
垂直 于 该 平面 的 分 量 ， 
作用 在 球 上 的 力矩 为 K = .NM x 性 . 相对 于 静止 坐标 轴 的 力 答 分 量 为 


A = Va’ $71z, EK, BE —Va’ $7, 人 —Va’” 7. 


按照 859 习题 1 解 的 末尾 所 作 说 明 的 观点 , 我 们 这 里 把 在 磁场 内 转动 的 
球 简 化 为 在 交 变 场 内 的 静止 球 问 题 是 完全 自然 的 . 我 们 注意 到 这 种 类 似 的 一 
个 有 趣 方 面 : 当 交 变 场 的 频率 增 大 时 磁场 被 从 球 内 “ 挤 出 ”, 在 中 一 co 的 极限 
下 ,所 有 的 磁力 线 都 绕 球 通过 而 不 罕 入 球 内 部 ; 重 直 于 转动 轴 的 磁场 也 会 以 类 
似 的 方式 被 “ 挤 出 ”迅速 转动 的 球 外 . 

2. 均匀 磁化 球 绕 与 磁化 方向 相同 的 轴 均 匀 转 动 , 试 确定 均匀 磁化 球 一 极 
和 杰 道 间 的 单 极 感应 电动 势 ( 见 图 39). 

解 : 球 绕 其 磁化 方向 转动 时 产生 静 磁 场 ; 考虑 到 球 内 没有 电流 , 我 们 从 
(63.6) 式 得 到 rot(v x B) = 0. 所 以 (v x B) 对 闭合 回路 OACBO( 图 39) 的 积 
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人 因而 (63.9) 中 沿 4C 万 路 径 的 积分 可 以 用 穿 过 球 内 AOB 
取代 . 沿 转 动 轴 AO 段 的 积分 , 由 于 有 和 7 的 方向 相同 而 为 零 , 而 沿 半径 
的 积分 (考虑 到 在 球 内 万 与 内 的 方向 相同 ) 给 出 


Bo fa? 
2c 





1 人 
s=: | Bofrdr = 
CJ0 


(a 为 球 的 半径 ， Bo 为 球 内 的 磁感应 强度 ). 在 均匀 磁化 球 内 (没有 外 加 磁场 
时 ), 磁感应 强度 和 磁化 强度 的 关系 由 方程 Bo 十 2 五 == 0 [与 (8.1) 式 比较 ] 与 
Bo 一 瑟 = 4nM 确定 , 由 此 得 到 Bo = 8xXM/3. 引进 球 的 总 磁 矩 MYM, 我们 最 后 
得 到 
QM 
QC 
3. 试 求 (由 任何 原因 引起 的 ) 通过 闭合 线性 电路 内 的 磁 通 量 从 茶 一 定 值 
(21) 变化 到 另 一 定 值 ( Go ) 二 
解 : 所 求 总 电荷 为 积分 | ”Jdt, 其 中 的 J(t) 为 电路 内 的 感应 电流 . 从 数 
学 观点 看 来 , 这 个 积分 正好 是 函数 .J(t) 的 频率 为 由 一 0 的 “ 传 里 叶 分 量 " 因 
此 , 它 与 电动 势 的 同样 的 分 量 以 关系 式 


局 4dt = z0) 人 Jdt 


相 联 系 [ 见 (61.3) 式 ]. 代入 2Z(0) = RR (R 为 电路 对 恒定 电流 的 电阻 ) 和 & = 


一 (1/c)dG$/dt, 我 们 得 到 
"~ 1 
Jdt 一 -a Go ). 


864 加 速度 对 电流 的 激发 


在 前 一 节 中 研究 导体 运动 时 , 我 们 忽略 了 加 速度 可 能 产生 的 影响 (如 果 这 
影响 存在 的 话 ). 其实， Pe te er he 
的 附加 惯性 力 . 如 果 儿 是 导体 的 加 速度 , 而 m 是 电子 质量 , 则 这 力 等 于 -ms 
它 对 电子 的 作用 与 强度 为 一 的 电场 产生 的 作用 相同 , 其 中 -e 是 电子 电荷 
因此 , 作用 在 作 加 速 运 动 的 金属 内 的 传导 电子 上 的 “有 效 ” 电场 为 





EF'=E+ 0 (64.1) 


相应 地 , 电流 密度 为 
j=0E' =o(E+=). (64.2) 
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RE 


由 (64.1) 式 用 五 ' 表示 五 , 并 代入 方程 


10H 
rot E = 一 一 一 一 
c ot 


(假定 处 处 六 = 1), 于 是 有 


1 0 万 
rot EE = 人 -| rot v. (64.3) 


把 w 写成 相 加 的 形式 : 


DV=Ut+ 2 XT， 


其 中 心 为 平 动 速度 , 而 8 为 导体 转动 的 角速度 . 对 时 间 取 微 商 , 我 们 求 得 加 速 
度 为 


v=uU+Rxv+Rxr=i+Rxui+Rx(Qxr)i+nxr. 
上 了 式 右 端 头 两 项 与 无 关 , 因而 在 对 坐标 取 微 商 时 等 于 零 . 第 三 项 可 以 改写 为 
12x (12 -sgrad( 2 x 7)”, 


因此 , 它 的 旋 度 也 变 为 零 . 最 后 , rot( 人 2 x r) = 282. 如 此 一 来 ,把 名 代入 (64.3) 
式 后 , 我 们 得 到 


rot 五 ”一 4 < 
co e 
a 10H' 
rot 五 人 (64.4) 
其 中 引入 了 符号 
H'=H>- 2 1. (64.5) 


因为 8 与 坐标 无 关 , 故而 方程 


4 
2 
C 


仍 保 持 其 形式 不 变 , 车 把 其 中 的 瑟 用 H' 来 表示 : 


4 
rot 五 ' = 二 加 (64.6) 


从 (64.4) 和 (64.6) 式 中 消去 E', 我 们 得 到 五 ' 的 方程 


4nxo OH!’ 
AH’=—— 
c2 Ot 





(64.7) 


它 和 静止 导体 内 五 满足 的 方程 相同 . 
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在 导体 外 , 磁场 满足 方程 A 五 = 0 (假定 波长 大 于 导体 的 尺度 ) ; 而 五 ' 也 
满足 这 一 方程 . 
最 后 , 在 导体 表面 上 和 五 一 样 , HH' 也 是 连续 的 不同 的 只 是 在 无 穷 远 处 
的 条 件 ; 这 时 五 趋 近 于 零 ,而 五 ' 趋 近 于 有 限 的 极限 利 -2me, 
因此 , 求 非 均 匀 转 动 的 导体 周围 的 交 变 磁场 五 的 问题 , 与 求 场 强 为 
Cy (64. 8) 


的 均匀 外 磁场 内 静止 导体 周围 的 磁场 五 ' 的 问题 完全 等 效 . 由 后 一 问题 的 解 
H' 减 去 入, 就 可 得 到 所 求 的 导体 外 的 磁场 HH'%. 

和 任何 交 变 磁场 一 样 , 这 样 产 生 的 磁场 会 在 导体 内 感 生 出 电流 . 在 单 连 
通 导 体内 , 这 种 电流 表现 为 导体 获得 磁 矩 . 在 非 均匀 转动 圆 环 内 , 这 种 效应 表 
现 为 产生 电动 势 ( 称 为 斯 图 尔 特 - 托 尔 曼 效 应 ) *. 

(64.8) 式 内 包含 角速度 1 而 不 是 它 对 时 间 的 导数 ,可 能 会 产生 误解 .因此 
必须 提醒 大 家 , 上 面 所 有 讨论 以 及 对 (64，8 下 所 含 物理 量 意义 的 解释 , 只 是 对 
非 均匀 转动 而 言 . 实际 上 , 当 中 不 变 时 , HH' = 5 恒 满足 (64.7) 式 及 其 所 要 求 
的 无 穷 远 处 边界 条 件 ; 此 时 由 于 (64.5) 式 的 定义 , 我 们 有 五 = 0. 至 于 均匀 转 
动 时 由 于 旋 磁 效应 (836) 而 产生 的 磁场 仅 是 一 个 小 量 , 此 处 不 予 考虑 . 

还 必须 指出 , 在 推导 中 我 们 也 上 略 去 了 由 于 非 均 匀 转 动 而 产生 的 物体 形 
谈 , 显然 , 考虑 这 种 形变 并 不 对 效应 产生 影响 , 只 要 角速度 改变 的 特征 时 间 远 
大 于 传导 电子 在 形变 时 的 弛 豫 时 间 (已 假定 如 此 ). 实际 上 导体 中 的 电流 是 由 
2 十 6o/e 之 和 的 梯度 产生 的 , 其 中 wp 为 电场 势 , 而 Go 为 传导 电子 的 化 学 势 (参见 
$26). 非 艾 匀 形变 产生 G 的 梯度 ,但 这 个 梯度 被 热力 学 平衡 条 件 ep 十 Co = const 
产生 的 电场 所 抵消 . 

习 就 

1. 试 确定 非 均匀 转动 球 的 磁 纸 ( 球 半 径 为 wj). 假定 转动 速度 很 小 以 致 透 
入 深度 0 六 w. 

解 : 球 在 磁场 角 (t) (64. 8 闪 获 得 的 磁 撼 为 

M = VaD, 
式 中 @ 为 一 算 符 , 它 对 函数 秃 ( 介 的 傅 里 叶 分 量 的 作用 由 859 习题 1 所 得 到 的 
公式 给 出 . 对 具有 使 得 6 六 wa 的 频率 w 的 分 量 , 我 们 有 
4nxmao 


15ce 


-一半 有 关 实 验 见 :RR C, Tolinan; TD Stewart (1916). Phys. Rev. 8 (2): 97-116. 角道 、 采 
弗 席 兹 首先 将 这 个 效应 命名 为 斯 图 尔 特 _ 托 尔 曼 效应 . _ 译 者 注 


M = Va(w)h SS —iw 
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这 个 公式 改写 成 
15ce dt 
的 形式 后 不 因而 对 未 作 全 里 时 级 数 展开 的 函数 2(t) 和 M(t) 也 是 适 
用 的 (假定 它们 的 展开 式 内 主要 只 包含 满足 上 述 条 件 的 频率 )， 

2. 假设 细 圆 环绕 与 环 面 重 直 的 轴 均 匀 转 动 , 斌 确定 均 匀 转 动 停止 时 细 圆 
环 内 流 过 的 总 、 电 答 ， 

解 : 在 863 习题 3 所 得 到 的 公式 中 应 当 把 $ 理解 为 磁场 男 (64.8) 的 通 量 . 
于 是 角速度 从 2 变化 到 零 时 流 过 细 圆 环 的 总 电荷 为 


moV 


Se mc 
Jdt = —— fnb’ = 1 
[Mm eRc . DAE 


其 中 心 为 圆 环 半径 , V 为 导线 体积 . 
OA 和 
解 : 从 通过 圆 环 的 总 磁 通 量 不 变 条 件 [参见 (54.5) 式 ], 我 们 得 到 
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( 工 的 取 值 公式 见 854 的 第 三 个 脚注 ). 
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如 果 导 电 的 液体 (或 气态 ) 介质 处 于 磁场 中 , 则 在 介质 作 流 体 动力 学 运动 
时 在 介质 中 会 感应 出 电场 并 产生 电流 . 然而 , 处 于 磁场 中 的 电流 会 受到 力 的 作 
用 , 从 而 可 以 极 大 地 影响 流体 的 运动 . 从 另 一 方面 看 , 这 些 电 流 又 改变 着 磁场 
本 身 . 于 是 就 产生 了 一 幅 磁 现象 与 流体 动力 学 现象 相互 作用 的 复杂 图 像 ,必须 
在 电磁 场 方程 和 流体 运动 方程 的 联 立方 程 组 的 基础 上 进行 研究 . 

磁 流 体 动力 学 的 应 用 领域 涉及 从 液态 金属 到 宇宙 等 离子 体 的 极为 多 样 的 
对 象 . 我 们 将 不 讨论 存在 于 不 同 具体 对 象 之 中 的 专门 的 条 件 , 只 是 指出 , 真正 
的 磁 流体 动力 学 应 用 所 必需 的 , 不 言 而 喻 , 是 所 研究 的 运动 的 特征 距离 和 特征 
时 间 间 隔 远 大 于 相应 的 电流 载 流 子 (电子 、 离 子 ) 的 平均 自由 程 和 平均 自由 时 
间 . 然而 在 某 些 情况 下 , 要 用 与 理想 磁 流 体 动力 学 方程 完全 相同 的 方程 来 描写 
具有 很 大 平均 自由 程 的 介质 的 运动 . 例如 , 这 样 的 情况 出 现在 电子 温度 远大 于 
离子 温度 的 非 平衡 等 离子 体 中 (参见 本 教程 第 十 卷 838) 

在 磁 流 体 动力 学 中 实际 上 提 到 的 介质 的 磁 导 率 与 1 差别 很 小 , 这 种 差别 
对 我 们 此 处 研究 的 现象 没有 意义 . 因此 本 章 中 我 们 将 处 处 假设 y= 1@ 

我 们 首先 在 可 以 略 去 所 有 耗 散 过 程 的 条 件 下 , 亦 即 对 于 理想 流体 , 构建 流 
体 动力 学 方程 组 . 这 意味 着 既 不 考虑 如 黏 性 和 热传导 那样 的 过 程 , 也 不 考虑 介 
质 电导 率 o 的 有 限 性 , 而 把 它 看 作 是 任意 大 

D 在 破 流 体 动力 学 文献 中 , 这 些 条 件 下 的 磁场 经 常 表示 为 B, 以 此 强调 这 里 指 的 
是 平均 微观 磁场 强度 玉 = B. 但 是 , 为 了 与 本 书 研究 非 磁 性 介质 的 其 他 章 的 用 法 统一 ， 
我 们 这 里 仍 使 用 符号 五 来 表示 磁场 
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在 方程 (63.7) 中 令 o 一 co, 我 们 可 以 写 出 


div 百 =0 (65.1) 
EE (65.2) 
流体 动力 学 方程 包括 连续 方程 
2 + div(pv) =0 (65.3) 
(其 中 p 为 流体 密度 ) 以 及 欧 拉 方 程 
+ (vvV)o- ve 3 


其 中 了 为 外 力 的 体积 密度 , 在 现在 的 情况 下 就 是 电磁 力 密度 . 根据 (35.4) 式 ， 


我 们 有 
这 二 了 二 x 互 . 
& 47 


如 此 一 来 , 流体 运动 方程 的 形式 为 


1 1 
++(v:V)v=—-VP-—H xrotH. (65.4) 
p 4r0 


还 应 当 将 联系 流体 压强 、 密 度 和 温度 相互 关系 的 状态 方程 
P= P(p,T), (65.5) 


以 及 反映 无 耗 散 时 运动 绝热 性 的 炉 守 但 方 程 


下 _0s 
三 二 vv.Vs 二 0 (65.6) 
Mg 上 式 中 s 是 单位 质量 流体 的 焙 , 而 
d O 
二 下 十 了 V 


则 用 来 表示 与 流体 运动 粒子 一 起 迁移 的 物理 量 的 变化 的 “物质 ”导数 . 方程 
(65.1) 一 (65.5) 就 构成 了 理想 流体 磁 流 体 动 力学 的 完备 方程 组 . 
众所周知 , 欧 拉 方程 可 以 写 为 表示 动量 守恒 的 形式 (利用 了 连续 方程 ) 
OOD1i; OI;r. 


Bt Ory 0 


其 中 lix 为 动量 流 密度 张 量 (参见 本 教程 第 六 卷 87). 没有 外 力 时 
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首 助 等 式 
HxrotH-=- 5V —-(H.V)H 
变换 (65.4) 式 中 的 最 后 一 项 , 并 考虑 到 div HH = 9Hi/0xn = 0, 我 们 求 得 , 在 磁 
流体 动力 学 中 
Tir = pvivr + POir — 二 人 Hrx 一 > 3 ) (65.8) 


这 样 就 理所当然 地 在 张 量 I 中 加 进 了 麦克 斯 韦 应 力 张 量 . 
在 普通 流体 力学 中 , 能 量 守恒 定律 由 方程 


O V v2 

计 ( 和 +e ) = -di q=po (+e) 
表述 , 其 中 < 与 w=e+P/p 分 别 为 单位 质量 流体 的 内 能 和 炊 , 它们 由 本 教程 
第 六 卷 86 中 的 运动 方程 自动 给 出 . 在 导电 介质 中 存在 磁场 时 应 在 能 量 密度 中 
加 上 磁 能 互 */(8m, 而 在 能 流 密 度 中 加 上 坡 印 亭 矢量 S = cB x 五 /(4n). 现在 
情况 下 在 这 个 矢量 中 应 当 按 照 公 式 


五 一 -2 xH (65.9) 
将 五 通过 互 表示，(65.9) 是 当 o 一 00 ( 且 7 有限) 时 从 (63.2) 推 得 的 串 . 由 
此 , 磁 流 体 动 力学 中 表示 能 量 守恒 的 方程 是 
2 2 
多 (等 +m+ 千 ) = — divg, (65.10) 
其 中 能 流 密度 为 
a = 十 H 65.11 
q=p9 (和 +w) + 让 x(vxH). (65.11) 


通过 直接 计算 不 难 验 证 这 一 方程 . 
我 们 写 出 的 磁 流 体 动力 学 方程 组 是 基于 在 麦克 斯 韦 方程 中 忽略 了 位 移 电 
流 , 这 意味 着 我 们 事先 假设 了 


E 
|rot HI. (65.12) 


根据 (65.9) 式 用 五 表示 五 ,我 们 由 此 得 到 条 件 


vl 

-<< (65.13) 
OO 这 一 表示 与 (63.1) 式 相 对 应 , 该 式 的 含义 是 : 在 和 给 定 流体 体 元 一 起 运动 的 坐标 

系 中 , 电场 E' 等 于 零 , 亦 即 在 理想 导电 介质 中 电场 被 完全 屏蔽 
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其 中 7 和 7 分 别 为 给 定 运动 的 特征 长 度 参 数 和 特征 时 间 参 数 . 从 (65.2) 我 们 估 
计 出 V/r ~vw 从 而 由 (65.13) 得 出 条 件 v 之 6c, 即 运动 必须 是 非 相对 论 的 (这 正 
是 我 们 一 开始 就 假定 的 ). 由 (65.4) 式 我 们 有 估计 值 pv/7 ~ H2/1, 它 与 (65.13) 
综合 起 来 给 出 了 磁场 取 值 的 条 件 : 


He (65.14) 


我 们 注意 到 , 在 方程 (65.10) 的 左 端 没有 电场 能 2/(87), 而 在 方程 (65.7) 
的 左 端 又 缺少 电磁 场 动量 S/c?. 这 些 是 忽略 位 移 电 流 的 必然 结果 . 电场 能 比 
磁场 能 小 对 应 于 不 等 式 ~vH/c < H; 而 Sf/e? ~ EH/c~vH2/ce2 比 pv 小 则 
对 应 于 不 等 式 (65.14). 
回 到 方程 (65.2) 来 ; 可 以 给 这 个 方程 一 个 非常 重要 的 直观 解释 (H. 阿尔 
文 , 1942). 将 方程 右 端 的 旋 度 项 展开 , 并 考虑 此 时 divH = 0: 
oH 
ot 
按照 连续 方程 (65.3), 将 


=(H.V)v-(v.v)H- Hdivv. 


人 
divw = a Vp 
代入 上 式 , 简单 重组 各 项 后 , 我 们 得 到 
O H dH H 
一 一 一 。 一 一 三 一 一 一 一 | .VV . 
(Kt? v) 0 (5 )* (65.15) 


男 一 方面 , 我 们 来 研究 “流体 线 ”, 即 与 组 成 它 的 流体 点 一 起 移动 的 线 . 令 
31 为 此 一 线 的 长 度 元 , 现在 我 们 来 确定 其 随时 间 的 变化 . 假定 v 为 在 长 度 元 
6l 一 关上 点 的 速度 , 则 在 男 一 端 上 的 速度 必 为 v 十 (51.V)v. 因此 , 长 度 元 8 
经 过 时 间 dt 后 改变 了 dt(51. VY)v, 也 就 是 说 


d 
a ey. 
ey 


我 们 看 到 , 矢量 1 和 五 /po 随时 间 的 变化 由 同样 的 方程 确定 . 由 此 得 出 ， 
如 果 初 始 时 刻 这 两 个 天 量 方向 相同 , 则 它们 后 来 就 一 直 平 行 ,它们 的 长 度 也 相 
互 成 比例 地 改变 . 换 句 话说 , 如 果 两 个 无 限 接近 的 流体 点 在 同一 条 磁力 线 上 ， 
则 它们 今后 也 将 在 同一 条 磁力 线 上 , 物理 量 五 /p 将 正比 于 它们 之 间 的 距离 
二 化: 

将 无 限 接近 的 两 点 转换 为 相互 处 于 任何 有 限 距离 的 两 点 , 我 们 得 出 的 结 
论 是 , 每 条 磁力 线 都 与 处 于 它们 上 面 的 流体 点 一 起 移动 . 可 以 说 ,在 c 一 co 时 
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磁力 线 是 “冻结 ”在 与 它们 一 起 移动 的 流体 物质 上 『. 物理量 互 /p 在 每 一 点 
上 都 正比 于 该 点 对 应 的 “流体 线 ” 的 伸 长 而 变化 . 如 果 可 把 运动 流体 当 作 不 可 
压缩 流体 , 则 p = const, 此 时 磁场 强度 本 身 正 比 于 磁力 线 的 伸 长 而 变化 . 

这 些 结果 还 有 男 一 个 直观 的 方面 . 从 这 些 结果 可 知 , 如 果 某 一 流体 封闭 
回路 随时 间 移 动 , 这 个 回路 绝 不 会 切割 磁力 线 . 这 表明 (参见 863) 穿 过 覆盖 这 
一 回路 的 任何 曲面 的 磁 通 量 不 随时 间 改 变 . 
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在 通常 的 流体 动力 学 中 , 耗 散 过 程 取 决 于 三 个 物理 量 : 两 个 黏 性 系数 和 
一 个 热传导 系数 . 在 磁 流 体 动 力学 中 , 这 个 数目 显著 增加 . 这 既是 因为 出 现 了 
新 的 具有 电 本 质 的 物理 量 , 也 是 因为 在 每 一 点 上 存在 特殊 的 方 回 , 亦 即 五 的 
方向 , 这 个 方向 的 存在 破坏 了 流体 的 各 问 同性 . 不 过 , 我 们 仅 限 于 研究 最 简单 
的 情况 , 亦 即 介质 中 的 所 有 动 理学 系数 均 可 认为 是 常量 , 特别 是 , 它们 不 依赖 
于 人 磁场 的 大 小 和 方向 . 这 样 在 通常 的 条 性 系数 m,¢ 和 热传导 系数 x 之 外 , 只 增 
加 了 一 个 量 一 一 电导 率 o2. 

动 理学 系数 与 磁场 无 关 的 假设 意味 着 满足 一 些 特定 的 条 件 , 与 理想 流体 
的 磁 流 体 动 力学 相 比 , 这 些 条 件 大 大 缩小 了 方程 的 适用 范围 . 确切 地 说 , 载 流 
子 的 平均 自由 程 必须 比 其 在 磁场 中 运动 轨迹 的 曲率 半径 小 得 多 ; 换 句 话说 , 碰 
撞 频 率 必 须 远 大 于 载 流 子 的 拉 莫 频率 . 这 一 条 件 在 特别 稀薄 的 介质 或 特别 强 
的 磁场 内 会 被 破坏 包 . 

计 及 黏度 和 电导 率 后 , 方程 (65.2) 被 完整 方程 (63.7) 所 替换 : 


oH 
= 0t(v x H)+ A (66.1) 
磁 流 体 动力 学 欧 拉 方程 则 被 替换 为 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 
型 十 人 V)v =- -2YP+3Ao+- 了 2)Ydive- TsHxroth. (66.2) 


我 们 注意 到 , 方程 有 二 i 0 一 00 时 磁力 线 冻 结 的 性 质 在 黏 
性 理想 导电 介质 中 依然 保留 . 
绝热 方程 (65.6) 现在 换 成 了 传 热 方 程 . 在 普通 流体 中 , 其 形式 为 


Os Ov 
kd . 时 
pT (有 二名 va) = Oik + div(xVT7) 


中 在 热力 学 非 均 匀 但 处 处 各 向 同性 的 介质 中 ,电流 与 电场 的 联系 还 包括 温差 电 系 
数 a (826). 但 如 果 这 个 系数 为 常数 , 它 将 不 在 运动 方程 中 出 现 . 

@ 关于 这 些 条 件 被 破坏 情况 下 的 等 离子 体 磁 流体 动力 学 方程 问题 , 在 本 教程 的 另 
外 一 卷 中 讨论 (参阅 本 教程 第 十 卷 858、859). 
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( 见 本 教程 第 六 卷 349). 方程 左 端的 表达 式 代 表 流 动 流体 元 在 单位 时 间 内 生成 
的 热量 (相对 于 单位 体积 ), 而 右 端 的 表达 式 则 是 在 相同 时 间 内 同一 体积 中 被 
耗 散 的 能 量 . 其 中 第 一 项 与 黏度 有 关 , c4 为 黏 性 应 力 张 量 





OU; OUE 2 . 
Oik = 7 ( 半 和 Dr > 30ik div " 十 COik div wv. 


第 二 项 给 出 与 热传导 有 关 的 耗 散 . 在 导电 流体 中 , 这 里 必须 加 上 焦耳 热 . 相对 
于 单位 体积 的 焦耳 热 等 于 





了 c2 
es TE (rot 五) 
因此 , 磁 流 体 动力 学 中 的 传 热 方程 为 
Os / O ? 人 
AT (+t vs) 0ik 二 + x 人 + Ton (rot H) (66.3) 
在 动量 流 密 上 度 张 量 中 加 上 黏 性 应 力 张 量 
Tlir. 一 OUiUK 十 POix 本 一 二 (Bim 一 ja ) (66.4) 
热流 密度 现在 由 表达 式 
= J (wo ) wp ey xH)— a ot H (66.5) 
q = pv 5 W|I—(vo )—x 7?) JE r 


给 出 (其 中 (vo’) 是 分 量 为 ofjvx 的 矢量 ). 这 里 增加 了 既 与 和 儿 性 和 热传导 有 关 ， 
又 与 导电 性 有 关 的 项 . 后 一 项 是 将 (63.2) 式 中 的 电场 强度 马 代 入 坡 印 亭 和 拓 量 
后 得 到 的 : 


】 ] 
B=1- -vxH= rtH- -vxH (66.6) 
TO 


如 果 将 运动 流体 当 作 不 可 压缩 流体 ,上述 方程 能 得 到 某 些 简 化. 连续 性 
方程 归结 为 divw = 0, 而 方程 (66.2) 中 倒数 第 二 项 消失 . 我 们 再 一 次 将 相应 
的 方程 组 写 出 (此 时 借助 于 已 知 的 矢量 分 析 公 式 方便 地 变换 了 方程 (66.1) 和 
(66.2) 中 的 rot(v x 五 ) 项 和 互 xrot 互 项 ) : 


2 (66.7) 
oH 区 
一 -一 :VIH=(H. 一 一 人 万 
可 十 (7 V) ( re (66.8) 
OvV | és 1 
a Rs Ee A i AS 
+ (Vv:V)v iv ( 十 7 ) a ee. )H+vAv (66.9) 


(其 中 v= /po 为 运动 学 黏度 ). 至 于 方程 (66.3), 如 果 我 们 不 是 专门 对 流体 内 温 
度 分 布 有 兴趣 的 话 , 则 解 不 可 压缩 流体 的 问题 时 完全 用 不 看 它 . 
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众所周知 , 在 普通 流体 动力 学 中 引入 了 表征 与 对 流 项 相 比 黏 性 项 在 运动 
方程 中 作用 的 雷诺 数 : R= wl/v, 其 中 ! 和 ww ~ 1/7 为 流体 在 给 定 运 动 中 的 特 
征 长 度 和 特征 速度 . 与 这 个 数 类 似 , 在 磁 流 体 动 力学 可 引进 磁 雷 诺 数 
ul Cc 


mm 一 一 ) mm 一) : 
Ri We (66.10) 


以 表征 方程 (66.1) 中 电导 项 的 作用 ; 这 一 项 与 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 的 vAw 
项 类 似 , 物理 量 mm 扮演 磁场 的 “扩散 系数 ”的 角色 . 当 Ra > 1 时, 这 一 项 看 
起 来 可 以 忽略 不 计 . 但 是 , 对 于 究竟 在 哪些 情况 下 才 可 以 忽略 流体 中 的 耗 散 过 
程 这 个 问题 ,并 没有 一 般 的 答案 , 因为 相应 的 条 件 极 大 地 依赖 于 运动 的 具体 特 
征 ; 例如 , 对 于 定常 和 非 定 常 运动 条 件 就 完全 不 一 样 . 

在 导电 性 很 差 的 流体 这 个 相反 极限 下 , Ra 志 1, 磁 流 体 动力 学 方程 组 可 
极 大 地 简化 (C. I. 布 拉 金 斯 基 , 1959). 

原因 在 于 , 这 种 情况 下 磁场 受 流 体 运 动 的 扰动 很 小 . 如 果 未 扰动 场 往 与 
时 间 无 关 (下 面 将 作 此 假设 ), 则 其 在 运动 流体 中 的 变化 五 ' 可 以 通过 令 方 程 
(66.1) 右 端 的 两 项 相等 来 估计 : 


rot(v XxX)~ mA 万 ， 


由 此 可 得 H' ~ Rm5, 并 且 在 Ra < 稳 工时 确 有 五 "和 六 忽略 这 一 改变 , 可 以 认 
为 磁场 五 与 外 源 在 真空 中 建立 的 磁场 入 相同. 此 时 , 鉴于 久 为 常量 ,我们 有 
rot 五 = -cr-10 和 518 三 0, 即 电场 为 势 场 : B= 一 Vy. 电势 的 方程 可 由 在 略 去 位 
移 电流 情况 下 一 致 满足 的 等 式 div7 = 0 (也 就 是 借助 于 方程 rot H = 4r7/oe) 
得 到 . 代入 电流 密度 
j=0(-votivx5), 

并 注意 到 对 于 未 扰动 磁场 rot 多 = 0, 在 o = const 的 情况 下 我 们 得 到 方程 

太太 二 -5 ‘ rot v. (66.11) 


第 二 个 方程 是 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 


1 
+ Vo = -iVP+vAv+ (66.12) 


(我 们 将 它 写 成 针对 不 可 压缩 流体 的 形式 ), 其 中 外 力 的 体 密度 为 


1 1 
f=-jXx 务 = | 与 xVp+- 生 x (与 x 可 | (66.13) 


方程 (66.11) 一 (66.13) 便 是 所 要 寻求 的 方程 组 . 
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黏 性 导电 介质 磁 流 体 动 力学 运动 最 有 教 益 的 例子 是 两 个 平行 固体 平面 
之 间 的 定常 流动 , 其 中 在 垂直 于 平面 的 方向 上 施加 有 均匀 磁场 (J. 哈 特 曼 
1937). 这 个 运动 是 普通 流体 动力 学 中 泊 肃 叶 流 的 最 简单 的 类 比 . 

人 们 自然 会 假定 流体 速度 的 方 品 处 处 相同 (我 们 取 它 沿 x 方向) ; 这 一 速 
度 只 依赖 于 垂直 于 固体 平面 方向 的 坐标 z. 因 流 体 运 动 而 产生 的 纵向 磁场 H， 
也 有 同样 的 性 质 . 而 压强 P 还 依赖 于 xz, 因为 在 运动 方向 存在 支持 定常 流 的 
压强 梯度 . 方程 divwv = 0 恒 满 足 , 而 由 方程 div 巨 = 0 得 出 Hs = const 二 5. 
方程 (66.9) 的 z 分量 表 明 以 下 两 项 之 和 


仅 为 zZ 的 函数 . 但 由 于 厂 ; 并 不 依赖 于 z, 故 压 强 梯度 dP/dz 只 可 能 是 xz 的 函 
数 , 实际 上 (由 于 沿 zx 轴 的 均匀 性 ) 它 等 于 一 个 常量 -AP/ (AP 为 在 长 度 1 上 
的 压强 降 ). 

进而 , 方程 (66.8) 一 (66.9) 的 z 分量 给 出 : 





dv c2 d*H.,. 
一 十 一 一 = 67.1 
dz 4no dz? : 人 
dH A , 
ns ee 和 一 const 三 一 et (67.2) 


国体 表面 的 边界 条 件 要 求 黏 性 流体 的 速度 等 于 零 , 也 要 求 磁 场 强度 切 癌 分 量 
连续 : 

v=0，H;=0 ( 当 z= 士 o 时 ) 
其 中 2a 为 两 固体 平面 间 的 距离 , 平面 z=0 处 于 两 固体 平面 正中 间 . 方程 
(67.1) 一 (67.2) 的 满足 这 些 条 件 的 解 为 


cosh(a/0) — cosh(z/6) 2 /2 
0 


4r ， (z/a) sinh(o/5) — sinh(z/6) 
NT ZZ/a sin 人 一 Sin 这 

Es “vo cosh(a/0) 一 1 

恒定 不 变 的 vo 是 流体 在 中 间 平 面 z = 0 上 的 速度 . 将 (67.3) 式 代 入 (67.2) 式 


后 , 可 得 到 它 与 压强 梯度 的 关系 . pd 体 速度 为 


i AP ad a 0 
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-= 时 fs (67.5) 


可 以 作为 比较 磁场 与 慕 性 对 流动 影响 程度 的 判 据 (这 个 量 侯 称 为 哈 竺 曼 效 
(Hartmann number), G 安 1 时 , 有 


2 二 
a de one (67.6) 


也 就 是 通常 的 泊 肃 叶 流 , 但 如 果 G > 1, 则 有 
WC 


让 1 人 -2 Vs - ， 
0 HVon 
A ee 剖面 更 为 平 绥 ， 的 
运动 速度 (在 给 定 压强 梯度 下 ); 主要 的 速度 下 降 发 生 在 靠近 固体 平面 厚 
的 层 内 . 
流体 运动 导致 y 轴 方 向 出 现 电场 . 由 于 运动 的 定常 性 , rot EB = 0, 从 而 
已 , = const. 流体 中 的 电流 密度 为 


-5); 


但 通过 流体 檬 截面 的 总 电流 必须 为 零 ; 实际 上 , 由 于 有 j= (c/n)(rot FH ),， 
故而 


物理 量 





a 


(67.7) 





A “ OH, | 
id= An 二 Oz 人 | (0 = 0. 


所 以 , 我 们 有 
jydz 一 200 忆 ,一 zo5 vdz°=0, 


由 此 得 到 
$. (67.8) 


8$68 平衡 位 形 
在 恒定 磁场 中 静止 的 理想 导电 流体 (为 明确 起 见 , 我 们 这 里 指 等 离子 体 ) 
的 平衡 由 方程 


] 


二 ot 万 (68.2) 


divH =0 (68.3) 
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电流 密度 , 它 通过 麦克 斯 书 方程 (68.2) 与 磁场 相 联系 . 本 节 中 我 们 将 研究 作为 
这 些 方程 最 后 结果 的 平衡 位 形 的 名 干 一 般 性 质 , 完全 不 介入 关于 这 些 位 形 的 
稳定 性 的 复杂 而 又 多 样 的 问题 %. 

将 方程 (68.1) 标 乘 了 或 j, 我 们 求 得 


(H.V)P=0, (j;.V)P=0, (68.4) 

亦 即 压强 沿 和 磁力 线 的 导数 和 沿 电 流 线 的 导数 等 于 零 . 换言之 ,电流 和 磁场 处 于 
P(z,yz) = const (68.5) 

的 表面 上 , 这 些 面 称 为 磁 面 . 原则 上 , 每 一 个 磁 面 都 可 以 是 平衡 位 形 的 边界 @. 


如 果 从 写 为 动量 守恒 形式 的 方程 (65.7)，(65.8) 出 发 , 平衡 方程 (68.1)， 

(68.2) 也 可 以 表示 为 

Olix 

OTk 

的 形式 . 将 这 些 方程 乘 以 zx, 并 在 被 一 封闭 曲面 包围 的 某 一 体积 内 对 其 积分 . 
分 部 积分 并 注意 到 8x /8x; = Six, 我 们 得 到 包 





1 i 
=0, Ilx = Pix 一 元 (HA 3 dx ) (68.6) 


| mav 一 f Tawedfi (68.7) 


将 (68.6) 式 中 的 ILx 代入 后 , 上 式 具 有 以 下 形式 : 


fr) wf 


(S. 钱 德 拉 塞 卡 , E. 费 米 , 1953). 
令 等 离子 体 占据 某 一 有 限 空间 , 其 外 部 的 压强 已 = 0, 并 令 其 外 部 没有 任 
何 给 定 的 场 源 (带电 流 的 刚性 导线 ). 此 时 在 远离 等 离子 体 处 磁场 以 1/r3 的 方 
式 衰减 , 如 果 将 积分 扩展 到 全 空间 , 则 面积 分 等 于 零 . 然而 显然 为 正 的 物理 量 
3P + 了 H2/(8x) 的 积分 不 可 能 为 零 . 由 此 得 出 的 结论 是 : 不 可 能 存在 没有 外 源 
@ 有 关 这 个 问题 的 基本 结果 (在 磁 流 体 动力 学 框架 内 ) 可 以 在 B. B. 卡 多 姆 采 夫 的 
论文 “等 离子 体 的 磁 流体 稳定 性 ” 中 找到 , 该 文 刊 于 文集 Bonpoct reopun nnaamm. B. 


2. 一 M.: 1963，( 瑞 译文 见 : Reviews of Plasma Physics (Ed.by M.A. Leontovich), V.2, p153, 
Consultant Bureau N.Y. (1966) ) 

@ 由 方程 (68.1)，(68.2) 确定 的 压强 PP 只 准确 到 相差 一 个 可 加 常量 . 因此 任何 一 个 
磁 面 都 可 以 是 已 =0 的 表面 . 

@ 这 个 结论 与 有 名 的 位 力 定 理 的 结论 相似 ,参见 本 教程 第 二 卷 834. 
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产生 的 磁 场 支 持 的 有 限 空 间 的 平 衡 位 形 ; 当 这 些 外 源 存 在 时 6, 锣 瑞 右 
端 归 结 为 对 这 些 外 源 表 面 的 积分 ,原则 上 条 件 可 以 得 到 满 足 (B. A. 沙 弗 兰 诺 
夫 , 1957 ). 

让 我 们 来 研究 最 简单 的 非 局 域 位 形 无 限 长 柱 形 等 离子 体 绳 (或 等 离 
子 体 短 缩 呈 ), 它 沿 长 度 方向 均 匀 ; 在 z 轴 沿 强 。 轴 的 柱 面 党 术 下 , 所 有 物 
理 量 只 ”依赖 于 径 向 坐标 "7. 磁 顽 网 分 最 六 必须 等 于 零 , 否则 由 于 方程 





J 
di vH-—(rH,)=0, ee 
r dr 家 


Hi 在 7 一 0 时 趋 于 无 穷 大 . 因为 可 直接 从 方程 (6 8 弄 ) 推 得 方程 di j= 0, 故 
将 (6 吾 ) 式 写 为 分 量 形 式 , 得 到 





c dH, . c d 
) 一 ”一 一 -一 之 En FH 。 
J in dr 玫 Anr dr (rHo) 


从 第 二 个 等 式 , 我 们 有 





a = jam de (6 @) 


cr 
于 是 , 方程 (6 8.1) 取 以 形 式 : 
i 
dr 2xc2r? dr 了 T8 dr 
这 里 可 能 存在 两 种 极为 不 同 的 特 殊 情 况 . 其 -中 被 称 为 z 敌 缩 ) 五: = 
0, jo = 0. 将 方程 (6 30) 乘 以 r? 并 将 其 从 0 到 强 半径 对 7 积分 (边界 条 件 
为 P(a 让 0), 我 们 得 到 平 衡 条 件 的 形 式 为 





(6 8.10) 











a J2 
P(rys2nrdr = 2 (6 8.11) 
式 中 J (a ) 为 通 ”过 强 的 总 电 蕉 这 号 特 , 193). 在 这 种 情况 下 平 衡 位 形 的 
维持 依 年 纵 回电 流 实现 . 

另 一 种 情况 ( 称 作 9 短 缩 @) 是 : 万 ,= 0, js = 0. 这 种 情况 下 由 (6 &0) 式 


有 i g 
H 1 
Pp ZE | 
十 3 37 (6 8.1 2) 





其 中 $5 为 强 外 纵 问 磁 场 . 等 离子 体 约 束 徘 外 部 纵 回 磁 场 实 现 . 


Qj 这 个 术语 来 源 于 英文 词 to pinch. 
@ 这 个 名 称 来 源 于 通常 用 9 表示 的 柱 坐 标 中 的 角度 . 
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在 任意 的 局 部 空间 的 轴 对 称 位 形 中 , 径 向 分 量 及 . 和 j; 可 以 不 为 零 (在 
环 位 形 中 ). 除 此 之 外 , 物理 量 现在 可 以 不 仅 依赖 于 7, 也 依赖 于 z. 
将 方程 (68.1) 一 (68.3) 用 分 量 写 出 , 它们 的 形式 为 : 


| | OP . . OP . . 
jpHz — jzHyo = co—, jrHy— joHr =co—, jzHr = jrHs, (68.13) 








Or Oz 
c OH, C . c /OH. OF, 
人 
1 0 OH, 
-FHr) + 0 (68.15) 


显然 可 以 看 出 (其 实 从 方程 (68.1) 的 矢量 形式 已 可 看 出 ) 这 些 方程 的 结果 : 
如 果 电 流 密度 沿 角 向 分 布 (ji = js = 0, jo 关 0), 则 磁场 沿 经 向 分 布 (Hs = 0). 
如 果 磁 场 沿 角 向 , 还 可 作出 更 强 的 结论 : 不 仅 电 流 密 度 沿 经 向 分 布 , 而 且 整 个 
平衡 位 形 只 能 是 > 夭 缩 (j; = 0, Hs 和 jz 不 依赖 于 z) ; 从 (68.13) 式 的 头 两 个 
方程 中 消去 PP 后 , 使 用 剩 下 的 方程 很 容易 证 实 这 个 结论 . 

方程 组 (68.13) 一 (68.15) 可 以 归结 为 一 个 方程 (B. A. 沙 弗 兰 诺 夫 , 1957; 
H. 格雷 德 , 1958). 为 此 我 们 引进 物理 量 


vn = | H; :2xrdr, wh ys + nd (68.16) 
0 0 


分 别 为 通过 垂直 于 z 轴 半 径 为 7 的 圆 的 磁 通 量 和 总 电流 . 从 这 些 定义 以 及 方 
程 div 瑟 = 0 与 div7 = 0 我 们 求 得 磁场 和 电流 密度 的 经 向 分 量 为 : 


1 Ov 1 Ov 
Tr Bz 57 Or 
J (68.17) 
1 0J 1 OJ 


Tn oz’ 7) 2nr Dr 
这 些 表达 式 表明 , w 和 J 的 梯度 分 别 与 磁力 线 和 电流 流 线 正 交 . 回想 在 本 节 开 
头 时 所 讲 过 的 磁 面 (68.5) 式 , 由 此 可 以 得 出 结论 : 和 J 这 两 个 量 在 磁 面 上 是 
常量 , 从 而 ,PP 这 三 个 量 中 的 每 两 个 都 可 以 只 表示 为 第 三 个 量 的 函数 . 特 
别 是 ， 

Ps (68.18) 

借助 于 方程 (68.14), 通过 和 J 表示 的 磁场 和 电流 的 角 向 分 量 分 别 为 : 
' (入 1 Ow a 


= 


Or2 TOr 下 Oz2 
最 后 将 所 得 表达 式 代 人 方程 (68.13) 中 的 第 一 个 方程 , 我 们 就 得 到 了 所 要 
求 的 方程 


(68.19) 


2 2 2 ] 72 
人 
Or OO2 dy cc dy 





(68.20) 
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给 出 具体 的 (任意 选取 的 ) 依赖 关系 P(w) 和 J(w) 并 解 这 个 方程 之 后 ,我 们 就 得 
到 某 个 在 原则 上 可 能 的 平衡 位 形 ; 其 中 的 磁场 和 电流 分 布 分 别 由 公式 (68.17) 
和 (68.19) 确定 , 而 磁 面 则 由 vw(r,z) = const 给 出 . 
作为 具体 实例 , 我 们 引入 表达 式 
Ww nn dd a 
pe 十 7“)z“ 十 3 
这 一 表达 式 是 方程 (68.20) 在 dP/dw = const 和 djJ2/dw% = const 时 的 解 , 其 中 
wosy bd 是 常量 同时 
ja 8n2dJ? ,2 
16r 汪汪 —awo, i —bR?*wo. 
这 个 解 描写 的 是 环 位 形 , 由 相互 钥 套 的 环形 磁 面 = const 组 成 ; 其 中 任 一 
个 磁 面 可 以 取 为 等 离子 体 边界 已 = 0. 最 靠 内 的 磁 面 退 化 为 一 条 线 一 一 一 个 
r 二 R, z= 二 0 的 圆周 (这 个 圆周 称 为 磁 轴 ). 徘 近 磁 轴 处 
1 1 
二 ~ SR++ oR Dr RR) 
例如 ,如果 5b 十 1 > 0,a > 1, 则 靠近 磁 轴 的 磁 面 的 横 截 面 是 椭 加 . 在 远离 磁 轴 
时 增 大 , 而 压强 下 降 . 在 P=0 的 磁 面 (等 离子 体 边界 ) 之 外 , 支持 平衡 所 
必需 的 磁场 由 右 端 为 零 的 方程 (68.20) 确定 , 边界 条 件 为 函数 及 其 法 癌 导 数 
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我 们 来 研究 小 扰动 在 均匀 导电 介质 中 的 传播 , 介质 处 于 均匀 恒定 磁场 Ho 
中 . 此 时 我 们 将 流体 看 作 理 想 流体 , 即 忽略 其 中 的 所 有 耗 散 过 程 包 . 

我 们 从 磁 流 体 动 力学 方程 组 (65.1) 一 (65.4) 出 发 . 绝热 方程 (65.6) 仅 表 
明 , 如 果 示 扰动 介质 是 均匀 的 , 则 在 扰动 后 的 介质 中 将 有 s = const, 亦 即 运动 
是 等 箭 的 . 

我 们 令 


Cs A (68.21) 





H= Hoth, 0 一 00 十 0 P=h+P, 
其 中 市 下 标 “0” 的 量 表示 该 量 的 恒定 平衡 值 , 而 h,p', P' 为 这 些 量 在 波 中 的 小 
变化 . 平衡 时 为 零 的 速度 v 也 属于 同 量 级 的 小 量 . 由 于 运动 是 等 恼 的 , 密度 变 
化 和 压强 变化 相互 之 间 由 等 式 
已 = uop 
@ 允许 略 去 这 些 过 程 的 条 件 是 波 的 阻尼 系数 很 小 ,本 闻 的 习题 将 计算 这 个 系数 . 


869 ” 磁 流 体 动 力学 波 . 293 ， 


相 联 系 , 其 中 wf = (9P/6p)s 为 该 介质 中 通常 声速 的 平方 . 略 去 方程 (65. 1) 一 
(65.4) 中 高 于 一 阶 的 小 量 , 我 们 得 到 以 下 线性 方程 组 : 


jh 9 / 
divh =0,， — =rot(v x H), he 二 pdivv = 0， 
Ov . 呈 1 4 (oD 
0 / 
2 Sr | 
. Vp i x rot h) 


此 人 处 和 后 面 , 为 了 标记 简单 , 我 们 将 去 掉 标 记 物 理 量 平衡 值 的 下 标 “0”. 
我 们 来 寻求 这 些 方程 的 形 如 平面 波 ~ ei(er-oeg 的 解 . 此 时 方程 组 (69.] 
化 为 代数 方程 组 
—wh=kx (vx H), wp' = pk:v, 
(69. 2) 


2 
一 Ww 十 pk 一 -有 H x (kxh) 
Pp Tp 


(由 方程 divh = 0 导出 的 等 式 k.h 二 0 自动 满足 , 可 不 必 单 独 研究 ). 

(69.2) 中 的 第 一 个 方程 表明 , 矢量 h 与 方向 沿 z 轴 的 波 和 拓 & 垂直 . 我 们 
将 通过 kk 和 五 的 平面 选 作 zy 面 , 此 外 , 引进 波 的 相 速 度 v = w/k. 借助 第 
二 个 方程 消去 第 三 个 方程 中 的 p', 并 将 方程 改写 为 分 量 形式 , 我 们 得 到 以 下 方 
程 组 : 


Hs; 
uh > 二 一 一 Uz Hy, UV> 一 0 (69.3) 
Hz 
uhy = vr Hy — vyHz, uvy = ~ Anp 上 
(69. 4) 


2 H 
u 4np 


我 们 这 里 把 方程 分 成 了 两 组 , 其 中 第 一 组 只 含 变量 hs,v,, 而 第 二 组 只 含 
hy,vz,vy. 由 此 得 出 , 这 两 组 变量 的 扰动 相互 独立 地 传播 . 密度 扰动 p' 以 及 与 
之 相 联 系 的 压强 扰动 与 扰动 hy,vz,vy 一 起 传播 , p' 与 vo 相 联 系 的 关系 式 为 

人 
和 (69.5) 


(69. 3) 式 中 两 个 方程 的 相 容 条 件 给 出 

一 Hs| 三 人 A 
VI 

(下 面 我 们 将 认为 H; > 0, 去 掉 式 中 的 取 绝 对 值 号 ). 在 这 些 波 中 , 垂直 于 波 传 

播 方向 和 人 恒定 磁场 瑟 方 各 的 磁场 分 量 hs 发 生 振 动 . 速度 wv 与 hs 一 起 振动 ， 

它 与 hs 通过 关系 式 





u (69. 6) 


(69. 7) 
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相 联 系 . 
公式 (69.6) 给 出 的 w 与 上 之 间 的 关系 (色散 关系 ) 
1 
一 a .天 (69.8) 


极 大 地 依赖 于 波 矢 的 方向 . 波 传 播 的 物理 速度 是 群 速度 一 一 导数 9w/0k. 在 
当前 情况 下 它 等 于 


Ow H 
人 (69.9) 


且 不 依赖 于 开 的 方向 .被 理解 为 群 速度 方向 的 波 的 传播 方向 与 磁场 万 的 方向 

相同 . 这 个 波 称 为 阿尔 文 波 (了 HH. 阿尔 文 , 1942), 而 速度 (69.6) 称 为 阿尔 文 速度 . 
我 们 回 到 方程 (69.4) 所 描述 的 波 ; 它们 被 称 作 磁 声波 . 构建 方程 (69.4) 的 

行列 式 并 令 其 等 于 零 后 , 我 们 得 到 w* 的 二 次 方程 , 方程 的 根 为 : 


1/2 
1| 8H? H? ′ 万 2 
2 2 2 人 
gS 士 || 一 二 
fs 一 攻 十 Uo (下 + Np 4 (69.10) 


这 样 一 来 , 我 们 又 得 到 两 种 类 型 的 波 : 与 公式 (69.10) 中 “+” 号 和 “-” 号 对 应 
的 波 分 别称 作 快 磁 声 波 和 慢 磁 声波 . 
在 极限 情况 下 , 当 H? 和 4rpua 时 , 我 们 有 ur 3 wo, 而 从 方程 (69.4) 得 出 
vz. 换 句 话说 , 快 磁 声 波 在 此 极限 下 转变 成 以 速度 wo 传播 的 普通 声波 . 
站 中 的 微弱 的 横向 右 场 通过 关系 


与 vz 相 联系 . 在 同样 的 极限 下 , 慢 磁 声波 速度 与 阿尔 文 速 度 uA 相同 . 此 时 


hy 
V4Anp 


如 同 第 一 种 类 型 的 波 一 样 , 不 过 具有 男 一 种 偏振 : v 和 hh 在 通过 kk 和 五 的 平 
面 上 , 而 不 是 处 在 冬 直 于 它 的 平面 . 
在 不 可 压缩 流体 (形式 上 对 应 于 wo 一 co 的 极限 ) 中 , 总 共 只 剩 下 一 种 类 
型 的 波 具有 两 个 独立 偏振 的 阿尔 文 波 . 这 些小 的 色散 关系 由 公式 (69.8) 
给 出 , 矢量 v 和 疡 垂直 于 波 和 天 并 以 关系 式 
h 
VAnp 





SE (69.11) 





相 联 系 . 
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纵 回 磁场 存在 时 流体 的 横向 位 移 在 其 中 以 波 的 形式 传播 , 可 以 直观 地 解 
释 这 一 事实 . 由 于 磁力 线 冻 结 , 流体 点 的 横向 位 移 导 致 磁力 线 的 弯曲 , 从 而 导 
致 其 伸 长 或 在 某 些 地 方 的 压缩 . 然而 , 作用 于 磁场 中 的 力 (用 麦克 斯 韦 应 力 张 
量 表 示 的 ) 的 特征 是 磁力 线 似 乎 趋向 于 缩短 但 又 同时 相互 推 挤 名. 因此 在 它 
们 弯曲 时 出 现 了 使 它们 重新 变 直 的 准 弹 性 力 , 这 就 产生 了 振动 . 
我 们 再 重新 回 到 公式 (69.4) 和 (69.10), 来 研究 相反 的 极限 情况 五 2 渤 
4npub. 此 时 , 在 一 级 近似 下 wr 为 
H 
uf 一 a 
由 于 这 个 表达 式 不 依赖 于 k, 故 群 速度 与 ur 数值 相同 并 指 癌 卡 方向 . 在 这 个 
波 中 , 矢量 v 垂直 于 五 ( 见 图 40), 有 旦 其 绝对 值 与 = |h,| 以 关系 式 
h 
4 


相 联 系 . 在 这 种 情况 下 , 对 于 ws, 我 们 有 





DD 一 


和 





医 | 40 

此 时 群 速度 为 

aw _,H 

Ok °F 
在 这 个 波 中 与 五 反 平 行 , 而 其 绝对 值 以 

H? 

~ arpuoH, 

与 h 相 联 系 . 


”@ 事 实 上 , 邻 磁力 线 与 z 轴 重 合 . 此 时 纵向 应 力 [4s(65.8) 含 负 项 -H2/(87), 而 横向 
应 力 ms my 含有 正 项 H?/(8n). 
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当 有 H? 与 pwu3 之 间 的 关系 为 任意 时 , 无 论 是 ur 还 是 ws 部 依赖 于 波 矢 的 方 
向 . 在 尺 与 五 间 夹 角 增 大 时 , ur 单调 上 升 , 而 ws 单调 下 降 . 容易 看 出 , 以 下 不 
等 式 始终 成 立 : 
Us SUASUr, Uf 之 U0, Us < Uo. (69.12) 
如 果 | 五 , 则 we 和 ws 相应 地 等 于 量 wo 和 wa = 旦 /V4np 中 的 较 大 者 和 和 较 小 
者 . 如 果 上 五 ,我们 有 
H? 
uf 一 ju 十 一 一 ， (69.13) 
而 wa 和 ws 趋 于 零 , 亦 即 仅 余下 快 磁 声波 . 
最 后 , 让 我 们 研究 磁 流体 动力 学 方程 的 两 个 精确 解 , 它们 具有 任意 振幅 
(不 必 是 小 振幅 ) 的 平面 波形 式 . 
其 中 之 一 是 以 速度 ua 在 不 可 压缩 流体 中 传播 的 平面 阿尔 文 波 , 也 就 是 
仅 以 组 合 x 一 wat 的 形式 出 现 的 x 和 上 的 函数 . 实际 上 , 让 我 们 来 看 精确 方 
程 组 (65.1) 一 (65.4). 不 可 压 流 体 中 的 连续 方程 (65.3) 归结 为 divwv = 0, 由 此 
vz 二 const; 不 失 一 般 性 , 可 以 令 w = 0, 这 归结 为 选择 适当 的 参考 系 . 由 方程 
div 互 =0 得 出 殉 = const. 用 hh 表示 五 的 横 癌 分 量 , 由 方程 (65.2) 和 (65.4)， 
我 们 得 到 
Oh_jo 0_ He Mh 
ot “Or’ Ot V4npoxr. 
这 表明 , 精确 方程 自动 约 化 为 描写 具有 相 速 度 (69.6) 而 且 wv 和 hh 以 关系 式 
(69.11) 相 联 系 的 平面 波 的 线性 方程 ; 波 的 轮廓 , 亦 即 水 数 依赖 关系 h(x 一 wat) 
任意 . 对 于 (65.4) 的 zx 分量, 我 们 有 
OP 


0 
a Ox 


从 而 


h2 
P+ 本 const, (69.14) 


这 个 公式 确定 了 波 中 压强 的 变化 . 
另 一 种 情况 是 垂直 于 磁场 传播 的 简单 波 (C. A. 卡 普兰 , K. I. 斯 坦 纽 科 
维 奇 , 1954). 令 人 磁场 方 品 沿 y 轴 ; x 轴 如 同 前面 一 样 在 波 的 传播 方向 上 . 此 时 

HH; =0,Hy= 二 HH 且 方 程 div 五 =0 自动 满足 . 方程 (65.2) 二 (65.4) 给 出 
OH (viH) 








2 (69.15) 
Op OWzp) _ 
+ 0 (69.16) 








Bn 人 
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容易 确认 , 从 头 两 个 方程 可 得 关系 式 H/p = 满足 方程 
Ob Ob 
到 要 Vz 7 二 0 

或 db/dt = 0, 此 处 的 全 导数 表示 给 定 流体 元 移动 时 物理 量 的 变化 率 . 由 此 可 

推 得 , 如 果 在 开始 时 刻 流体 是 均匀 的 , 即 b 在 其 中 是 常量 , 则 在 随后 的 所 有 时 

刻 也 将 有 .= const. 将 五 = pb 代入 第 三 个 方程 , 我 们 得 到 


Ovz Our 109 be 

这 样 一 来 , 从 方程 中 消去 了 和 位 场 , 问题 归结 为 求解 方程 (69.16) 和 (69.18). 然而 
这 些 方程 与 普通 流体 一 维 运动 方程 的 差别 只 在 于 气体 状态 方程 的 改变 : 真正 
的 压强 P= P(p) (在 粹 给 定 的 情况 下 ) 应 当 用 以 下 压强 代替 








这 使 得 我 们 可 将 普通 流体 动力 学 的 所 有 结果 都 照搬 到 我 们 正在 人 研究 的 磁 流 体 
动力 学 中 来 . 特别 是 , 将 一 维 行 波 精确 解 的 公式 ( 黎 曼 解 简单 波 , 参见 本 
教程 第 六 卷 $101) 搬 过 来 , 不 过 其 中 声速 的 角色 将 由 


i OP* 2 3 b> H? 
a = U6 p41/ 
Op / 。 0”47/ 9 4np 


扮演 , 这 与 公式 (69.13) 一 致 . 





习 十 


试 确定 不 可 压缩 流体 中 阿尔 文 波 的 吸收 系数 (假定 这 个 系数 很 小 ). 
解 : 波 的 吸收 系数 定义 为 


| 


7 三 六， 
29 

其 中 @ 为 单位 时 间 内 在 单位 体积 中 所 耗 散 能 量 的 (时 间 ) 平均 值 , 而 了 为 波 
的 平均 能 流 密度 ; 波 的 振幅 随 波 的 传播 与 e777? 成 比例 地 减 小 . 耗 散 @ 由 方 
程 (66.3) 的 右 端 给 出 ; 在 不 可 压缩 流体 中 , 对 于 沿 x 轴 传 播 的 波 (与 此 相应 


vz 一 0), 我 们 有 
Ov 2 a £2 Oh 2 
一 人 而 l6n2o \A 07 / 
在 能 流 密 度 (66.5) 中 , 我 们 略 去 很 小 的 耗 散 项 , 得 到 


1 
xz 三 一 一 所 -及 .7 
4 、 
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利用 公式 (69.6) 和 (69.11), 我 们 得 到 最 后 结果 


7 
3 p 4roco/ 


870 间断 面 上 的 条 件 


如 同 在 普通 流体 中 一 样 , 理想 磁 流体 动力 学 介质 的 运动 方程 也 允许 间断 
流 . 为 了 对 在 间断 面 上 必须 满足 的 条 件 作 出 解释 , 我 们 来 研究 间断 面 上 的 任 一 
面 元 并 采用 与 该 面 元 一 起 运动 的 坐标 系 是. 

首先 , 在 间断 面 上 物质 流 必须 是 连续 的 : 从 间断 面 的 一 侧 流 入 的 流体 量 
必须 等 于 从 另 一 侧 流 出 的 流体 量 . 这 意味 着 


Plv1n 一 0272m， 


其 中 下 标 “1” 和 “2?” 分别 表示 间断 面 的 两 侧 , 而 下 标 “n” 则 表示 矢量 垂直 于 
间断 面 的 分 量 . 下 面 我们 将 用 花 括号 来 表示 间断 面 两 侧 某 一 物理 量 取 值 之 差 . 
因此 

{Dvn} =, 


其 次 能 流 必 须 连续 . 使 用 表达 式 (65.11), 我 们 得 到 
ee a a Ho HD0 
dm > OUm 9 WwW 4 元 Un TL Uv = 。 


量 , m ee a 借助 于 (65.8) 式 , 我 们 得 到 方程 


1 
P 2+—(H?2— H2)>»=0 
(+ 中 + 二 = 
1 
{mw 让} =0 


其 中 下 标 “t” 表 示 矢 量 在 间断 面 切 向 的 分 量 . 
最 后 , 磁场 的 法 向 分 量 和 电场 的 切 问 分 量 必须 连续 . 当 介 质 的 电导 率 为 无 
穷 大 时 , 感应 电场 巨 = -vvx 互 /c. 因此 条 件 {Bi} = 0 给 出 


{Hs D+r 一 Hivn} lp 


这 些 条 件 仪 固定 了 坐标 系 的 垂直 于 间断 面 方向 的 速度 , 其 切 向 速度 还 可 以 再 增 
和 任意 常 和 天 量 . 





871 切 向 间断 和 旋转 间断 . 299 ， 


以 下 使 用 流体 比 容 V = 1/p 代替 流体 密度 常 和 更 为 方 使 . 我 们 用 7 表示 
过 间断 面 的 质量 流 密度 : 





] = pvn = 2 (70.1) 
考虑 到 7 和 厂 , 的 连续 Ss 界 条 件 可 以 写 为 以 下 形式 : 
pe VH 加 H,, 
fo Tt) = 2 {H: vi}, (70.2) 
{P}+7{V} + {HH?} =0 (70.3) 
j{vi} = {Hs} (70.4) 
Hn {vt} = I{V Hi}. (70.5) 


这 就 是 描写 磁 流 体 动力 学 中 的 间断 的 基本 方程 组 . 
871 切 问 间断 和 旋转 间断 


大 家 知道 , 在 普通 流体 动力 学 中 可 以 有 两 类 不 同 的 间断 - ” 激 波 与 切 问 
间断 . 这 两 类 间断 的 产生 在 数学 上 与 某 些 边界 条 件 可 以 表示 为 两 个 因子 的 乘 
积 等 于 零 有 关 ; 令 每 一 个 因子 分 别 等 于 零 , 我 们 就 得 到 两 个 独立 解 . 

在 磁 流 体 动力 学 中 , 方程 (70.2) 一 (70.5) 没有 这 样 的 形式 , 根据 这 点 似乎 
可 以 认为 , 这 里 只 有 包括 所 有 特殊 情况 的 唯一 的 一 类 间断 . 但 实际 情况 是 , 这 
里 存在 着 不 同类 型 的 间断 , 其 中 的 一 类 间断 并 不 是 另 一 类 间断 的 特例 (F. 霍 
夫 曼 , E. 特 勒 , 1950). 

我 们 首先 来 研究 ; 二 0 的 那些 间断 . 这 意味 着 vin = von = 0, 亦 即 流体 平 
行 于 间断 面 运动 . 如 果 此 时 五 , 关 0, 则 从 方程 (70.2) 一 (70.5) 可 以 看 出 , 速度 、 
压强 和 磁场 必须 是 连续 的 . 密度 (同样 还 有 业 、 温 度 等 ) 可 以 经 受 任意 的 跃 变 . 
这 类 间断 被 称 作 接触 间断 , 它 是 具有 不 同 密度 和 温度 的 两 种 静止 介质 之 间 的 
分 界面 . 

如 果 在 7 = 0 时 也 有 万 , = 0, 则 (70.2) 一 (70.5) 四 个 方程 中 立即 有 三 个 恒 
成 立 ; 由 此 已 经 清楚 这 是 一 个 特殊 情况 . 因此 , 我们 找到 一 类 间断 , 像 在 普通 流 
体 动 力学 中 一 样 可 以 叫 作 切 向 间断 . 在 这 类 间断 上 速度 和 磁场 与 间断 面相 切 
并 在 大 小 和 方向 上 经 受 任意 跃 变 : 


j=0, Hn=0, {vi}#0, {Hi} #0. (71.1) 
密度 的 跃 变 也 是 任意 的 , 不 过 压强 的 跃 变 与 Hi 的 跃 变通 过 方程 (70.3) 


{V} #0, {P+ 公 | =0 (i 
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相 联 系 . 其 他 热力 学 量 ( 炉 、 温度 等 ) 的 跃 变 借助 流体 状态 方程 由 V 和 P 的 噬 
万 外 一 类 间断 是 密度 不 经 受 路 变 的 间断 . 鉴于 物质 流 7 = vn/V 的 连续 
性 , 由 不 存在 密度 牙 变 可 立即 推出 速度 的 法 向 分 量 也 是 连续 的 : 


7 天 0，{ 人 =0，{on= 0 (71.3) 


其 次 , 在 方程 (70.5) 右 端 将 V 从 花 括 号 中 提出 , 并 令 方 程 (70.5) 和 (70.4) 相互 


逐 项 相 除 , 我 们 得 到 


ee 





(71.4) 


此 后 方程 (70.4) 或 (70.5) 给 出 


{v4} = i (71.5) 


在 方程 (70.2) 中 , 我 们 把 w 写 为 w =e 十 PV; 考虑 到 V 的 连续 性 , 按照 (71.4) 
式 代 换 HH,, 并 重新 组 合式 中 各 项 , 我 们 将 这 个 方程 改写 为 


2 
| . ee 


由 于 等 式 (70.3), 上 式 中 的 第 二 项 等 于 零 , 而 第 三 项 由 于 (71.5) 式 也 为 零 , 结 
剩 下 {s} = 0, 亦 即 除 密度 连续 外 , 内 能 也 是 连续 的 . 但 是 , 一 旦 es 和 TY 这 两 
个 量 给 定 后 ,所 有 的 其 他 热力 学 量 也 就 单 值 确 定 了 . 所 以 ,所 有 的 其 他 热力 学 
量 都 是 连续 的 , 包括 压强 在 内 . 此 时 由 方程 (70.3) 得 出 平方 项 H? 也 是 连续 的 ， 
即 矢 量 Hi 的 绝对 值 是 连续 的 : 


{P}=0, {Hi}=0. (71.6) 


Hi 和 HH,, 同时 连续 表明 , 矢量 五 的 总 绝对 值 以 及 它 与 间断 面 法 线 所 形成 的 
角度 也 是 不 变 的 . 

公式 (71.3) 一 (71.6) 确定 了 所 研究 间断 的 一 切 性 质 . 在 这 些 间断 上 , 流体 
的 热力 学 量 连续 , 而 磁场 绕 间 断面 法 线 方向 旋转 , 保持 其 大 小 不 变 . 根据 (71.5) 
式 , 速度 的 切 向 分 量 与 矢量 Hi 一 起 经 受 跃 变 , 而 法 向 分 量 如 = jV 连续 并 且 
有 





区 
U， 一 a 二 A (Ti 
这 一 类 型 的 间断 称 作 旋转 间断 或 阿尔 文 间断 . 
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我 们 注意 到 , 通过 相应 的 坐标 系 选 择 , 总 可 以 做 到 在 旋转 间断 面 两 侧 流体 
的 速度 平行 于 磁场 . 为 此 转换 到 相对 于 初始 坐标 系 以 等 于 


[V J 
人 ye 


的 速度 运动 的 新 坐标 系 即 可 ( 见 870 第 一 个 脚注 ). 在 这 个 新 坐标 系 里 , 间断 两 
侧 的 v 的 三 个 分 量 与 五 的 相应 分 量 的 比例 中 一样 的 : 


V V 
= Bitv/ 一 = Ha'/—. 
Ul Hi A ?172 2 下 (71 8) 


换 句 话说 , 速度 与 磁场 一 起 旋转 , 保持 其 大 小 及 与 间断 面 法 线形 成 的 角 不 变 . 
取 相 反 符 号 的 速度 wm 同时 是 间断 相对 于 流体 的 传播 速度 . 它 与 阿尔 文 
波 的 相 速 度 (wa) 一 致 . 对 任何 旋转 间断 都 出 现 这 种 速度 相同 的 事实 , 在 现 有 
认 误 的 程度 上 还 是 偶然 的 , 但 在 间断 面 上 的 量 仅 有 小 跃 变 时 却 是 必然 的 . 实 
际 上 , 这 样 的 间断 本 和 喘 就 是 弱 扰 动 , 其 中 速度 v 和 磁场 五 得 到 了 垂直 于 过 
和 间断 面 法 线 m 的 平面 的 小 增 量 . 这 一 扰动 正好 属于 具有 相 速 度 wA 1 
类 型 . 小 扰动 峰 面 传播 的 物理 速 度 是 向 速度 在 其 法 线 上 的 投影 亦 印 在 波 天 大 
方向 的 投影 . 但 由 于 w 与 上 之 间 的 线性 关系 , 我 们 有 


所 以 上 述 投影 与 相 速 度 w/k = wa 一 致 . 

尽管 切 向 间断 和 旋转 间断 是 不 同类 型 的 间断 ,但 存在 这 样 的 间断 , 它们 同 
时 具有 两 种 类 型 间断 的 性 质 . 在 这 些 间 断面 上 wv 和 万 都 是 切 向 的 , 二 者 只 
动 而 不 改变 大 小 . 

我 们 知道 , 普通 流体 动力 学 中 切 向 间断 对 于 无 穷 小 扰动 是 不 稳定 的 , 这 些 
小 扰动 导致 它们 很 快 被 汇 人 汕 流 区 . 和 
影响 , 因此 在 导电 流体 中 切 向 间断 可 以 是 稳定 的 . 这 种 情况 是 以 下 事实 的 自 
然后 果 : 扰动 时 流体 的 横向 位 移 (相对 于 磁场 方向 ) 与 “冻结 ”磁力 线 的 拉 伸 有 
关 , 从 而 引起 了 趋 于 恢复 未 扰动 运动 的 力 的 产生 . 

下 面 来 解释 不 可 压缩 流体 中 切 向 间断 的 稳定 性 条 件 (C. 1H. 瑟 罗 瓦 蒋 基 ， 
1953). 我 们 写 出 


v=v12+Y, P=PhP2+P, H=Hi2+H, 


其 中 wiz, 忆 >, Hi 分别 为 间断 面 每 一 侧 的 恒定 未 扰动 量 的 值 , 而 v', P',H' 为 
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这 些 量 的 小 扰动 值 . 代入 方程 (66.7) 一 (66.9) 后 , 对 于 理想 流体 我 们 得 到 : 





divu’ =0, divv’= 0, (71.9) 
© y 
(ue Vo (ve Ve (71.10) 


上 
十 (了 V)v’ = re 一 UX rot vw 
1 
= (71.11) 


为 简洁 起 见 , 这 里 和 以 下 我 们 略 去 下 标 1, 2 并 引进 符号 w= 五 /v 先 0. 对 方程 
(71.11) 作 散 度 运算 并 考虑 到 (71.9), 我 们 得 到 


A(P’'+pu:w’)=0. (71.12) 


令 z=0 为 间断 平面 , 矢量 v 与 全 与 该 平面 平行 .在 z>0 和 >z<0 的 每 一 

个 半空 间 内 , 我 们 来 寻求 ww 和 p 等 量 的 正比 于 expfi(K . :TrT 一 wt) 十 xz} 的 解 ， 

其 中 天 为 yz 平面 上 的 二 维 矢 量 . 由 方程 (71.12) 求 得 k= 治 , 因此 在 zx<0 一 

侧 应 当 使 x = ,而 在 x > 0 一 侧 应 使 x = 一 k. 其 次 , 从 方程 (71.10) 一 (71.11) 
的 z 分 量 中 消去 w 并 求 得 


P+pu:u = —u wo—k.v)?— (k.u)’ (71,13) 


1p 


(我 们 对 方 括号 中 的 表达 式 等 于 零 的 情况 不 感 兴趣 , 因为 此 时 w 为 实数 , 而 不 
稳定 性 仅 与 w 为 复数 的 情况 有 关 ). 

令 C(z,y,z) 为 扰动 时 间断 面 沿 z 轴 的 位 移 , 在 位 移 后 的 间断 面 上 必须 满 
足 条 件 (71.1) 一 (71.2): 


{P+P+ rao tw) PT 
un + Un TF Us — (U1 V)C = 0, 
U2n + Uon TF Ugs 一 (U2*: V)C=0 
(在 此 情况 下 无 流体 质量 流通 过 间断 面 的 条 件 上 自动 满足 ). 令 


Cs Ot 


并 从 上 面 写 出 的 三 个 方程 中 消去 C, wi,, us,, 我 们 得 到 确定 可 能 的 w 值 的 方 
程 : 
(wk.v) + (wk. v2) = (kw) 十 (有 ua) 
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如 果 
2(k-. wu) +2kR. vu) — (kv) >0 


或 


(2u1iu1gk + 2u2iu2gk 一 WU > 0, 


(其 中 w= v2 一 v1 为 速度 在 间断 面 的 跃 变 ), 则 确定 w 的 二 次 方程 没有 复数 解 . 
如 果 方 括号 内 的 二 秩 张 量 的 迹 和 行列 式 为 正 , 则 上 面 的 二 次 型 是 正定 的 . 
由 此 可 得 到 所 求 的 稳定 性 条 件 包 


Hi + H2>2npv, (Hi x H2)* > 2np[(Hi x wv) +(H2 xv)]. (71.14) 


但 是 , 由 于 在 流体 中 实际 上 存在 很 小 但 仍 是 有 限 的 黏 性 和 电阻 ,即使 条 件 
(71.14) 得 以 满足 , 切身 间断 也 不 可 能 在 无 限 长 时 间 内 始终 保持 下 去 . 尽管 此 
时 没有 发 生 湾 流 , 但 一 个 逐渐 扩张 的 过 渡 区 将 代替 陡峭 的 间断 , 在 这 个 过 渡 区 
内 速度 和 磁场 平缓 地 由 一 个 取 值 改变 到 万 一 个 取 值 . 

这 一 点 很 容易 在 基本 方程 (66.8) 和 (66.9) 中 保存 耗 散 项 的 基础 上 加 以 证 
实 . 选取 间断 面 的 法 向 为 x 轴 . 假设 所 有 的 物理 量 只 依赖 于 坐标 z (也 可 能 还 
依赖 于 时 间 ), 写 出 这 些 方程 的 横向 分 量 : 

0 万 ， c2 8? 万， Ov Ov 


Nae 0 a I .1 
ot 4no DOxz2 ” ot 一 Rn 


(我 们 假定 流体 是 不 可 压缩 的 ). 如 果 设 运动 为 定常 运动 , 则 这 些 方程 的 左 端 换 
为 零 . 不 过 那 时 在 x 一 十 co 时 有 限 的 唯一 解 是 有 H; = const, wk = const, 与 这 些 
量 和 取 值 存在 跃 变 的 假设 相 矛 盾 . 因此 , 切 回 间断 不 可 能 ( 像 弱 激 波 那样 ) 具有 
恒定 的 宽度 .方程 (71.15) 具有 热传导 方程 的 形式 . 由 热传导 理论 可 知 , 这 一 方 
程 所 描写 的 物理 量 的 间断 随 着 时 间 的 流逝 将 扩展 到 过 渡 区 , 过 渡 区 的 宽度 以 
正比 于 时 间 平 方 根 的 方式 增加 . 鉴于 (71.15) 中 两 个 方程 的 系数 的 差别 , 速度 
和 磁场 变化 区 域 的 宽度 5 和 6 将 会 不 同 : 


2 1/2 
bu ~ (vt)?2, bp~ 全) (71.16) 


O 


至 于 旋转 间断 , 它们 在 任何 磁场 取 值 下 相对 于 无 限 小 扰动 都 是 稳定 的 ( 蕊 
罗 瓦 欧 基 , 1953). 但 是 , 如 同 切 向 间断 一 样 , 他 们 也 不 可 能 具有 恒定 的 宽度 , 并 
且 在 介质 黏 性 和 电阻 的 影响 下 随时 间 扩 展 (见习 题 ). 


Q@ 如 果 间 上 断面 两 侧 的 不 可 压缩 流体 的 密度 不 同 , 则 在 这 些 条 件 里 的 p 应 换 作 
2p1p2/(p1 + p2) 
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试 求 旋转 间断 随时 间 扩 展 的 规律 . 

解 : 假定 所 有 的 物理 量 都 只 依赖 于 z 坐标 (和 时 间 ), 从 方程 divw = 0 和 
div 互 0 求 得 ww = const, Hs = const. 令 坐 标 系 选择 得 使 间断 面 两 侧 ( 亦 即 
远离 过 渡 区 ) 的 w 和 百 取 值 以 关系 式 (71.8) 相互 联系 ; 此 时 vi 二 Uz 1 
程 (71.9) 一 (71.11) 中 同样 的 符号 u)， 从 (66.8) 一 (66.9) 式 , 对 于 横向 分 量 
和 vi 我 们 有 方程 





人 

Ot “Oz “Or 4no Or? (1) 
go Oo _ Ou | Or 
Ot ”Dr ”Or OZz2 


因为 在 zz= 士 co 时 , 由 于 关系 式 (71.8), 差 值 w 一 wt 趋 于 堆 , 故而 它 在 过 渡 层 
内 与 和 值 vt 十 wt 相 比 是 小 量 . 把 方程 (1) 中 的 两 个 式 子 相 加 , 我 们 因此 可 以 
略 去 市 vt 一 wt 的 项 并 得 到 


O 1/e 0? 
(人 了 (总 + ") 雹 3 (Vt 十 Ut). 


由 此 可 见 间 断 的 宽度 按 以 下 规律 变化 : 
js (Es 
872 激 波 
我 们 现在 转 到 以 下 类 型 的 间断 , 其 中 


了 关 0，{Y 夫 0. (72.1) 


同 在 普通 流体 动力 学 中 一 样 , 这 类 间断 称 为 激 波 . 激 波 的 特征 是 存在 密度 跃 变 
和 流体 通过 间断 面 (un 和 vo 不 等 于 零 ). 磁场 的 法 向 分 量 一 般 不 等 于 零 , 但 
在 特殊 情况 下 也 可 能 有 五 ,, = 0. 

比较 方程 (70.4) 和 (70.5), 我 们 看 到 , 在 Hi, 关 0 时 , 矢量 五 :2 - Hi 和 
V2Hiz 一 ViHii 平行 于 同一 个 矢量 wa 一 vu, 因此 它们 互相 平行 . 由 此 同样 地 
得 出 Hi 和 五 2 共 线 , 亦 即 Hi, Hts 和 间断 面 的 法 线 处 于 同一 平面 上 , 这 与 
切 向 间断 及 阿尔 文 间断 不 同 , 在 后 两 种 间断 中 一 般 说 来 Hi,n 平面 和 Ho,n 
平面 并 不 相同 . 这 一 结果 在 五 , = 0 的 情况 下 也 正确 , 此 时 由 (70.5) 式 中 得 出 
ViHi = V2Hiz (我 们 将 在 本 市 的 最 后 对 此 进行 更 为 详细 的 研究). 
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路 变 viz 一 vi 与 HH, H2 处 于 同一 平面 . 不 失 普 遍 性 , 可 以 认为 v1 和 wv。 
也 在 同一 平面 上 , 因此 激 波 中 的 运动 本 质 上 就 是 平面 运动 . 况且 容易 看 出 , 通 
过 相应 的 坐标 变换 (在 瓦 , 关 0 时 ) 可 以 确保 在 间断 面 两 侧 矢 量 w 和 五 都 共 
线 . 为 此 必须 转换 到 相对 于 初始 坐标 系 以 速度 


Un V 
Vt 一 天 i 1 


运动 的 新 坐标 系 中 去 (鉴于 边界 条 件 (70.5), 上 式 两 端的 物理 量 的 取 值 在 间 
断面 两 侧 是 一 样 的 ). 不 过 在 以 下 的 公式 中 , 我 们 并 不 假设 这 一 特殊 的 坐标 系 
选取 . 

我 们 引进 在 磁 流 体 动力 学 激 波 中 起 通常 流体 动力 学 的 于 戈 尼 奥 绝 热线 作 
用 的 关系 式 . 从 (70.4), (70.5) 两 个 方程 式 中 消去 {v1}, 我 们 得 到 关系 式 


{YH Ta {Hi}; (72.2) 


我 们 这 里 用 Hi 替代 Hi, 已 经 考虑 到 Hii 和 Hiz 的 共 线 性 中 . 为 要 从 方程 
(70.2) 消去 vi, 我 们 将 这 个 方程 恒 等 地 改写 为 以 下 形式 : 


7 1 人 
] 
327272 
其 中 第 三 项 由 于 方程 (70.4) 变 为 零 , 从 而 方程 中 不 再 有 vs. 利用 方程 (72.2)， 
将 六 代入 最 后 一 项 , 利用 (70.3), 将 户 代入 第 二 项 , 也 即 是 


Be P(N /On 
= Vi TV 5 


经 简单 计算 , 最 后 得 到 


1 
ee 


(72.3) 


] ] 
(E2 二 E1) 了 (全 Pi)(Vs 一 Vi) 二 2 > Vi)(Hi2 = Heri = (72.4) 


这 便 是 所 要 求 的 磁 流体 动力 学 中 激 波 绝热 线 方程 . 它 与 通常 流体 动力 学 的 差 
别 表现 在 第 三 项 上 . 
我 们 这 里 还 要 再 次 写 出 方程 (70.4) : 
Hn, 
Veg Ve = ee 一 Hu), (72.5) 


器 但 是 ,此 时 Hi 和 Hiz 既 可 以 指向 同一 方向 也 可 以 指向 相反 方向 . 正 是 在 这 个 
意义 上 , Hii 和 Hiz 可 以 有 相同 的 正 负 号 或 者 不 同 的 正 负 号 . 只 是 在 今后 (873) 从 为 外 
的 考虑 出 发 , 我 们 才 得 知 这 些 正 负 号 必须 相同 . 
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它 确定 以 Hi 的 跃 变 表示 的 vi 的 跃 变 . 方程 (72.2) 一 (72.5) 构成 描写 激 波 的 完 
备 方程 组 . 以 下 我 们 约定 用 下 标 1 表示 激 波 传播 所 指向 的 介质 ; 换 句 话说 , 流 
体 本 身 从 激 波 之 前 的 1 侧 通过 激 波 到 它 之 后 的 2 侧 . 此 外 我 们 也 要 记 住 , 我 们 
约定 使 用 这 样 的 坐标 系 , 在 其 中 给 定 间 断面 面 元 静止 不 动 , 而 流体 穿 过 面 元 . 

在 普通 的 流体 力学 中 , 曾 普 伦 定理 成 立 (参见 本 教程 第 六 卷 887). 根据 该 
定理 , 激 波 中 的 密度 和 压强 增加 : 


D> Phy p2 > pi1; (72.6) 
换 句 话说 , 激 波 是 压缩 波 . 此 时 假设 
2 
(gE:) >0: (72.7) 
尽管 这 个 不 等 式 不 是 热力 学 不 等 式 ,但 实际 上 它 总 是 得 到 满足 . 曾 普 伦 定 理 是 
烂 增 加 定律 的 结果 . 
容易 看 出 在 磁 流体 动力 学 中 对 于 弱 激 波 , 仅 在 一 个 (72.7) 条 件 下 , 曾 普 伦 


定理 依然 正确 . 在 弱 激 波 中 , 所 有 物理 量 的 路 变 者 是 小 量 . 将 方程 (72.4) 按压 
强 和 信 的 跃 变 的 占 级 数 展开 , 我 们 得 到 


1 /OoV 
7(w -= 二 (9 ) (BB)- 
1 /OV 
二 人 (PB 一 万 )(Ba — Ha)’; (72.8) 


其 中 第 一 项 与 普通 流体 力学 对 应 (参见 本 教程 第 六 卷 386). 因为 根据 热力 学 
不 等 式 之 一 有 一 (9V/6P)。 > 0, 故 根据 so 一 si > 0 的 要 求 , 由 (72.8) 式 得 出 不 
等 式 户 > 号 以 及 相应 的 VV <Vi. 

如 果 除 了 (72.7) 之 外 , 热膨胀 系数 也 是 正 的 , (98V/9T)p > 0, 则 磁 流 体 动 
力学 中 的 曾 普 伦 定理 可 像 在 普通 流体 动力 学 中 那样 加 以 证 明 , 不 需要 所 有 物 
理 量 的 跃 变 是 小 量 的 假设 (P. B. 波 洛 温 , 工 . HI. 柳 巴 尔 斯 基 , 1958; C. B. 约 当 
斯 基 , 1958). 

令 记 , Vi 为 气体 的 给 定 初 态 , 并 令 s 为 无 磁场 情况 下 给 定 态 值 时 的 末 
态 炉 . 把 磁场 存在 时 取 同 样 记 , Vi, Vs 秆 的 末 态 炉 记 为 ss .在 普通 流体 动力 
学 中 , 由 衣 > WW 得 出 sy < s1, 这 表明 不 可 能 有 稀 朴 波 . 我 们 将 要 证 明 , 在 上 
述 条 件 下 sy < so), 当然 更 有 sb) < sl; 从 而 证 明 在 磁 流 体 动力 学 中 也 不 可 
能 有 稀 蚊 波 . 

在 V2 取 常 数 条 件 下 将 方程 (72.4) 对 马 取 微 商 . 利用 等 式 (0s/6P)Jv = 
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T(0s/8P)v, 我 们 得 到 





0s) 1 OQ 
了 2 (等 让 pu > Di) 下 3 = 0, (72.9) 
其 中 使 用 了 记号 ; 
Q = pi — Vi)(Ht2 一 Hi ):: 
由 于 热力 学 关系 式 


,一 记 ( 政 )。 (于 ) ~-( 厂 ),() 
O08 ~- eo NWOT he NOR he MOP COD 
(72.9) 式 的 第 一 项 与 (9V/9T)p 的 正 负 号 相同 , 且 按 假定 为 正 ， 因 此 , 如果 
2 > WW, 则 (88/68 己 )v, <0. 磁场 的 存在 导致 & 增加 (无 磁场 时 , Q = 0, 有 磁场 
时 @ > 0), 并 因此 引起 在 给 定 Ww 情况 下 丈 减 小 . 因为 按照 假设 (0s/90P)v > 0， 
故 由 此 也 得 出 所 要 证 明 的 s < s2). 

最 后 , 我 们 来 研究 在 本 市 开 涉 已 经 提 到 的 间断 面 两 侧 的 磁场 均 位 于 与 其 
相 切 的 H, = 0 的 平面 上 (垂直 激 波 ) 的 情况 . 在 这 种 情况 下 , 由 (72.5) 式 我 们 
有 vi2 = vi, 亦 即 速度 的 切 向 分 量 依然 是 连续 的 . 所 以 , 通过 相应 的 坐标 系 选 
择 永远 可 以 做 到 使 间断 面 两 侧 w = 0, 也 就 是 气体 垂直 于 间断 面 运 动 ; 我 们 将 
假定 这 已 经 做 到 . 由 方程 (72.2), 我 们 有 


V2 H2 = ViHi. 


注意 到 这 个 关系 式 , 容易 确认 方程 (72.3)，(72.4) 可 以 写 为 以 下 形式 : 





PS 
VV 
1 
2 V0, 


这 种 形式 的 方程 与 无 磁场 时 通常 的 激 波 方程 的 区 别 仅 在 于 状态 方程 的 改变 ; 
应 当 用 方程 P* = P*(V,s) 取代 真正 的 状态 方程 P = P(V, s), 其 中 

bp2 
ep 
而 字 萎 b 代表 恒定 乘积 HV. 与 此 相应 , e* 必须 这 样 来 确定 , 以 使 得 热力 学 关 
系 式 (es*/6V)。= 一 P* 得 以 满足 , 由 此 

b2 
se 


P*=P+ 


区 
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流体 动力 学 间断 可 以 真实 地 存在 的 条 件 是 : 它 相 对 于 分 解 为 两 个 或 多 个 
间断 必须 是 稳定 的 . 也 可 以 把 这 个 条 件 另 外 表述 为 : 对 初始 状态 的 任何 无 限 小 
扰动 仅 导 致 间断 的 无 限 小 改变 , 满足 这 个 要 求 的 间断 叫 作 可 演化 间断 . 我 们 
在 此 强调 , 可 演化 性 与 稳定 性 这 个 词 的 通常 意义 完全 不 相同 . 通常 的 不 稳定 性 
指 的 是 初始 小 扰动 的 逐渐 增长 , 导致 原 有 运动 方式 的 最 终 破坏 ; 但 是 , 即使 扰 
动 在 指数 增长 ( 即 eYt,y > 0), 在 足够 短 的 时 间 间 隔 内 (t < 1/Y), 它 仍 是 很 小 
的 . 在 非 演化 性 间断 中 , 扰动 立即 变 大 (尽管 当 t 很 小 时 它 仅 占据 很 小 的 空间 
区 域 ). 图 41 描述 了 这 一 情况 , 其 中 密度 p(x) 的 一 个 跃 变 分 裂 成 相继 的 两 个 跃 
变 ; 扰动 Sp 并 不 小 , 虽然 在 t 很 小 时 (两 个 间断 尚未 显著 分 开 时 ) 它 只 占 了 很 
小 的 区 间 5x. 

可 以 通过 统计 两 个 数目 的 办 法 来 获得 可 演化 性 准则 ,一 个 是 决定 间断 的 
任意 初始 (t = 0) 小 扰动 所 需 独 立 参 量 的 数目 , 另 一 个 是 这 些 参量 必须 满足 的 
方程 (间断 上 的 线性 化 边界 条 件 ) 的 数目 . 如 果 两 个 数目 是 一 样 的 , 则 间断 是 
可 演化 的 ; 此 时 边界 条 件 单 值 地 确定 扰动 后 来 的 发 展 , 对 于 小 的 t+ > 0, 扰动 依 
然 是 小 的 吕 ， 如 果 方 程 数目 大 于 或 小 于 独立 参量 数目 , 则 关于 间断 的 小 扰动 
问题 完全 无 解 或 者 有 无 穷 多 个 解 . 这 二 者 都 是 不 可 能 的 , 这 种 情况 表明 初始 假 
设 (t 小 时 的 扰动 也 小 ) 的 不 合理 性 ; 间断 是 非 演化 性 的 . 


-一 0(7) _ pz) 


OI 
6p 


图 41 


在 普通 的 流体 动力 学 中 , 与 炉 增 加 条 件 相 比 , 激 波 的 可 演化 性 要 求 不 导 
致 任何 附加 限制 : 曾 普 伦 定理 允许 的 激 波 自动 是 可 演化 的 (参见 本 教程 第 六 
卷 888). 在 磁 流 体 动力 学 中 情况 并 非 如 此 , 可 演化 性 要 求 对 激 波 中 物理 量变 
化 的 特征 有 新 的 重要 限制 (A. IH. 阿 希 泽 尔 , 工 . I. 柳 巴 尔 斯 基 , P. B. 波 洛 温 ， 
1958). ® 
” ”此 时 波 既 可 以 是 不 稳定 的 (如 果 在 方程 本 征 频率 中 有 带 正 虚 部 的 复数 ), 也 可 以 
是 稳定 的 (如 果 不 存 在 那样 的 频率 ). 

@ 至 于 其 他 磁 流体 动力 学 间断 (接触 间断 、 切 向 间断 、 阿 尔 文 间 断 ), 它们 永远 是 
可 演化 的 . 
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实际 解释 磁 流 体 动力 学 激 波 的 演化 性 条 件 之 前 , 我 们 首先 来 计算 间断 面 
上 的 任意 小 扰动 必须 满足 的 方程 的 数目 . 我 们 将 把 激 波 想象 为 平面 的 并 选择 
其 平面 为 yz 平面 . 将 z 轴 的 正 向 选 为 气体 穿 过 间 上 断面 运动 的 方向 . 令 间 断 两 
侧 未 扰动 场 Hi, 万 2 和 未 扰动 气体 速度 V1, U2 都 在 TY 轩 : 鼎 ; 

间断 面 两 侧 有 七 个 量 受 到 扰动 : 流体 的 三 个 速度 分 量 (vj,vy,vz), 磁场 的 
两 个 分 量 ( 瑟 ,，, 及 ), 密度 p = 1/V 和 人 炉 s. 余下 的 热力 学 量 (P, 有 ww) 的 扰动 取决 
于 p 和 5s 的 扰动 . 由 于 方程 div 瑟 = 808;/0zx = 0, 磁场 纵向 分 量 五 沿 zx 轴 为 
常量 并 不 受 扰 动 . 除 此 之 外 , 激流 本 号 的 传播 速度 也 受到 扰动 , 亦 即 相对 于 所 
选 坐标 系 (间断 面 在 其 中 静止 ) 传播 速度 中 出 现 了 一 个 小 速度 (我 们 将 它 记 为 
60). 但 是 , 这 个 速度 可 以 立即 由 穿 过 间断 面 的 质量 流 密度 连续 条 件 通 过 扰动 
p 和 vj 表示 出 来 . 实际 上 , 气体 相对 于 间断 面 的 速度 为 


Vn OVs = O00, 


其 中 wzo 为 未 扰动 速度 , 6vz 为 速度 扰动 ; 同样 写 出 p = po 十 5p, 将 边界 条 件 
{7} = 0 线性 化 并 在 此 之 后 去 掉 未 扰动 量 的 下 标 0, 我 们 得 到 


{67} = {p8va} + {vz8p} — 5U{p} =0, 


由 此 确定 SU. 
动量 流 分 量 和 电场 分 量 忆 , ( 亦 即 方程 (70. 4 一 (70.93 的 > 分 量 ) 的 
连续 性 边 条 件 的 线性 化 给 出 两 个 方程 


] 
| 二 En = 
( 记 住 未 扰动 量 v,; = 0, 及 = 0). 这 些 方程 中 只 含有 两 个 量 的 扰动 : 
0Vz， OF (7 ] ) 


能 流 qs、 动量 流 开 zx, 1z 分 量 以 及 电场 的 瓦 。( 亦 即 方程 (70. 2}~ (70. 3) 以 及 
方程 (70. 4) 和 (70.5) 的 y 分量) 等 量 的 连续 性 边界 条 件 给 出 四 个 线性 方程 , 其 
中 包括 的 扰动 量 为 

Svz, vy, SH,, 600， 0s5; (7.3.2) 


我 们 就 不 在 此 写 出 这 些 方程 了 . 

现在 我 们 来 计算 确定 激 波 扰动 的 参量 数目 . 以 et 方式 依赖 于 时 间 的 扰 
动 以 三 种 形式 的 磁 流 体力 学 波 (阿尔 文 波 、 快 磁 声 波 与 慢 磁 声 波 ) 以 及 人 波 的 
形式 在 间断 面 两 侧 传 播 ; 其 中 最 后 一 种 波 代表 了 焙 的 小 扰动 由 于 气流 的 绝热 
性 与 气体 一 起 以 气体 速度 的 转移 . 此 时 所 有 这 些 波 当然 必须 是 出 射 波 一 一 从 


“S10% 第 八 章 ” 磁 流体 动力 学 


间断 面向 左 或 向 右 传 播 . 在 每 一 个 波 中 所 有 量 的 改变 都 以 确定 的 关系 (如 在 
869 中 所 证 明 的 ) 相互 联系 ; 所 以 每 一 个 波 只 和 取决 于 一 个 参量 一 一 任 一 个 量 的 
振幅 . 

做 声波 和 箭 流转 移 (73.2) 式 所 列 出 的 扰动 , 而 阿尔 文 波 则 转移 (73. 1) 式 
所 列 出 的 扰动 . 由 于 这 两 组 扰动 的 方程 是 相互 分 开 的 , 帮 每 一 组 扰动 演化 性 条 
件 必须 分 别 得 到 满足 ( 巧 洛 瓦 次 基 , 1958); 这 种 情况 进一步 加 强 了 所 要 产生 的 
限制 . 

我 们 先 米 研究 相对 于 阿尔 文 扰动 的 演化 性 条 件 . 这 个 条 件 要 求 出 射 波 的 
数目 等 于 方程 数 2. 阿尔 文 波 相对 于 间断 面 的 相 速 度 可 以 等 于 


Voi UA Ve ta; 


其 中 wa 为 波 相 对 于 气体 的 相 速 度 (69.6). 按照 x 轴 方 向 选择 的 约定 , 气体 的 
速度 vzi1,vz2 > 0. 在 间断 面前 的 1 区 , 如 果 波 相对 于 间断 面 的 相 速 度 为 负 , 波 
离开 间断 面 出 射 ; 而 在 间断 面 后 的 2 区 , 只 有 波 的 相 速 度 为 正 , 波 才 离开 间断 
面 出 射 . 具有 速度 v1 十 ual 的 波 任 何 时 候 也 不 会 满足 这 个 条 件 ( 它 永 远 是 人 
射 波 ), 而 速度 为 vo1 一 vai 的 波 当 wazl < wal 时 是 出 射 波 . 类似 地 , 具有 速度 
vz2 十 ua2 的 波 永远 是 出 射 波 , 而 速度 为 v52 一 wa2 的 波 当 wz > uaz 时 才 是 出 
射 波 . 因此 , 相对 于 阿尔 文 波 存在 两 个 演化 区 : 


1) UR 2 UATS Vr2 > UA2, 


2) VUzl < UAl, Vzr2 < UA2. 
这 些 区 域 在 图 42 中 用 竖 直 面 线 标 出 ; 该 图 的 绘制 计 及 了 不 等 式 
Us < UA < ur (73.3) 


相对 于 磁 声 扰动 和 炳 扰动 的 可 演化 性 条 件 要 求 出 射 波 数目 等 于 4 个 .与 
气体 一 起 移动 的 出 射 炉 波 永远 存在 ,但 仅 从 2 侧 出 射 . 因此 出 射 磁 声 波 的 数目 
必须 等 于 3. 与 上 述 对 阿尔 文 波 所 作 的 判断 类 似 的 推论 得 出 , 对 于 我 们 现在 研 
究 的 这 组 扰动 , 存在 图 42 中 用 水 平 划 线 标 出 的 两 个 演化 区 中， 

两 套 划 线 相交 决定 了 相对 于 所 有 扰动 的 两 个 演化 性 区 域 : (1) 快 激 波 , 对 
于 这 种 波 

Vnl > Ufl, Uf2 > Vn2 > UA2, (73. 4) 

(2) 慢 激 波 , 对 于 这 种 波 

UA1 > Vnl > 2sl， Us2 > Un2 (73.5) 


Q 我 们 注意 到 , 对 于 两 组 扰动 中 的 每 一 个 , 在 非 演化 性 区 内 存在 参量 数 或 者 大 于 ， 
或 者 小 于 方程 数 的 情况 . 
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( 代 蔡 vj, 我 们 重新 将 气体 速度 的 法 向 分 量 表示 为 wn). 在 弱 波 强 极限 (所 有 量 
的 跃 变 很 小 ) 情况 , 快 激流 和 慢 激 波 相 应 地 以 速度 wrz OS wr 和 uso wsl 传播 . 
我 们 用 刚 得 到 的 可 演化 性 条 件 来 解释 磁场 在 激流 中 的 变化 . 从 等 式 (72.2) 


H? 万 ， 1 
2 Hl=/—»=-{v,H 
rj a | p | Bb 4 


H? H? 
(车 (8 1 tl Ce 1 t2 ( ) 
出 发 . 注意 到 有 2/(4np) = 好， 可 将 其 另 写 为 以 下 形式 
2 > 
人 AL nl py, 三 <A2 -2 末 ， (73.7) 
Unl Un2 


考虑 到 不 等 式 (73.4), (73.5), 由 (73.7) 可 见 , 激 波 两 侧 的 切 向 磁场 不 仪 共 线 , 而 
且 指 问 同一 方 问 . 
在 间断 面 两 侧 的 慢 激 波 中 


我 们 同样 发 现 , 从 质量 流连 续 有 pivnl = p2vn2, 并 由 不 等 式 pl < po 得 出 
Unl > Un2,， (73.8) 


我 们 由 (73.6) 式 断 定 Hi。< Hui, 亦 即 在 慢 激 波 中 切 向 磁场 减弱 . 而 在 快 激 波 
中 vw > H2/(477), 并 从 (73.6) 式 得 出 Hi。> Huai, 亦 即 在 快 激 波 中 切 向 磁场 
增强 . 

我 们 注意 到 激 波 的 一 种 特殊 情况 , 在 这 种 激 波 中 间断 面 两 侧 的 磁场 平行 
于 间断 面 的 法 线 . 如 在 872 开头 时 所 述 , 永远 可 以 通过 选择 坐标 系 使 得 间断 面 
两 侧 的 矢量 w 和 互相 互 平 行 . 此 时 我 们 所 研究 的 情况 中 将 有 


万 ;1 一 Hi 一 0， Dtl1 二 Vt2 一 0 
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(平行 激 波 ). 对 于 这 种 激 波 , 边界 条 件 一 般 不 包含 磁场 ,也 就 是 说 , 与 普通 流体 
力学 激 波 的 边界 条 件 相 同 . 然而 , 磁场 的 存在 导致 在 参量 的 确定 取 介 范围 内 波 
的 可 演化 性 条 件 被 破坏 , 从 而 这 样 的 波 不 再 可 能 存在 (见习 题 1). 

至 于 在 前 一 节 未 尾 研 究 过 的 垂直 激 波 , 则 所 有 这 样 的 压缩 波 都 是 可 演化 
的 , 而 且 它 们 是 快 波 . 从 下 =0 时 有 wa=w=0 即 可 看 出 它们 是 快 波 . 

研究 过 磁 流 体 动 力学 中 不 同类 型 的 间断 之 后 , 我 们 还 要 详细 谈 一 下 这 些 
类 型 之 间 过 渡 情 况 存在 可 外 Rea a al, E 存 在 这 样 的 间断 , 它们 同 
时 具有 两 种 类 型 间断 的 性 质 . 这 样 的 可 能 性 强烈 地 受到 可 演化 性 条 件 所 提出 
的 要 求 的 限制 ， 

首先 , 阿尔 文 间 断 不 可 能 连续 地 过 渡 到 激 波 . 事实 上 , 在 激 波 内 间断 面 的 
法 线 与 间断 面 两 侧 的 磁场 在 一 个 平面 上 . 仅 当 其 中 的 磁场 矢量 五 转 180° 时 ， 
这 样 的 激 波 可 以 与 阿尔 文 间 断 重合 . 但 这 样 做 磁场 的 切 向 分 量 要 改变 正 负 号 ， 
然而 在 可 演化 激 波 中 它 不 变 号 . 

快 激 波 和 慢 激 波 之 间 仅 当 Hi = Ba =0 才 有 可 能 连续 过 渡 , 因为 在 快 
激 波 中 磁场 豆 , (如 其 不 为 零 ) 要 增强 , 而 在 慢 激 波 中 Hi 要 减弱 ; 换 句 话说 , 仅 
ee 这 些小 的 可 演化 区 仅 在 
ual = Uo01 时 才 会 接触 , 此 时 慢 激 波 消 失 (见习 题 1). 因此 可 知 , 不 可 能 有 快 激 
波 和 慢 激 波 之 间 的 连续 过 小 . 

WA 

如 此 一 来 , 有 可 能 连续 过 渡 的 只 有 以 切 向 间断 为 一 方 和 以 接触 间断 、 阿 
尔 文 间断 或 慢 激 波 为 另 一 方 之 间 的 过 渡 . 


习 击 


1. 试 求 出 在 热 容 比 为 cn/j/cu=5/3 的 单 原 子 理 想 (在 热力 学 意义 上 ) 气体 
中 破坏 平行 激 波 可 演化 性 的 1 的 取 值 范围 . 
解 : 题 中 所 涉 气 体 的 烩 册 =5P/(20), 且 边 界 条 件 方程 组 (70.1) 一 (70.3) 采 
取 以 下 形式 ,: 
piv1 三 p2v2， 六 十 p1v? 二 户 十 P23， 
PP 已 
2 区 v2 十 5 一 
pl p2 
由 此 我 们 求 得 


v7? 一- 3 有 


V2 一 
471 
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(其 中 uo = (5P/3p)1/2 为 通常 的 声速 ) 以 及 : 
I _ VV + 3ud 十 3uél 
UA2 = ,/—uA 让 


2U1 


》 


WY (B07 — m6) (V1 EF 3u0) 


U02 一 
4V1 


Ufl = max(uo1, UA1), Usl 二 min(wo1, LA1), 
Wf2 一 max (uo2, WUA2), Ws2 三 min(wo2, UA2). 
当 wal < wo1 时 可 演化 性 条 件 了 永远 满足 , 而且 激 疲 是 快 激 疲 . 图 43 中 绘 
出 yr 这 种 情况 下 v2 (1) ( 粗 实 线 ) 和 UA2(V1), Ur2 (v1) 一 Ug2 (1) 的 函数 关 系 示意 
图 ; 倾斜 的 破 折 线 为 直角 角 平 分 线 . 





图 43 图 44 


图 44 绘 出 了 对 于 wal > uol 情况 的 类 似 的 示意 图 , 图 中 的 细 实 线 为 uA2(v1) 
和 Uo2(vV1) 的 函数 关系 ;在 这 些 线 的 不 同 段 上 示 出 了 是 哪个 速度 (Utz 或 Us2) 与 
它们 相同 . 粗 实 线 为 在 可 演化 区 内 的 vo(v1) 函数 关系 ,而且 其 左 段 对 应 于 慢 激 
波 , 右 段 对 应 于 快 激 波 . 图 中 的 粗 虚 线 表 示 不 可 演化 段 , 它 所 占据 的 区 间 为 


这 一 区 间 的 右 端点 为 V2 一 UAz 外， 
2. 激 波 前 的 切 向 磁场 Hil = 0, 而 在 激 波 后 Hiz 关 0 (这 种 激 波 称 作 开 
闸 激 波 ). 试 求 出 这 样 的 激 波 在 具有 上 题 所 述 热力 学 性 质 的 气体 中 可 以 拥有 的 
vnl 取 值 区 间 ， 
解 : 由 (72.2) 式 得 出 , 在 Hii 二 0 时 激 波 相对 于 其 后 气体 的 速度 为 
pe 
而 相对 于 其 前 面 的 气体 的 速度 为 


p2 Da 
Unl 一 一 Un2 一 LAL) 一 > UAl. 
p1 pl 


中 关于 线段 BE 的 含义 , 参见 习题 2. 
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这 个 激 波 是 快 激 波 ; Vn1 与 vn2 的 相互 关系 为 上 vnivn2 = U21. 
对 于 处 于 具有 上 述 热 力学 性 质 的 气体 中 的 开 闸 激 波 , 由 边界 条 件 可 以 得 
到 
A p 
5 ut1)(4uA1 B01 一 让 
由 于 等 式 的 右 端 必须 为 正 并 因为 vw1 > WAl, 故而 我 们 可 以 看 出 , 在 开 阅 激 波 
中 vnl 的 可 能 取 值 限制 在 区 间 


WAT .Vni < V 4uA1 — 3up1 


内 . 从 这 些 不 等 式 可 以 看 出 , 仅 当 wa1 > Vol 时 开 阅 激 波 才 是 可 能 的 . 在 图 44 
中 , 标 有 BB 的 一 段 细 实 线 与 这 些 波 对 应 . 
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导电 流体 的 漠 流 运动 具有 一 个 奇特 的 性 质 : 它 可 以 导致 相当 强 的 磁场 的 
自发 产生 . 这 种 现象 称 作 淇 动 发 电机 .在 导电 流体 中 始终 存在 由 流体 本 号 运动 
之 外 的 因素 引起 的 小 扰动 , 它们 伴随 着 非常 弱 的 电场 和 磁场 (例如 , 扰动 可 能 
与 流体 转动 区 域 的 磁 机 械 效应 乃至 与 温度 涨 落 有 关 ). 问题 在 于 这 些 扰动 之 后 
的 行为 它们 在 平均 上 随时 间 是 被 涧 流 运动 加 强 还 是 减弱 ? 

倘 尔 产生 的 磁场 扰动 随时 间 的 变化 取决 于 不 同 物 理 因 素 的 博 研 . 磁力 线 
伸 长 的 独特 磁 流 体 动 力学 效应 倾 回 于 使 磁场 增强 . 在 865 中 曾 指出 过 , 在 具 
有 足够 大 电导 率 的 流体 运动 时 , 磁力 线 就 像 “冻结 ”在 流体 中 一 样 也 随 之 移动 
而 且 磁 场 强 度 正 比 于 磁力 线 在 每 一 点 的 伸 长 变化 . 然而 在 灌流 运动 时 , 流体 中 
任意 两 个 相近 的 粒子 随 着 时 间 流 逝 在 平均 上 痢 会 分 离开 来 . 结 来 磁力 线 拉 长 ， 
磁场 增强 . 

以 感应 电流 产生 的 焦耳 热 形 式 出 现 的 磁 能 耗 散 倾 向 于 使 磁场 衰减 . 由 于 
能 量 耗 散 正 比 于 (rot 互 )” 亦 即 磁场 空间 导数 的 平方 , 堵 么 很 清楚 , 对 于 场 发 
生变 化 的 空间 尺度 足够 大 的 运动 , 耗 散 很 小 . 这 完全 不 意味 着 场 在 这 样 的 尺度 
上 增强 . 实际 情况 是 , 刚才 提 到 过 的 磁力 线 伸 长 伴随 着 它们 的 “纠缠 ”, 结果 时 
致 空间 尺度 的 缩小 . 所 以 可 能 出 现 的 情景 是 , 场 在 其 给 定 尺 度 上 不 会 增强 , 而 

8 Hi 关 0, Fia=0 的 激 波 叫 作 关闭 激 波 , 它 属于 慢 激 波 ; 其 速度 为 





unl 一 UAl, Vn2 = VP1/P2UA2 < UA2, Vn1vVn2 = 
对 开 闸 激 波 和 关 逆 激 波 的 可 演化 性 可 能 产生 疑问 ; 例如 , 在 开 闸 激 波 中 wi > wai, 因此 
似乎 只 可 能 有 一 个 扰动 的 阿尔 文 波 以 向 后 速度 vnz 十 wa2 = 2ua2 离开 它 . 但 是 不 要 悉 
记 , 在 施加 扰动 时 切 同 磁场 变 得 不 再 为 零 . 
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会 产生 从 大 尺度 沸 流 脉动 向 较 小 尺度 注 流 脉动 的 能 量 流动 . 一 直到 脉动 尺度 
足够 小 时 , 能 量 被 耗 散 掉 . 

发 生 在 流体 运动 速度 v 处 处 平行 于 同一 平面 zy 的 二 维 注 流 中 的 正 是 这 
种 情景 ( 撕 . B. 泽 尔 多 维 奇 , 1956); 我 们 在 此 强调 , 并 没有 假定 此 时 产生 的 磁场 
五 是 二 维 的 . 下 面 我 们 来 证 明 这 点 . 

首先 我 们 来 研究 与 流体 运动 垂直 的 磁场 分 量 厅 , 的 演化 . 考虑 到 等 式 
div 互 =0 和 divw =0( 本 节 中 假定 流体 是 不 可 压缩 的 /), 方程 (66.1) 的 z 分量 


的 形式 为 
0 万 : 


Ot 
方程 中 只 含 太 ,. 方程 右 端 的 第 一 项 描写 给 定 Hs 和 值 与 其 所 在 的 流体 元 一 起 的 
迁移 . 第 二 项 描写 在 流体 不 同 点 上 #; 值 的 “扩散 ” 致 名. 显然 , 无 论 何 种 效应 
都 不 会 引起 HH, 的 增加 . 如 果 初 始 扰 动 Hs 占据 某 一 有 限 空间 区 域 , 那么 随 着 
时 间 的 流逝 它 将 因 “ 扩 散 ” 而 衰减. 

在 证 明 磁 场 分 量 及 ,, HH, 的 衰减 时 , 可 以 令 五, = 0, 因为 我 们 必须 排除 五。 
衰减 后 这 些 分 量 继续 留 下 来 的 可 能 性 @. 我 们 在 所 有 物理 量 ( 瑟 和 都 不 依 
赖 于 坐标 z 的 附加 限制 情况 下 来 做 到 这 点 @. 此 时 矢量 rot 了 H 在 z 轴 方 向 ; 矢 
量 v x 五 也 同样 , 因此 (从 表达 式 (66.6) 可 以 看 出 ) 电场 也 在 z 轴 方 向 .在 
这 种 情况 下 , 可 以 借助 指向 z 轴 且 与 坐标 z 无 关 的 矢量 势 A 来 描写 电磁 场 : 


=—(v:VY)H; + vmAH,;,; 人 














94; 84; 164 94 
Ls yy i Se divA = 2 0 
将 这 些 表 达 式 代入 (66.6) 式 后 , 经 简单 变换 , 我 们 得 到 A 的 方程 : 
=== VA (74.2) 


其 形式 与 方程 (74.1) 完全 一 样 . 由 此 再 一 次 得 出 随 着 时 间 的 流逝 扰动 A 以 
及 与 之 相关 的 Hj,, Hi 统统 衰减 的 结论 . 
因此 , 湛 动 发 电机 本 质 上 是 三 维 现象 . 为 了 演示 这 点 , 我 们 给 出 以 下 的 一 

个 运动 实例 , 它 不 改变 磁场 的 空间 尺度 但 增强 磁场 . 我 们 来 研究 冻结 在 流体 
环 内 部 的 闭合 磁力 线 集合 (图 45,a). 令 在 流体 运动 时 环 的 长 度 被 拉 长 了 两 倍 
(图 45,b) ; 环 的 横 截 面 减 小 为 原来 的 二 分 之 一 , 磁场 大 小 也 增 大 同样 倍数 . 其 
次 , 令 在 运动 中 环 发 生 扭 转 (图 45,c), 然后 拧 成 相互 重生 的 螺 圈 (图 45,d). 结 
果 得 到 大 约 与 初始 同样 尺度 的 位 形 , 但 环 内 的 磁场 值 增 加 了 两 倍 . 显然 , 这 样 
的 运动 原则 上 是 三 维 的 . 

@ 以 下 的 论证 不 排除 磁场 在 过 程 初始 阶段 增长 的 可 能 性 . 

@ 这 里 作 这 个 假定 只 是 为 了 简化 证 明 , 并 没有 任何 原则 上 的 意义 .即便 没有 这 个 
限制 条 件 也 可 以 用 稍微 复杂 一 点 的 论证 得 出 同样 结果 . 
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(a) (b) (0) (qd) 


图 45 


当然 这 个 实例 并 非 满 动 发 电机 实际 存在 的 证 明 ; 还 存在 比 场 的 尺度 更 小 
规模 的 运动 . 为 了 解释 这 个 问题 有 必要 对 导电 流体 灌流 相对 于 磁场 小 扰动 的 
稳定 性 作 直 接 的 考察 . 这 方面 的 发 展 强烈 地 提示 , 在 足够 大 的 人 磁 雷诺 数 下 确实 
会 有 磁场 产生 中 这 里 我 们 将 不 叙述 这 些 相 当 复 杂 的 研究 , 只 是 对 汕 动 发 电机 
存在 设想 中 已 建立 的 磁 流 体 动力 学 满 流 图 像 进行 一 般 性 的 描述 . 

众所周知 , 湛 流 运动 可 以 看 作 是 从 基本 的 “外 ”尺度 1 到 最 小 的 “内 ”尺度 
No 的 各 种 尺度 油 流 脉动 的 集合 . 第 一 个 尺度 与 决定 湛 流 运动 发 生 区 域 尺 度 的 
特征 长 度 相同 , 而 第 二 个 尺度 决定 能 量 耗 散 变 得 重要 的 距离 的 数量 级 (参见 本 
教程 第 六 卷 833). 所 谓 定常 湛 流 , 我 们 是 指 平均 特征 量 取 第 量 的 济 流 , 平均 是 
对 相应 的 脉动 周期 量 级 的 时 间 间 隔 进 行 的 , 这 个 时 间 间 隔 当 然 比 所 有 的 观察 
时 间 都 小 : 我 们 将 用 下 标 入 来 区 分 尺度 为 入 的 脉动 的 平均 特征 量 ; 例如 wa, 了 H、 
是 速度 和 磁场 在 距离 ~ 入 上 的 平均 变化 . 

关于 漠 动 发 电机 存在 的 断言 表明 , 在 基本 尺度 上 和 存在 人 磁场 瓦 , 其 能 量 密 
度 H?/(87z) 可 与 流体 的 动能 密度 ov2z/2 相 比 . 换言之 , 磁场 HH 中 的 阿尔 文 
速度 

Hi 
UA~ a (74:3) 
可 与 流体 动力 学 速度 v=% (在 距离 ~ 1 上 的 平均 速度 变化 ) 的 基本 尺度 相 比 . 
对 于 入 入;! 的 尺度 , 磁场 Hs < Hi 

我 们 马上 要 强调 指出 磁 流 体 动 力学 濡 流 与 通 第 兴 流 的 区 别 . 在 通 浓 潮流 
中 基本 尺度 的 运动 并 不 对 小 尺度 脉动 的 性 质 产 生 重 要 的 影响 , 它 仅 以 对 流 方 
式 传送 小 尺度 脉动 . 相反 , 在 磁 流 体 动力 学 情况 , 基本 尺度 的 磁场 影响 所 有 小 
四 参见 Badnuumetr C. H. // RITE. 1980. T. 79. C. 2175; 1982. T. 83. C. 161. 

@ 我 们 这 里 感 兴趣 的 是 空间 变化 特征 尺度 <1 的 潮 动 磁场 的 产生 . 原来 只 有 当 沸 
流 运 动 的 平均 特征 量 是 相对 于 空间 反 演 的 不 变量 (我 们 这 里 不 研究 此 情况 ) 时 , 特征 
尺度 全 1 的 “大 尺度 ” 场 的 产生 才 有 可 能 . 对 相关 理论 的 叙述 可 在 C. HH. 瓦 因 斯 坦 、#H. 
B. 泽 尔 多 维 奇 和 A. A. 鲁 效 麦 金 的 专著 以 及 H. K. 英法 特 的 著作 中 找到 : Baiinwmeiin 
C. H., Senvooeur A. Bb., Py3amaiixun A. A. TypOyneHTHOe 上 HaMO B acTPhogu3ure. — M.: 


Hayka, 1980; H K Moffatt, Magnetic field generation in electrically conducting fluids, Cambridge 
University Press, 1978. 
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尺度 的 运动 . 

因为 对 于 入 < 入 ! 的 尺度 , 可 以 认为 磁场 Hl 是 局 域 均匀 的 , 而 HM << 更, 那 
么 这 种 情况 下 的 小 太 度 运动 不 是 别 的 , 正 是 具有 波 矢 ~ 1/ 入 和 速度 ~ wa 的 
小 振幅 磁 流 体 动 力学 波 的 集合 . 根据 (69.11) 式 , 在 这 些 波 中 流体 的 动能 和 磁 
能 是 一 样 的 . 换 句 话说 , 在 小 尺度 脉动 中 磁 能 和 动能 之 间 的 对 等 分 布 以 很 高 的 
准确 度 得 以 保持 : 

二 
PN (74.4) 

这 个 关系 式 可 以 按 数 量 级 外 推 到 基本 尺度 , 给 出 w ~ wa, 这 与 假设 一 致 . 

我 们 来 研究 尺度 和 的 取 值 范围 


(SASNo. (74.5) 


应 当 注 意 到 , 一 般 而 言 , 黏 性 耗 散 与 焦耳 耗 散 是 在 不 同 的 入 取 值 时 成 为 
主要 耗 散 的 , 在 这 个 意义 上 , 在 磁 流 体 动力 学 滑 流 中 可 以 存在 两 个 内 部 尺度 : 
在 (74.5) 式 中 的 Xo 指 的 是 其 中 较 大 的 那 一 个 , 因此 在 (74.5) 式 所 示 出 的 范围 
( 称 为 惯性 区 ) 内 没有 任何 耗 散 . 

如 同 在 通常 的 潮流 理论 中 那样 , 我 们 引入 单位 时 间 内 单位 质量 流体 耗 散 
的 平均 能 量 (用 s 表示 ). 这 个 能 量 取 自 大 尺度 运动 , 由 此 逐步 传递 到 所 有 更 
小 的 尺度 , 直到 最 后 耗 散 到 尺度 为 AS Xo 的 脉动 中 . 显然 , 在 没有 耗 散 的 惯性 
区 , 量 s 同时 也 是 向 尺度 减 小 方向 流动 的 恒定 (不 依赖 于 和) 的 能 流 . 在 通常 的 
纯 流 体 动力 学 油 流 中 可 以 确认 , 汕 流 的 局 域 ( 亦 即 在 长 度 入 之 1 上 的 ) 性 质 必 
须 仅 上 取决 于 p, s 以 及 距离 入 本 身 , 而 不 肥 决 于 濡 流 总 体 尺寸 1 和 速度 的 尺度 
u; 这 对 于 从 量 纲 分 析 找 出 v、 对 入 的 依赖 关系 已 经 足够 . 而 在 磁 流 体 动力 学 
潮流 中 局 域 性 质 还 可 能 依赖 于 磁场 及 (或 者 等 价 地 , 依赖 于 速度 ua). 如 此 一 
来 , 量 纲 分 析 就 不 够 用 了 , 必须 将 能 流 建 立 的 实际 机 制 罕 扯 进 来 . 

由 运动 方程 中 的 非 线 性 项 所 描写 的 小 振幅 磁 流 体 动力 学 波 之 间 的 相互 
作用 便 是 这 个 机 制 . 所 以 能 流 =s 必须 展开 为 小 振幅 v、 的 颇 级 数 , 而 且 这 个 展 
开 式 必须 以 高 于 二 阶 的 高 阶 项 开始 (平方 项 对 应 于 这 里 并 不 存在 的 通常 的 耗 
散 ). 三 阶 项 依赖 于 相互 作用 波 的 相位 并 在 对 这 些 无 规 相位 作 平 均 时 消失 . 
此 ee x v4. 现在 已 经 可 以 由 量 纲 分 析 (e 的 单位 是 er g/ (gs) =cm2/s3) 确定 这 
个 比例 系数 为 : 

E ~ VY/ (uaN), (74.6) 


或 
UA ~ (WAEA)L4 (7 
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(R. H. 克 雷 奇 南 , 1965). 这 个 关系 式 蔡 代 了 通常 流体 动力 学 满 流 的 科 尔 英 戈 
罗 夫 - 奥 布 霍 夫 定律 (wx ~ (eA)'). 将 (74.6) 式 外 推 至 基本 尺度 , 我 们 得 到 s 
的 佑 计 值 为 


e~ us /ual) ~ ul, 


与 通 第 流体 动力 学 中 是 一 样 的 . 

从 把 小 尺度 脉动 当 作 大 尺度 磁场 Hi 背景 上 的 磁 流 体 动 力学 波 的 概念 出 
发 , 可 以 估计 灌流 的 内 部 尺度 Ao. 介质 的 和 儿 性 和 导电 性 导致 这 些 波 的 吸收 ; 相 
应 的 吸收 系数 7 已 在 869 的 习题 中 求 得 . 当 吸 收 长 度 1/7 可 与 波长 亦 即 尺度 
入 相 比 拟 时 , 耗 散 成 为 主要 的 . 由 于 磁 流 体 动力 学 波 以 速度 wa (与 波长 无 天) 
传播 , 则 其 频率 w ~ ws/ 和. 我 们 对 吸收 系数 的 估 值 为 


pn 
入 21A 


当 入 ~ Xo 时 从 条 件 Y ~ 1/ 和 我们 求 得 内 部 尺度 为 


Pu 





pin we 昌 Z 十 Lm 
UA u 
如 果 上 全 vx 则 Ao 和 ~v/u ~ 1/R, 其 中 RR 和 ~ wljv 为 基本 运动 的 雷诺 数 . 类 似 

地 , 当 vj 六 二 时 我 们 有 Xo ~ /Rnm. 

最 后 我 们 还 要 指出 强 导 电介质 渍 流 运动 的 一 个 有 趣 性 质 : 磁场 从 庙 流 区 
被 排出 . 事实 上 , 我 们 来 研究 被 沙 流 占据 的 一 个 有 限 区 域 ,在 该 区 域外 有 磁场 . 
这 个 场 的 磁力 线 一 旦 进入 满 流 区 , 由 于 冻结 , 它们 就 在 其 中 发 生 纠 缠 ; 磁场 的 
方向 变 得 随机 . 这 表明 磁场 五 的 时 间 平 均值 趋 于 零 , 并 日 介质 导电 率 越 高 , 趋 
于 零 的 精确 度 越 高 (有 限 导 电 率 导致 磁力 线 滑 移 , 所 以 场 并 不 变 得 完全 随机 ). 
换 句 话说 , 当 施 加 不 太 强 的 磁场 于 (在 有 限 区 域 ) 满 动 的 流体 时 , 流体 表现 得 
如 同 具 有 小 磁 导 率 (4 入 1) 的 抗 磁性 介质 , 磁 导 率 越 小 , 磁 雷 诺 数 越 大 . 

足够 强 的 磁场 不 可 能 不 深入 流体 .然而 , 这 并 不 意味 着 强人 磁场 必定 完全 压 
制 满 流 . 二 维 满 流 可 能 存在 于 任意 强 的 均匀 外 磁场 (指向 z 轴 ) 中 , 其 中 流体 
速度 处 处 平行 于 zy 平面 , 并 不 依赖 于 z 坐标 . 实际 上 , 在 这 种 情况 下 


ry (74.8) 








rot(v x H)=(H.V)v=0 
而 且 由 (65.2) 式 得 出 流体 运动 不 扰动 外 磁场 , 场 依然 是 均匀 的 . 所 以 , 此 时 并 


不 产生 电流 , 从 而 洛 伦 效 力 等 于 零 . 可 以 说 , 二 维 运动 一 般 感 觉 不 到 均匀 磁场 . 
强 磁场 中 的 闹 流 正 是 退化 到 这 样 的 二 维 济 流 . 
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我 们 在 858 中 曾 写 出 过 金属 中 的 交 变 电磁 场 方程 : 
TO 人 三 二 rotE = -20 
C c ot 
这 些 方程 仅 当 场 的 变化 足够 缓慢 时 才 是 正确 的 : 场 的 频率 必须 使 得 静态 情况 
下 的 了 与 百 以 及 互 与 互 ( 如 果 吾 与 五 的 区 别 重要 的 话 ) 的 依赖 关系 仍然 保 
持 正 确 马 . 
现在 我 们 转 而 研究 介 电 体 中 交 变 电磁 场 的 类 似 问 题 , 并 且 表 述 出 电磁 场 
在 某 些 频率 下 的 方程 ,在 这 些 频率 下 万 与 瑟 之 间 以 及 互 与 五 之 间 的 关系 仍 
然 如 同 在 静电 场 和 静 磁 场 中 那样 . 如 果 这 种 关系 像 通常 一 样 归 结 为 简单 的 比 
例 关系 , 那么 上 述 条 件 意味 着 可 以 假定 


(75.1) 


D=eEk, B=H, (ry) 


其 中 e 和 取 静 态 值 . 

在 可 以 与 物质 的 电极 化 或 做 极 化 出 现 相 关 的 分 子 或 电子 振动 的 本 征 频 率 
相 比 拟 的 频率 下 , 以 上 关系 式 遭 到 破坏 (或 者 , 如 人 们 篆 说 的 那样 , = 和 出现 
色散 ). 这 些 频率 的 数量 级 随 物 质 种 类 而 不 同 , 并 在 非常 宽 的 界限 内 变化 . 对 于 


@ 条件 ! < 和 与 方程 (75.1) 的 适用 性 无 关 . 这 个 条 件 对 于 第 7 章 中 所 研究 问题 的 作 
用 在 于 , 它 允 许 忽 略 导体 外 部 场 中 的 延迟 效应 . 
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电 现象 或 磁 现 象 , 这 些 频率 的 数量 级 也 可 能 是 完全 不 同 的 @， 
通过 将 精确 的 微观 麦克 斯 韦 方程 中 的 e 和 h 直接 用 它们 的 平均 值 E 和 
BB 代 换 , 得 到 方程 


divB = 0, (T5332 
10B 
thE=— . 
ro a (75.4) 


因此 这 些 方 程 在 任何 条 件 下 都 适用 , 不 必修 改 . 至 于 方程 


divD = 0， (75.5) 
则 可 通过 对 精确 ee dive = 4rp 求 平均, 并 仅 使 用 物体 中 总 电荷 等 于 
零 的 条 件 得 到 (参见 86). 显然 , 这 一 推导 与 86 中 所 假设 的 场 的 静态 性 毫 无 关 


联 ， oe (75.5) 在 交 变 2 适用 . 
还 有 一 个 方程 应 当 通 过 对 精确 微观 方程 


roth = ! + po (75:0) 
求 平均 而 得 到 . 直接 平均 方程 (75.6) 得 到 
rot B= Oe 十 拉克 (¥5;7) 


但 是 , 在 与 时 间 有 关 的 宏观 场 情况 下 , 建立 平均 值 Pw 与 先前 引进 的 量 之 间 的 
关系 相当 困难 . 简单 一 些 的 办 法 , 是 不 直接 进行 所 要 求 的 平均 而 采用 以 下 更 为 
形式 化 的 途径 . 

我 们 暂时 假定 ， EO 电 体 中 引入 体 密度 为 pex 的 外 电荷 . 这 些 电 和 荷 在 运动 
时 产生 外 电流 jex, 而 这 些 电 集 的 守恒 表示 为 连续 性 方程 


Opex 
ot 


代替 方程 (75.5), 我 们 有 





十 div Jex 二 0. 


div D = 4npex 


(参见 (6.8) 式 ). 将 此 式 对 时 间 求 导 并 利用 连续 性 方程 , 我 们 有 





O Opex 
Bt divD = =3; 进 元 及 
例如 ,在 金刚 石 中 电极 化 起 源 于 电子 的 振动 ,e 的 色散 仅 在 光谱 的 紫外 波段 才 开 
始 出 现 . 而 在 像 水 那样 的 极 性 液体 中 , 极 化 与 具有 固定 偶 极 矩 分 子 取 向 有 关 , 故 而 e 的 
色散 在 频率 w ~ 101 时 ( 亦 即 在 厘米 波 波 段 ) 出 现 . 铁 伐 性 物质 中 由 的 色散 则 开始 的 
更 早 


一 一 4 div Jex 
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oD 

div ( 守 二 qnjex ) 二 0. 
由 此 得 出 , 在 散 度 符号 “div” 后 的 矢量 , 可 以 表示 为 某 一 其 他 矢量 (我 们 将 之 
标记 为 c 瑟 ) 的 旋 度 “rot” 的 形式 ; 于 是 


4 10D 
0 A 
上 c Ot 


在 物体 之 外 , 这 个 方程 应 当 与 真空 中 场 的 麦克 斯 韦 精确 方程 相同 ,与 此 相应 矢 
量 五 与 做 场 强 度 相 同 . 在 物体 内 部 , 静态 情况 下 电流 Jex 以 方程 


(75.8) 


47 . 
痉 


与 磁场 相关 , 其 中 也 为 在 829 中 引进 的 与 平均 磁感应 强度 B 有 确定 关系 的 
物理 量 , 由 此 得 出 , 在 频率 趋 于 零 的 极限 下 方程 (75.8) 中 的 矢量 五 与 静态 
值 五 (B) 相同 , 而 我 们 这 里 所 假定 的 场 变 化 的 “缓慢 ”意味 着 对 于 这 些 交 变声 
吾 (B) 的 图 数 关系 依然 保持 : 如 此 一 来 , 五 成 为 完全 确定 的 物理 量 , 取消 辅助 
物理 量 jex 后 , 我 们 最 后 得 到 方程 


量 D/(47) 称 为 位 移 电 流 . 
对 于 介 电 体 , 这 个 方程 取代 了 描写 金属 中 场 的 方程 (75.1) 的 第 一 个 方程 . 
也 许 会 产生 这 样 的 想法 , 即 在 金属 中 对 于 交 变 场 应 当 考 虑 带 有 导数 908/9t 的 
项 , 也 就 是 将 (75.1) 中 的 第 一 个 方程 写 为 含 常 系数 的 
4 EOF 


H=—oE+i-—. 75.1 
rot 0 t= A (75.10) 


然而 对 于 良 导体 (真正 的 金属 ) 而 言 , 引入 这 类 项 毫 无 意义 . 方程 (75.10) 右 端 
的 两 项 实质 上 代表 了 场 按 频率 震级 数 展开 的 前 两 项 . 由 于 假设 了 后 一 项 足够 
小 , 所 以 考虑 这 一 项 充其量 也 不 过 是 引入 了 一 个 小 修正 . 其 实 , 它 甚至 连 这 点 
意义 也 没有 , 因为 事实 上 金属 中 早 在 频率 修正 出 现 之 前 , 场 的 空间 非 均匀 性 影 
响 引 起 的 修正 就 已 很 显著 ( 见 859 第 二 个 脚注 )， 

不 过 有 一 类 特殊 的 物体 (不 良 导体 ), 对 于 它们 方程 (75.10) 可 能 有 意义 . 出 
于 特殊 的 原因 (半导体 中 传导 电子 太 少 , 电解 质 溶液 内 离子 迁移 率 太 低 ), 这 些 
物体 的 传导 率 反 常 地 低 , 因此 在 仍 可 将 e 和 当 作 常 量 的 频率 下 , 方程 (75.10) 
右 端 第 二 项 可 与 第 一 项 相 比 或 者 已 经 超过 了 第 一 项 . 在 单 色 场 中 第 二 项 与 第 
一 项 的 比值 为 ew/ Uno). 如 果 这 个 比值 很 小 , 物体 表现 得 如 同 电导 率 为 e 的 
通常 导体 . 而 当 频 率 w 六 4ro/s 时 , 它 则 表现 得 像 介 电 常量 为 = 的 介 电 体 一 样 
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在 s 和 为 常量 的 均匀 介质 中 , 方程 (75.3) 一 (75.5) 和 (75.9) 的 形式 为 


divE=0, divH =0, (75.11) 


uoH E 0 万 
有 tH 三 三 一 一 75.12 
nL CG ORY Se c ot ( ) 


以 通 稼 的 方式 从 这 些 方程 内 消去 五 (或 互 ), 我 们 得 到 

Ee0 e002H 

rotrot H = -到 rot E = -和 也 
由 于 rotrot 玉 graddiv 瑟 -人 H = 一 AH, 结果 我 们 求 得 波动 方程 
e002H 
和 

由 此 可 见 , 电磁 波 在 均匀 介 电 体 中 的 传播 速度 为 

Vv 
流 密 度 由 电磁 场 能 流 和 运动 物体 直接 携带 的 能 流 相 加 而 成 . 在 (我 们 所 研 
究 的 ) 静止 介质 中 后 一 部 分 不 存在 , 故而 介 电 体 中 的 能 流 密度 由 公式 (30.20) 

出 





(75.13) 


站 听 起 


S = EE x H, (75.14) 
与 在 金属 中 一 样 . 通过 计算 div 5, 很 容易 证 实 这 点 . 利用 方程 (75.4) 和 (75.9)， 
我 们 得 到 


divS = (Hrot B-E.rotH)= (5 和 守 )- Ce 
7 


0 


与 在 给 定 密 度 与 入 时 介 电 体 的 内 能 微分 表达 式 
| 
4 


大 家 知道 , 所 有 封闭 系统 (当前 情 癌 下 是 电磁 场 中 的 介 电 体 ) 的 四 维 能 
量 - 动 量 张 量 的 对 称 性 要 求 导 致 系统 的 能 流 密 度 和 空间 动量 密度 (精确 到 c“ 
因子 ) 相等 (参见 本 教程 第 二 卷 832 和 894). 因此 后 者 等 于 

1 


一 一 六 Xx 万 . 75.16 
4nc ( ) 


在 交 变 场 中 确定 作用 于 介 电 物质 上 的 力 时 , 特别 应 当 考 虑 这 种 情况 . 作用 力 f 
(相对 于 单位 体积 ) 可 以 以 


村 Ooik 
fi = 
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的 方式 从 应 力 张 量 算出 . 但 是 此 时 必须 考虑 到 oi 是 动量 流 密度 , 它 既 包含 了 

物质 的 动量 变化 也 包含 了 电磁 场 的 动量 变化 . 如 果 把 了 理解 为 只 是 作用 于 介 

质 上 的 力 , 则 应 从 上 面 写 出 的 表达 式 中 减 去 单位 体积 内 场 的 动量 的 变化 : 

A dow 91 
”Orz | Ot Axe 

在 恒定 场 内 上 式 右 端 第 二 项 等 于 零 , 所 以 以 前 没有 发 生 过 这 个 问题 . 

由 于 场 的 变化 缓慢 , 故 可 使 用 以 前 得 到 的 对 于 恒定 场 的 应 力 张 量 表达 式 . 
例如 , 对 于 液态 介 电 体 , 其 应 力 张 量 oi 即 由 电场 部 分 (15.9) 式 和 磁场 部 分 
(35.2) 式 之 和 给 出 . 

但 是 , 在 将 这 些 表达 式 对 坐标 求 导 时 应 当 考 虑 到 , 我 们 现在 用 方程 (75.12) 
代替 了 恒定 场 (无 电流 存在 时 ) 中 的 方程 rot 忆 = 0,rot 五 =0. 这 导致 出 现 新 
的 项 


(Ex H).. (75. 17) 


= 
An 47n 
这 些 项 现在 不 等 于 堆 , 而 是 等 于 


px Hexb=s EXH) 
4nc 4nc 4nc Ot 


因此 , 所 求 的 力 : 


pb? 再 ” 





37 
Oe\) BE Oun\ H’*| ey-1090 
全 ee 5 Qo ~—(ExH). 179.1 
vo (FE), AL | A x x ou) 


上 式 右 并 最 后 一 项 称 作 亚伯拉罕 力 (M. 亚伯拉罕 , 1909). 
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介质 的 运动 导致 电场 和 人 磁场 相互 作用 现象 的 产生 . 对 于 导体 中 的 这 些 现 
象 , 我 们 已 在 863 中 进行 了 研究 , 现在 我 们 转 过 来 研究 介 电 体 中 的 这 一 问题 . 
事实 上 我 们 关注 的 是 存在 外 电场 或 外 磁场 时 发 生 在 运动 介质 中 的 现象 . 我 们 
特别 强调 , 这 些 现象 与 由 于 介质 本 身 运 动 所 引起 的 场 产生 现象 (这些 现 象 已 在 
836, 864 中 研究 过 ) 毫 无 共同 之 处 . 

863 的 出 发 点 是 从 一 个 参考 系 到 男 一 个 参考 系 转换 时 的 场 变换 公式 那 
时 我 们 只 要 知道 真空 中 电场 强度 和 磁场 强度 的 通 第 变换 公式 即 已 足够 , 这 些 
公式 的 平均 直接 给 出 马 和 B 的 变换 公式 . 介 电 体 中 这 一 问题 要 复杂 得 多 ， 
为 描写 电磁 场 要 用 相当 大 数目 的 物理 量 . 
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在 宏观 物体 的 运动 中 通常 涉及 的 速度 比 光 速 小 得 多 . 然而 , 根据 对 于 任 
何 速度 都 正确 的 精确 的 相对 论 公 式 来 得 到 相应 的 近似 变换 公式 要 简单 得 多 . 

众所周知 , 在 真空 内 场 的 电动 力学 中 , 电场 和 磁场 强度 矢量 e 和 hh 的 分 
量 实际 上 是 反对 称 二 秩 四 维 张 量 的 分 量 (参见 本 教程 第 二 卷 823). 由 于 瑟 和 
B 是 e 和 瑚 的 平均 值 , 它们 也 应 有 同样 的 关系 . 因此 , 存在 具有 以 下 分 量 的 四 
维 张 量 FP,,: 


1 = 
EBD 0 E, -B, B, 0 
(76.1) 
借助 于 这 一 张 量 , 第 一 对 麦克 斯 韦 方程 
, 10B 
divB=0,，rotEB=-- 序 (76.2) 


可 写 为 如 下 的 四 维 形式 : 
OP .Oh ps ,Oh 
Ox’ Or” OZ 
由 此 显示 了 这 些 方程 的 相对 论 不 变性 . 我 们 强调 指出 , 方程 (76.2) 本 身 对 运动 
物体 的 适用 性 显而易见 , 因为 这 些 方程 是 将 精确 的 微观 麦克 斯 韦 方 程 中 的 e 
和 hh 用 它们 的 平均 值 和 BB 直接 代 换 而 得 到 的 . 
第 二 对 麦克 斯 韦 方程 











= (76.3) 


19D 
c Ot 
在 运动 介质 中 也 保持 自己 原 有 的 形式 . 从 前 一 节 进 行 的 讨论 中 可 明显 地 看 出 
这 点 , 因为 在 这 些 讨 论 中 只 使 用 了 诸如 总 电荷 等 于 零 这 样 的 物体 性 质 , 而 运动 
物体 和 静止 物体 一 样 也 具有 这 些 性 质 . 但 是 , 这 时 万 与 瑟 之 间 以 及 号 与 五 
之 间 的 关系 , 与 在 静止 物体 中 的 关系 不 再 相同 . 

对 于 静止 物体 和 运动 物体 都 适用 的 方程 (76.4) 应 当 在 洛 伦 兹 变换 下 保持 
自己 的 形式 不 变 . 对 于 在 真空 中 的 场 , 矢量 DD 和 五 分 别 与 已 和 BB 相同 .第 
二 对 麦克 斯 韦 方 程 的 相对 论 不 变性 显示 在 它们 可 以 借助 同一 张 量 及 ,写成 四 
维 形 式 : 9F*/0xr = 0 (参见 本 教程 第 二 卷 830). 因此 十 分 清楚 , 为 保证 方程 
(76.4) 的 相对 论 不 变性 , 必须 使 矢量 D 和 五 的 分 量 实际 上 如 同 构造 得 像 已 


GO 本 节 中 四 维 张 量 的 肥 秆 为 0, 1, 2, 3 的 下 角 标 一 律 用 希腊 字母 和 ,pn,v 表示 . 


divD=0, rotH = (76.4) 
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似 的 四 维 张 量 的 分 量 那样 变换 , 我 们 将 这 个 张 量 记 为 Hy: 


“0 DBD: DBD. .J UE 
HF =Ds DO HH Hy i Ds 0 
i Es D, H: 0 -不 
-D; ~-H, H: 0 By. = Ws 
(76.5) 
借助 于 它 , 方程 (76.4) 改写 为 以 下 形式 : 
OH 和 


阐明 物理 量 五 万 .五 、 互 的 四 维 矢量 特征 后 , 我 们 从 而 也 弄 清 了 这 些 量 
从 一 个 参考 系 转 换 到 另 一 个 参考 系 的 变换 规则 .但 是 , 我 们 所 感 兴趣 的 与 其 说 
是 这 个 变换 的 规律 ,不 如 说 是 在 运动 介质 中 这 些 量 之 间 的 关系 , 这 些 关 系 推 广 
了 适用 于 充 止 物 体 的 关系 式 D=eE 和 B=1H. 

我 们 用 wr 来 标记 介质 速度 的 四 维 矢 量 ; 它 的 分 量 与 三 维 速度 v 借助 


了 
| >= 
LU 

相 联 系 . 我 们 由 这 个 四 维 矢 量 以 及 四 维 张 量 Fw 和 五 必 构成 这 样 的 组 合 , 使 
它们 在 静止 介质 中 转换 为 五 和 万 . 这 样 的 组 合 是 四 维 矢量 FNMw, HMw,. 当 
v 二 0 时 , 它们 的 时 间 分 量 为 零 , 而 空间 分 量 分 别 为 五 和 万 . 因此 很 清楚 , 等 

式 刀 =e 环 的 四 维 推广 是 包 
eS (76.7) 

使 用 类 似 的 方式 我 们 确信 , 关系 式 B= nH 的 四 维 推广 是 四 维 等 式 

EIN a oo EY (76.8) 


从 四 维 表示 重新 问 到 三 维 表示 , 我 们 从 上 两 个 方程 得 到 矢量 关系 式 包 : 


1 ll 
D+ivxH=e(EtivxB), 
C 
| (76.9) 
B+iBxv=p(H+iEDxo) 
C 


Q 应 当 注 意 , 在 写 出 只 包含 速度 局 域 值 的 关系 式 时 , 我们 已 经 略 去 了 与 存在 速度 
梯度 可 能 性 有 关 的 弱 效 应 (例如 旋 磁 效应 : 参见 $36). 

@ 如 果 在 静止 介质 中 关系 式 吃 = ceE 和 B=jH 中 的 任何 一 个 不 成 立 , 则 相应 的 
关系 式 (76.9) 将 被 等 式 两 端的 矢量 和 之 间 的 一 个 不 同 的 函数 关系 所 替代 . 
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闵可夫 斯 基 得 到 的 这 两 个 公式 (H. 闵可夫 斯 基 , 1908) 在 尚未 对 速度 的 大 小 作 
出 任何 假设 的 意义 上 是 精确 的 . 假设 比值 w/e 很 小 , 精确 到 该 比值 的 一 阶 项 ， 
解 关于 D 和 B 的 这 两 个 方程, 我 们 得 到 





| 
D-ep+ 一 vxH, (76.10) 
| 
ys es si (76.11) 
和 


这 些 公 式 与 麦克 斯 韦 方程 (76.2) 和 (76.4) 一 起 构成 了 运动 介 电 体 电动 力学 的 
基础 . 

麦克 斯 韦 方 程 的 边界 条 件 也 要 经 受 某 些 变化 . 由 方程 divD = 0,divB = 
0, 和 以 前 一 样 , 得 出 感应 强度 法 向 分 量 的 连续 性 条 件 : 


| = Dn2, Bani Bn2. (76.12) 
得 到 场 强 切 问 分 量 条 件 的 最 简单 的 办 法 , 可 通过 从 静止 参考 系 K 转换 到 随 给 
定 物 体 表 面 面 元 一 起 运动 的 参考 系 K' 来 实现 ; 我 们 将 后 者 的 速度 ( 沿 法 线 方 
向 ) 标记 为 ww 在 K' 参考 系 中 通常 的 EB/ 和 五 ! 连续 性 条 件 成 立 . 根据 相对 论 
po 1 
全 必 


的 切 向 分 量 的 连续 性 条 件 . 将 这 两 个 矢量 投影 到 垂直 于 mn 的 平面 上 , 并 考虑 
到 等 式 (76.12), 我 们 得 到 所 求 的 边界 条 件 : 
n x (五 2 一 五 1) = 2(B; B51) 


(76.13) 
72 义 (五 > 一 万 1 ) 一 - 习 (D 一 7D1 ). 


如 果 把 (76.10) 一 (76.11) 代入 上 式 并 略 去 v/c 的 高 阶 项 , 我 们 得 到 
n x (五 > 一 Fi)= (1 一 KH, 


(76.14) 
72 xX (五 > 三 Hi) 一 3 El1) Bt. 





在 此 一 近似 中 , 等 式 右 端 可 以 不 区 分 界面 两 侧 的 五 和 五 的 取 值 . 

如 果 物 体 运 动 时 其 表面 在 垂直 于 自身 的 方向 没有 移动 (例如 , 物体 绕 轴 
转动 ), 则 ww = 0. 只 有 在 这 种 情况 下 边界 条 件 (76.13) 或 (76.14) 才 归 结 为 通常 
的 BE: 和 Hi 的 连续 性 条 件 . 
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1. 真空 中 的 介 电 球 在 恒定 磁场 男 中 转动 , 试 确定 球 周 围 产 生 的 电场 . 

解 : 计算 所 产生 的 电场 时 , 应 取 与 球 静 止 时 同样 的 磁场 值 , 因为 计 及 磁场 
改变 的 反作用 带 来 高 次 小 修正 . 球 内 磁场 均匀 且 等 于 

| 8 
pS LO2 
Fe 

(与 (8.2) 式 比较 )， 

由 于 转动 是 稳 恒 的 ;, 故 所 产生 的 电场 为 恒定 场 ,如 所 有 的 恒定 电场 一 样 具 
有 电势 : 马 二 一 Vy. 在 球 外 电势 满足 方程 Aolte) = 0, 而 在 球 内 电势 满足 方程 
二 和 人 (1) 


CE 


Apli) = 


其 中 2 为 转动 角速度 (由 含 名 二 xr 的 表达 式 (76.10) 求 得 万 ,代入 div =0 
后 即 得 到 这 个 方程 ). DD 的 法 向 分 量 在 球 表 面 的 连续 性 条 件 为 


| | (e) 
a{ 2 . BO 一 (1 -nNn)(HY 而 二 -6- 


(a 为 球 的 半径 , ni 为 7 方向 的 单位 矢量 ). 
由 于 球 的 对 称 性 , 所 求 电 场 全 由 两 个 常 矢 量 和 灸 和 2 确定 . 由 它们 的 分 量 
可 以 组 成 与 身 和 2 成 线性 的 标量 盘 . [2 及 对 用 项 之 和 ( 迹 ) 为 零 的 张 量 








Op 一 1 
”| ep-l 
Or C 


2 
Dif2k + DkE2; 一 3 Oi wl 
与 此 相应 , 我 们 在 球 内 寻求 形 为 


2 
oO(e) = = 5D (2) = Be (3) 





kk 
‘ OTiOry 7 


的 场 势 , 其 中 Di 为 常 张 量 (同时 Dii = 二 0) ;Di 是 球 的 电 四 极 矩 张 量 (参见 本 

教程 第 二 卷 841). 在 olte) 中 不 可 能 有 const/r 形式 的 项 , 因为 这 样 的 项 给 出 的 

包围 球面 的 电 通 量 不 等 于 零 (而 球 并 未 市 电 ). 我 们 所 要 寻求 的 球 内 电热 的 形 
为 

pl = 2 5 Diknm 

上 式 右 端 第 一 项 为 齐 次 方程 Ay 二 0 的 解 , 其 中 系数 的 选择 保证 在 球 表面 上 
电势 (同样 还 有 忆 :) 的 连续 性 . 将 (3) 式 和 (4) 式 代 入 (2) 式 , 我 们 求 得 

3(ep—1) 
友人 直人 二 出 


902 一 o9)， (4) 





2 
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因此 , 旋转 球 周 围 产 生 具 有 四 极 抵 特征 的 电场 ,同时 球 的 四 极 矩 由 公式 (5) 给 
出 . 特别 是 , 如 果 球 绕 外 磁场 方向 (z 轴 ) 旋转 , 则 Di 这 只 有 对 角 项 
a 4(ep—1 1 
7033 = ee 3 b 12, 有 Bm = 
类 似 地 , 在 均匀 电场 中 旋转 的 球 周 围 产 生 四 极 矩 磁场 . 此 时 球 的 磁 四 极 
矩 可 由 公式 (5) 变 号 并 将 其 中 的 e,h, 身 分 别 改 换 为 由 E,E 后 得 到 ， 
2. 一 磁化 球 在 真空 中 均匀 地 绕 其 自身 平行 于 磁化 方向 的 轴 转 动 , 试 确定 
球 周围 产生 的 电场 @. 
解 : 球 内 部 的 磁场 均匀 并 按照 方程 B 中 十 2 下 =0 (与 (8.1) 式 比 较 ) 和 
BY 一 玉 ) = 4n1M 通过 恒定 的 磁化 强度 JM 表达 , 由 此 


BoM p_irM 


在 当前 情况 下 公式 (76.9) 中 的 第 二 式 不 适用 (因为 对 于 静止 铁 磁 体 , 公式 BB = 

WH 不成立 ), 而 由 第 一 式 , 在 球 内 我 们 有 

4nx(2e++l1 
- iu 

在 球 外 所 产生 的 电场 的 势 满足 方程 Aole) = 0, 而 在 球 内 , 电势 满足 方程 

8n(2e 十 1) 
3CE 


po TS a xM. 
全 已 


Aot) = M0. 


在 球 表面 上 , D 的 连续 性 边界 条 件 为 : 
Op 4n(2e + 1) 0 
-0 Wi 3 afM sin“0 = 一 or i 
其 中 0 为 法 线 n4 与 从 与 1M 的 方向 (z 轴 ) 之 间 的 夹 角 . 我 们 寻求 以 下 形式 的 
(e) 和 (1): 
¥ :2 








(e) — Dirning _ Dzz 

273 4r3 

4n(2e 十 1) 
9c 


一 一 (3cos20 一 1)， 





2 
六 25 Dzz(3 cos“20 一 1) 十 MN(r? — a’) 


并 从 边界 条 件 得 到 在 旋转 球 中 产生 的 电 四 极 矩 的 以 下 表达 式 : 


4(2e 十 1) 。 1 
3c(2e + 3)" 5 


(- 帮 为 球 的 总 磁 和 天 ). 对 于 金属 球 必 须 令 E 一 oo, 于 是 
4 
D,;, = —— 1.Ma’. 
de 


@ 如 果 磁 化 强度 方向 和 旋转 轴 不 重合 , 则 问题 的 提 法 会 发 生 重大 变化 , 因为 会 发 
生 由 球 向 其 周围 空间 的 电磁 波 辐射 
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我 们 现在 转 而 研究 快速 交 变 电磁 场 这 一 最 重要 的 问题 , 此 时 电 人 磁场 的 频 
率 不 再 受 要 比 物质 产生 电极 化 或 磁极 化 的 特征 频率 小 得 多 的 条 件 的 限制 . 

随时 间 变 化 不 定 的 电磁 场 必 定 在 空间 也 是 变化 不 定 的 . 在 频率 为 w 的 情 
况 下 空间 的 周期 性 由 数量 级 为 入 ~ c/w 的 波长 决定 . 随 着 频率 的 进一步 增 大 ， 
和 最终 变 得 可 与 原子 尺度 a 相 比 . 在 这 样 的 条 件 下 , 场 的 宏观 描述 变 得 不 再 可 
E 


CC 


与 此 相关 可 能 产生 这 样 的 问题 , 即 一 般 来 说 , 是 否 存在 这 样 的 频率 取 值 范 
十, 在 此 艺 围 内 , 一 方面 色散 现象 已 很 重要 , 而 另 一 方面 仍 允 许 进 行 宏 观 研究 . 
容易 看 出 , 这 样 的 频率 范围 必须 存在 . 确立 物质 中 电极 化 或 磁极 化 的 最 快速 的 
机 制 是 电子 机 制 . 其 弛 殉 时 间 为 原子 时 间 a/u 的 量 级 , 其 中 a 为 原子 的 尺度 ， 
v 为 电子 在 原子 中 的 速度 . 然而 , 由 于 wv < 胺 c, 故 与 此 时 间 对 应 的 波长 入 ~ ac/v 
仍 远 大 于 a. 以 下 我 们 假定 条 件 和 守 a 得 到 满足 . 但 是 应 当 注 意 到 , 这 个 
条 件 可 能 不 是 充分 条 件 : 低温 下 的 金属 中 存在 一 个 频率 区 , 尽管 在 此 区 域内 
c/w 污 但 宏观 理论 不 适用 (参见 887). 

下 面 讲述 的 形式 理论 无 论 对 金属 还 是 介 电 体 都 同样 适用 . 在 与 原子 内 电 
子 运动 相对 应 的 频率 (光学 频率 ) 或 更 高 频率 下 , 实际 上 金属 与 介 电 体 的 性 质 
在 定量 上 的 差别 已 经 完全 消失 . 

由 875 所 进行 的 讨论 已 经 清楚 , 麦克 斯 韦 方 程 


divD=0, divB=0, (77.1) 
10B 10D 

二 一 一 一 一 tH=-— {a2 

WO cot’” B01 We 


的 外 表 形 式 对 于 任意 的 交 变 电磁 场 都 是 一 样 的 . 但 是 这 些 方程 在 很 大 的 程度 
上 只 有 在 其 中 所 含 的 物理 量 D,B 与 ,HH 之 间 建 立 起 关系 时 才 有 实际 意义 . 
在 我 们 现在 所 研究 的 高 频 情 况 下 , 这 种 关系 与 静态 场 适 用 的 关系 以 及 我 们 在 
没有 色散 的 交 变 场 中 使 用 的 关系 宫 无 共同 之 处 . 

首先 , 这 种 关系 原来 已 有 的 基本 性 质 一 一 DD 和 B 对 同一 时 刻 的 巨 和 二 
的 单 值 依赖 性 遭 到 破坏 . 在 任意 交 变 场 的 一 般 情况 下 , D 和 B 在 某 一 时 
刻 的 值 根本 不 由 万 和 五 在 同一 时 刻 的 值 决 定 . 相反 可 以 断言 D 和 B 在 某 
一 时 刻 的 值 ,一般 说 来 依赖 于 函数 E(t) 和 互 () 在 此 前 所 有 时 刻 的 值 . 这 种 情 
况 表明 , 物质 电极 化 或 磁极 化 的 建立 来 不 及 跟 上 电磁 场 的 变化 (此 时 在 物质 电 
性 质 与 磁性 质 中 出 现 色散 现象 的 频率 , 可 以 完全 不 同 ). 


GO 与 小 比值 a/ 和 的 更 高 阶 项 相关 的 效应 ,将 在 8104 一 8106 中 研究 . 
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本 节 中 , 我 们 仅 研究 DD 对 五 的 依赖 性 ; 物质 磁性 质 色散 的 专门 特点 将 在 
879 中 讨论 . 

在 86 中 曾 按 照 定义 = -divP 引入 了 极 化 矢量 P, 其 中 p 为 物质 中 电 
荷 的 真实 (微观 ) 密度 . 这 个 等 式 表达 了 物体 整体 上 的 电 中 性 , 而 且 它 (与 条 件 
在 物体 外 PP = 0 一 起 ) 足以 表明 , 物体 的 总 电 和 矩 等 于 积分 f Pav. 显然 , 这 一 


推导 无 论 对 于 交 变 场 和 静态 场 都 同样 适用 . 因此 , 在 任何 交 变 场 中 , 包括 色散 
存在 的 情况 , 矢量 P= (D 一 也 )/(4n) 都 保持 自己 是 单位 体积 内 物质 的 电 矩 的 
物理 意义 . 

在 快速 交 变 场 中 , 通常 碰 到 的 是 场 强 相对 小 的 问题 , 此 时 可 以 假设 DD 和 
忆 的 关系 是 线性 的 包 . D(t) 与 此 前 所 有 时 刻 隐 数 E(t) 值 之 间 的 线性 依赖 性 
的 最 普遍 的 形式 , 可 以 写 为 以 下 形式 的 积分 关系 式 : 








D(t)= E(t)+ f(T E(t— 7) dr Cr 


(将 E(t) 项 单独 分 出 来 的 理由 , 以 后 再 予 解 释 ). 这 里 f(7) 为 一 依赖 于 介质 性 
质 的 时 间 图 数 . 与 静电 公式 D = eB 类 似 , 我 们 将 关系 式 (77.3) 写作 符号 形式 


D = éE, 


其 中 é 为 线性 积分 算 符 , 其 作用 由 (77.3) 式 确定 . 

所 有 的 交 变 场 均 可 约 化 为 (利用 传 里 叶 展 开 ) 单 色 分 量 的 集合 , 其 中 所 有 
分 量 对 时 间 的 依赖 关系 由 因子 et 给 出 . 对 于 这 样 的 场 D 和 所 之 间 的 关系 
(773) 式 具 有 以 下 形式 : 

D= ee(w)E [7 动 ) 


其 中 图 数 s(w) 由 下 式 确 定 : 
E(w)=1 十 a f(T)e'“"dr7. (77.5) 
0 


因此 , 对 于 周期 场 可 以 引进 介 电 和 常量 作为 九 和 五 之 间 的 比例 系数 , 不 过 , 此 
时 这 个 系数 不 仅 依赖 于 物体 的 性 质 , 而 且 依赖 于 场 的 频率 . s 对 频率 的 依赖 关 
系 称 作 介 电 第 量 的 色散 关系 . 

男 数 s(w) 一 般 说 来 是 复数 . 我 们 将 其 实 部 和 虚 部 分 别 标记 为 & 和 e”: 


s(w)=<s (w)+ic“(w)， (77.6) 


这 里 我 们 指 的 是 DD 只 线性 地 依赖 于 忆 而 不 依赖 于 五. 在 静态 场 中 忆 对 五 的 
线性 依赖 性 被 相对 于 时 间 和 从 号 改变 的 不 变性 要 求 所 排除 . 在 交 变 场 中 已 经 不 存在 这 一 
条 件 , D 对 五 的 线性 依赖 关系 在 物质 的 特定 对 称 性 下 是 可 能 的 . 但 是 , 这 种 依赖 关系 
属于 已 在 本 节 前 一 个 脚注 中 提 到 的 那些 量 级 ~ af 和 的 小 效应 . 
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由 定义 (77.5) 式 可 直接 看 出 


Ee(—é£) = £° (w). (77.7) 
在 这 个 关系 式 中 分 开 实 部 与 虚 部 , 我 们 得 到 
Eel(—w)=e(w), (~-w)= —e’(w). (77.8) 


因此 , s'(w) 是 频率 的 偶 图 数 , 而 ea”(w) 则 是 频率 的 奇 函 数 . 

在 频率 小 时 (与 色散 起 始 的 边界 频率 相 比 ) 函数 s(w) 可 展开 为 w 的 震级 
数 . 侦 消 数 e'(w) 的 展开 中 仅 含 偶数 次 项 , 而 奇 函 数 e”(w) 的 展开 中 只 含 奇数 
次 项 .在 w 一 0 的 极限 下 介 电 体 中 的 图 数 s(w) 当然 趋 于 静电 介 电 营 量 (此 处 
我 们 将 其 标记 为 so). 所 以 在 介 电 体 中 e'(w) 的 展开 以 常数 项 so 开始 , 而 e”(w) 
的 展开 , 一 般 而 言 , 从 与 w 成 正比 的 项 开始 . 

也 可 以 人 研究 小 频率 情况 下 金属 中 的 水 数 s(w), 如 果 以 这 样 的 方式 来 定义 
这 个 函数 , 即 在 w 一 0 的 极限 下 , 方程 


c ot 
转换 为 导体 中 的 静态 场 方 程 
ee 7 ee 
= 


比较 这 两 个 方程 我 们 看 到 , 在 w 一 0 时 导数 9D/6t 应当 转 换 为 4xmoE. 而 在 周 
期 场 中 6D/6t = -iweE, 于 是 得 到 在 小 频率 时 s(w) 的 极限 表达 式 : 


有 i (77.9) 


因此 , 在 导体 中 函数 e(w) 的 展开 以 正比 于 1/w 的 虚数 项 开始 , 该 项 用 相对 于 
恒定 电流 的 电导 率 o 来 表达 中 . e(w) 展开 的 下 一 项 是 实 常 数 . 不 过 这 个 常数 
在 金属 中 却 没有 它 在 介 电 体 中 具有 的 静电 介 电 常量 的 意义 电 . 除 此 之 外 , 必 
须 重 新 指出 , 如 果 电 磁 波 场 的 空间 非 均 匀 性 效应 比 其 时 间 周 期 性 效应 出 现 的 
早 , 则 展开 的 这 一 项 可 能 没有 任何 普遍 意义 . 
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在 w 一 oo 的 极限 下 , 图 数 e(w) 趋 于 1. 从 人 简单 的 物理 思考 即 可 看 出 : 在 
场 足够 快 地 变化 时 , 导致 电场 强度 五 与 电感 应 强度 D 差别 的 极 化 过 程 根本 
来 不 及 发 生 . 
@ 有 时 把 所 有 频率 下 的 e(w) 的 虚 部 表示 为 (77.9) 式 的 形式 , 这 转化 为 引进 新 的 消 
数 o(w) 来 取代 e”(w); 这 个 函数 没有 什么 新 的 物理 意义 , 只 不 过 是 重新 标记 而 已 . 
@ 为 避免 误解 ,我 们 注意 与 875 相 比 在 标记 上 的 若干 改变 . 在 方程 (75.10) 中 对 于 
不 良 导 体 量 s(w) 为 和 (4ric/w) 十 se. 
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建立 对 于 任何 物体 (金属 或 介 电 体 没 有 差别 ) 都 成 立 的 e(w) 函数 的 在 高 
频 下 的 极限 形式 看 来 是 可 能 的 . 这 就 是 说 , 场 的 频率 必须 比 该 物质 的 原子 中 
所 有 (或 者 至 少 是 大 多 数 ) 电子 的 运动 频率 大 得 多 . 在 遵守 这 个 条 件 的 情况 下 ， 
可 以 在 计算 物质 极 化 时 将 电子 看 作 自 由 电子 , 忽略 它们 之 间 以 及 它们 与 原子 
核 的 相互 作用 . 

电子 在 原子 中 的 运动 速度 比 光 速 小 得 多 . 所 以 它们 在 一 个 波 周期 内 走 过 
的 距离 vw/w 比 波 长 c/w 小 得 多 . 由 于 这 个 原因 , 在 确定 电子 在 电磁 波 场 中 所 
获得 的 速度 时 , 可 以 认为 电磁 波 场 是 均 色 的 . 

电子 运动 方程 为 : 


dV’ 


mo 一 6 有 一 eEoe- 
(e 和 m 为 电子 的 电 人 和合 和 质量 , v' 为 电子 在 波 场 中 获得 的 附加 速度 ) ; 由 此 得 
到 vw = ieB/(mw). 在 场 的 影响 下 电子 的 位 移 7 与 v' 之 间 通 过 7 = 二 wv 相关 ; 所 
以 = 一 eB/(mw?). 物质 的 极 化 强度 P 是 其 单位 体积 的 偶 极 矩 . 对 所 有 电子 
求 和 , 我 们 求 得 


iwt 


e2 
PE Ye NE, 

其 中 NN 为 单位 体积 物质 中 的 所 有 原子 的 电子 数 . 从 男 一 方面 看 , 根据 电感 应 
强度 的 定义 , D = eB = 马 + 4xP. 所 以 我 们 最 后 求 得 以 下 公式 : 

TN 

这 个 公式 的 实际 适用 区 域 从 最 轻 的 元 素 的 远 紫 外 区 频率 或 较 重 元 素 的 X 
射线 频率 开始 . 

为 了 保持 物理 量 s(w) 在 麦克 斯 韦 方程 中 的 本 来 的 意义 , 频率 应 当 还 要 满 
足 条 件 w 之 c/a. 但 是 , 后 面 (8124) 我 们 将 会 看 到 , 即使 在 高 频 下 也 可 以 赋予 
表达 式 (78.1) 确定 的 物理 意义 . 
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与 e(w) 不 同 , 磁 导 率 j(w) 在 频率 增 大 时 较 早 地 失去 其 物理 意义 . 在 这 样 
的 频率 下 计 及 jn(w) 与 1 的 差别 将 会 是 追求 不 合理 的 精确 度 . 为 了 证 明 这 一 点 ， 
我 们 来 分 析 一 下 , 在 交 变 场 中 物理 量 M = (B -- 互 )/4x 能 在 多 大 程度 上 保持 
其 作为 单位 体积 物质 的 磁 矩 的 物理 意义 . 按照 定义 , 物体 的 磁 矩 是 积分 


(We (78.1) 





1 
过 a (79.1) 
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微观 电流 密度 的 平均 值 与 平均 场 的 关系 由 方程 (75.7) 


4T_ 10E 
rotB 一 Ee 十 2 or (79.2) 
给 出 . 从 该 方程 中 逐 项 减 去 方程 
10D 
万 = -一 一 
0 c Ot 
我 们 得 到 
p5 = crot M+ 一 (79.3) 


而 且 正 如 829 所 证 明 的 那样 , 只 有 在 Pw = crot M (以 及 物体 外 M = 0) 的 条 
件 下 ,方程 (79.1) 才 可 约 化 为 | Mav 的 形式 . 


因此 , 量 M (以 及 磁化 率 ) 的 物理 意义 与 在 公式 (79.3) 中 略 去 9P/9t 一 
项 的 可 能 性 有 关 . 下 面 我 们 就 来 解释 , 允许 这 种 忽略 的 条 件 在 多 大 程度 上 可 以 
满足 . 

在 给 定 频率 下 , 测量 磁化 率 的 最 佳 条 件 要 求 物 体 尺度 尽 可 能 小 (为 了 加 
大 rot M 中 的 空间 导数 ) 和 电场 尽 可 能 弱 (为 了 减 小 P). 电磁 波 场 不 满足 后 
一 个 条 件 , 因为 在 其 中 马 ~ 瑟 . 所 以 我 们 来 研究 螺旋 管 中 的 交 变 磁场 , 同时 将 
锌 考察 的 物体 置 于 管 轴 上 . 电场 仅 作 为 交 变 磁场 感应 的 结果 而 产生 . 物体 内 
部 电场 强度 的 数量 级 可 通过 对 方程 
1 0 万 


t= 
Se c ot 


两 端 进 行 信 值 而 得 到 , 由 此 有 也 ~ = 或 忆 ~ TH 其 中 1 为 物体 尺度 . 假设 
e 一 1 ~ 1, 我 们 将 有 

ot 
对 于 磁 矩 M = x 五 的 空间 导数 , 我 们 有 

crotM~ ixH. 
比较 以 上 两 式 , 我 们 发 现 , 如 果 
芝 
1 oo (79.4) 


则 第 一 式 比 第 二 式 小 . 
很 清楚 , 只 有 在 这 个 不 等 式 许可 (虽然 只 有 不 很 大 的 限度 ) 的 物体 的 宏观 
尺度 , 亦 即 这 个 不 等 式 与 不 等 式 1 沁 a (a 为 原子 尺度 ) 相 容 , 磁化 率 概念 才 有 
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意义 . 这 个 条 件 在 光学 频率 区 已 明显 地 遭 到 破坏 . 事实 上 , 在 这 些 频率 下 磁化 
率 为 ~~v2/e2 的 量 (vw 为 原子 内 电子 速度 ) ; 光学 频率 本 身 w ~ v/a, 因此 不 
等 式 (79.4) 右 端 ~ a2. 

因此 , 从 光学 区 频率 开始 使 用 磁化 率 已 没有 意义 , 研究 相应 现象 时 须 令 
4 = 1. 在 这 一 频率 区 内 计 及 B 与 且 之 间 的 差别 明显 超出 精确 度 . 事实 上 
在 远 低 于 光 频 时 , 对 于 大 和 多数 现象 , 计 及 与 1 的 差别 已 经 是 超出 精确 度 的 
Les 

磁 导 率 色 散 的 实际 存在 导致 在 铁 磁 体 中 存在 磁化 强度 准 定常 振动 的 可 能 
性 ; 为 了 排除 物质 电导 率 的 影响 , 下 面 我 们 将 专 指 非 金 属 铁 磁体 一 一 铁 氧 体 . 

所 谓 准 定常 , 其 含义 是 如 通常 那样 (858) 假定 频率 满足 条 件 w 之 c/1, 其 
中 1 为 物体 的 特征 尺度 (或 振动 的 “波长 "). 除 此 之 外 , 我 们 将 忽略 与 振动 时 产 
生 的 磁化 强度 分 布 不 均匀 性 有 关 的 交换 能 ( 换 句 话说 , 假定 磁 导 率 的 空间 色散 
( 见 8103) 不 重要 ). 为 此 , 尺度 ! 必须 远大 于 能 量 不 均匀 性 的 特征 长 度 : 


1 六 Va, 


其 中 a 为 表达 式 (43.1) 中 系数 的 数量 级 . 

将 互 和 B 表 示 为 H= Ho+ H',B = Bo+B', 其 中 Ho 和 Bo 分别 为 静 
态 磁 化 后 物体 中 的 磁场 强度 和 磁感应 强度 , H' 和 B' 分 别 为 磁场 强度 和 磁 感 
应 强度 振动 时 的 交 变 部 分 . 忽略 位 移 电 流 后 , 它们 满足 方程 


rot H’'=0, div = 0， (79.5 ) 


这 两 个 方程 与 静 磁 方程 的 区 别 仪 在 于 , 现在 的 磁 导 率 (对 于 单 色 场 ce 2) 是 
频率 的 函数 , 而 不 再 是 常量 包 . 铁 磁 介质 是 磁 各 向 异性 的 , 因此 其 磁 导 率 为 张 
量 jwix(w); 这 个 张 量 确定 磁感应 强度 与 磁场 强度 之 间 的 线性 关系 . 
(79.5 ) 式 中 的 第 一 个 方程 表明 磁场 是 有 势 场 : 五 " = 一 Vy. 然后 将 
1 
B; = Wir Hr 三 一 Aik 9 
代入 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 物体 内 的 势 的 方程 
pe 0 (79.6) 
ih Bmore | 
@ 这 个 估计 值 对 应 的 是 抗 磁 磁 化 率 ; 任何 顺 磁 或 铁 磁 过 程 的 弛 殉 时 间 明 显 地 远 比 
光学 周期 为 大 .但 是 , 这 里 我 们 强调 估 值 是 对 各 向 同性 物体 所 进行 的 ,将 它们 应 用 于 铁 
磁体 时 要 谨慎 . 特别 是 张 量 wixr 中 随 频 率 增 大 而 缓慢 (以 1/w 方式 ) 衰减 的 旋光 项 ( 见 
习题 1) 在 足够 高 频 时 可 能 成 为 主要 项 . 
@ 这 种 情况 将 会 在 8103 中 从 另外 的 观点 加 以 讨论 见 8103 第 二 个 脚注 . 
@ 因此 我 们 所 要 研究 的 振动 称 为 静 磁 振动 . 均匀 静 磁 振动 理论 ( 见 后 ) 由 基 特 尔 给 
出 (C. Kittel, 1947), 非 均 匀 静 磁 振 动 理论 由 沃克 给 出 (L. 沃克 , 1957). 
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在 物体 之 外 , 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 vy = 0, 而 在 物体 边界 上 , 通常 五 和 已/ 
必须 连续 . 第 一 个 条 件 归 结 为 势 多 本 身 的 连续 , 而 第 二 个 条 件 意 味 着 表达 式 


ia 
RN 
的 连续 性 , 式 中 n 为 物体 表面 法 线 方 同 的 单位 矢量 . 在 远离 物体 处 , 应 当 有 


Vo 0. 

只 有 在 看 作 参 数 的 量 jwix 之 间 具 有 确定 的 关系 式 时 , 如 此 表述 的 问题 才 
有 非 平庸 解 . 利用 这 个 关系 式 作为 w 的 方程 , 我 们 求 得 物体 极 化 强度 本 征 振 动 
的 频率 ; 它们 称 为 非 均 匀 铁 磁 共 振 频 率 . 

均匀 磁化 椭 球 静 磁 振 动 的 最 简单 形式 是 不 破坏 均匀 性 的 振动 , 椭 球 的 极 
化 强度 作为 整体 振动 . 寻求 这 些 振动 的 频率 并 不 要 求 场 方程 的 新 解 , 可 直接 借 
助 关系 式 (29.14) 

Hi+nir(Bx — Hx)= (79.7) 


实现 , 式 中 mik 为 椭 球 的 去 磁化 系数 张 量 , 肪 和 B 指 的 是 椭 球 内 的 场 , 而 与 为 
外 磁场 . 假设 外 磁场 是 均匀 的 , 而 在 五 和 B 中 我 们 重新 分 出 振动 部 分 五 和 
B', 现在 它们 在 物体 体积 内 是 均匀 的 . 我 们 得 到 它们 的 关系 式 


H; +nix(Bi — Hi)=0 
= 

(Si + 47niaXik) Hr = 0, 
其 中 按照 定义 jx = 6iw 十 4nxxirn 引入 了 磁化 率 张 量 xik(w). 令 这 个 齐 次 线性 
联 立 方程 的 行列 式 等 于 零 , 我 们 得 到 方程 

det |9ik 十 4r7ualXIk(w)| 三 0， (79.8) 
方程 的 根 确定 本 征 振动 频率 . 这 些 频 率 称 为 均匀 铁 磁 共振 频率 . 
习 冲 


1. 在 宏观 磁 矩 运动 方程 ( 朗 道 - 栗 弗 席 北方 程 , 参见 本 教程 第 九 卷 (69.9)) 
框架 内 , 在 无 耗 散 情 况 下 , 试 求 出 均匀 磁化 单 轴 易 磁化 轴 型 铁 磁 体 的 磁 导 率 张 
量 ( 开 . 区 朗 道 , EE. M. 栗 弗 席 效 1935). 

解 : 铁 磁 体 中 磁化 强度 的 运动 方程 为 


M=~yH+DMv)x M, 


. 336。 第 九 章 电磁波 方程 


其 中 Y= glel/(2mc) (9 为 旋 磁 比 ), 6 > 0 为 各 向 异性 系数 ,为 沿 易 磁化 轴 (z 
轴 ) 方向 的 单位 矢量 . 将 磁场 及 表 示 为 及 = Ho 十 HH', 其 中 HH' 为 交 变 的 任意 
方向 小 磁场 , 而 Ho 为 恒定 磁场 , 今后 我 们 假定 其 指向 z 轴 方 向 叫 . 与 场 HH' 
一 起 的 小 量 还 有 它 产 生 的 模 向 磁化 强度 Ms, 但 Mass M = const. 忽略 二 
阶 小 量 , 我 们 求 得 方程 


—iwMs = —7Y(Ho + BM)My +YyMH,, 
—iwM, = 7y(Ho + BM)M; — YMH,. 


由 此 确定 Ms, My, 我 们 求 出 磁化 率 (关系 式 MI = XinHL 中 的 系数 ),， 再 根据 大 
化 率 求 得 磁 导 率 : 


人 A ) Pd 
a (1) 


ee 
A 下 wpH)? ) Hzrz Hyz 


.47 
Hzy 一 —Hyz 一 6 2 we ( 


洲 


其 中 ww = YBM,wH = YHo. 我 们 注意 到 铁 磁 介质 的 旋 性 (这 个 概念 的 定义 参 
见 8101)， 

2. 铁 磁 椭 球 的 一 个 主轴 与 易 磁 化 轴 重 合 且 有 外 磁场 作用 在 这 个 方向 . 试 
求 出 椭 球 的 均匀 铁 磁 共振 频率 . (C. 基 特 尔 , 1947) 包 

解 : 在 椭 球 内 沿 z 轴 ( 易 磁 化 轴 ) 有 场 


Ho = § — 4nn')M 


(nz ,nt ,nl 分 别 为 沿 椭 球 三 个 主轴 的 去 磁化 系数 ). 通过 对 行列 式 (79.8) 作 
简单 计算 得 到 方程 
wT YY) 一 2 
0, 
(wM +wH) 一 w 


其 中 
wo =~yMB+S + ArM(n®) 一 nm)]， 
wy) = YMB+S + 4AnM(nY — n(2). 
由 此 得 到 均匀 共振 的 频率 : 
人 


我 们 在 此 引入 这 个 场 的 日 的 ,是 为 了 在 以 后 的 习题 中 使 用 其 结果 . 
@ 在 习题 2 一 4 中 都 假定 物质 的 磁 导 率 由 公式 (1) 给 出 . 
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例如 , 对 于 球 我 们 有 mlz) 二 nl) = mlz) 二 1/3 以 及 共振 频率 
w=7Y(MP+SD). 


对 于 表面 重 直 于 易 磁 化 轴 的 平面 平行 板 , 我 们 有 mtz) = nm) = 0,n( 引 = 1, 故 
w= 17MPB+SD— 4xM) 


(如 果 MB 二 广 > 4nM, 则 平板 被 磁化 ). 
3. 试 求 出 无 界 介质 中 静 磁 振动 的 色散 关系 . 
解 : 具有 (1) 式 给 出 的 Ji 张 量 的 方程 (79.6) 的 形式 为 
BW PWN 6 
基 + 囊 )+ 臣 - . 
令 由 Xe*", 我们 求 得 
MW(w) = 一 cot 0， 
其 中 0 为 有 与 易 磁化 轴 (z 轴 ) 之 间 的 夹 角 , 使 用 (1) 式 给 出 的 J(w) (= 二 0) 我 


们 得 到 振动 频率 
w= YM(B+ 4A4nsin? 0)1/2. 


这 个 频率 只 与 波 拓 的 方向 有 关 , 不 依赖 于 波 夭 的 大 小 . 这 一 结果 理所当然 地 与 
铁 磁 体 中 自 旋 波 的 极限 (k 一 0 时 ) 色散 关系 相同 (参见 本 教程 第 九 卷 870). 
4. 无 限 平行 平板 的 表面 重 直 于 易 磁 化 轴 , 沿 此 轴 方向 作用 有 人 外 磁场 入 试 
求 此 平板 中 的 非 均匀 共振 频率 . 
: 需要 求 得 板 内 势 场 wt?) 的 方程 (2) 以 及 板 外 势 场 的 方程 AwW(e) = 0 之 
解 , 边界 条 件 为 
Ow) Owe) 


(i) — (e) 二 4 2 | 
m 元 ( 妆 z= 土 L 时 )， 


2te 一 0( 当 |z| 一 oo 时 ) 


(z 轴 垂 直 于 板 表面 , 平面 z=0 通 过 板 的 平分 面 , 2L 为 板 的 厚度 ). 这 样 的 解 可 
能 是 z 的 偶 济 数 或 奇 函数 . 在 第 一 种 情况 下 


OU) 一 Acosksz .eikzz， (ple) = Be zlzleikzz 
同时 jk2 二 一 kz ( 疲 矢 位 于 zz 平面 ) ; 边界 条 件 导 致 关系 式 


batt be 这 (3) 
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在 第 二 种 情况 下 
pl) = Asin(ksz) .ei ts?, (ke) 一 +Be “rlzleikez 


由 边界 条 件 我 们 得 到 
1 全 ， (4) 
平板 的 去 极 化 系数 mtz) = 二 1, 因此 有 去 极 化 场 : -4nx1M. 使 用 (1) 式 中 的 HU(w) 表 


达 式 , 我 们 寻 得 振动 频率 : 
w= MOB+S -ArnM)MB + — 4nM cos20)， (5) 


其 中 0 为 到 与 z 轴 之 间 的 夹 角 . 对 于 每 一 个 任意 的 kj 值 有 由 条 件 (3) 和 (4) 
确定 的 无 穷 多 个 离散 的 有 值 的 集合 与 之 对 应 . 相应 的 频率 由 表达 式 (5) 给 出 
并 只 依赖 于 kz/kz. 频率 的 所 有 可 能 值 处 于 以 下 区 间 内 : 


yMB+S— AxM) < w IMB+S— 4aiM MB + HS) 22 


在 ks 一 0 时 , 只 可 能 有 对 称 振动 , 且 由 (3) 式 可 见 ksL ~ (ksL)?, 亦 即 是 
二 阶 小 量 . 与 此 相应 在 (5) 式 中 令 0 = 0, 我 们 求 得 与 均匀 共振 频率 相同 的 频 
率 , 这 是 理所当然 的 ， 
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S= 元 已 x 殖 (80.1) 

对 于 任何 交 变 电磁 场 , 甚至 在 存在 色散 的 情况 下 , 仍然 是 适用 的 . 在 830 未 给 

出 的 论证 已 说 的 十 分 清楚 : 鉴于 五 和 互 切 向 分 量 的 连续 性 ,从 5 的 法 向 分 量 

在 物体 边界 上 连续 的 条 件 可 单 值 地 得 出 (80.1) 式 , 而 且 这 个 公式 也 适用 于 物 
体外 的 真空 . 

集中 在 物体 单位 体积 内 的 能 量 在 单位 时 间 内 的 改变 可 由 divS 算出 . 借 


助 麦 克 斯 韦 方 程 , 这 个 表达 式 可 表 为 以 下 形式 : 
oD ) 


-divs= 志 (2 —— 十 H- 


Ot ot 0) 


(参见 (75.15)). 在 没有 色散 的 介 电 体内 , 当 s 和 为 实 常 量 时 , 这 个 量 可 以 看 


1 
UVU= (eB 十 AT) (80.3) 
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的 改变 , 具有 精确 的 热力 学 意义 : 这 是 在 同样 的 物质 密度 和 颂 情 况 下 , 有 场 存 
在 和 无 场 存在 时 单位 体积 物质 的 内 能 之 差 . 

存在 色散 时 已 不 再 可 能 有 这 样 简 单 的 解释 . 不 仅 如 此 , 在 任意 色散 的 一 
般 情 况 下 , 也 不 可 能 对 电磁 能 作为 热力 学 量 给 出 任何 合理 的 定义 .造成 这 种 情 
况 的 原因 是 ,色散 的 存在 一 般 与 同时 存在 能 量 耗 散 有 关 : 色散 介质 同时 也 是 吸 
收 介质 . 

为 了 确定 此 一 耗 散 , 我 们 来 研究 单 色 电磁 场 . 对 (80.2) 中 的 量 作 时 间 平 
均 , 我 们 从 而 求 得 外 源 为 了 维持 场 而 在 单位 时 间 内 系统 输入 物质 单位 体积 的 
能 量 . 由 于 假定 单 色 场 的 振幅 为 常量 ,所 有 这 些 能 量 都 用 来 补偿 耗 散 . 因此 ,在 
所 研究 的 条 件 下 对 (80.2) 式 中 量 的 时 间 平 均 , 给 出 了 单位 时 间 内 在 单位 体积 
介质 中 释放 出 的 热量 Q. 

由 于 表达 式 (80.2) 是 场 强 的 二 次 式 , 故 在 计算 时 其 所 有 量 必须 写 为 实数 
形式 . 如 果 出 于 在 单 色 场 中 方便 将 EE 和 玉 用 复数 表示 , 则 必须 将 在 (80.2) 式 
中 的 巨 和 6D/9t 分 别 用 表达 式 


;(B 十 五 *) 和 >(~iweE 十 jws EB”) 
代 换 , 并 对 五 和 0B/9t 也 作 类 似 代 换 . 在 作 时 间 平 均 时 , 含有 因子 eT?%t 的 乘 
积 巨 .和 EE*.E* 等 于 零 ; 只 剩 下 


lw 最 水 水 *] 1/ /1 
Qo{(e -dB E+ -nH:H}= ("BP +w | HP). (80.4) 


这 个 表达 式 也 可 写 为 以 下 形式 : 
= (80.5) 


其 忠和 五 为 实数 场 强 , 横 杠 表示 时 间 平 均 (与 859 最 后 一 个 脚注 比较 ). 

确定 在 t 一 土 %o 时 足够 快 地 趋 于 零 的 非 单 色 场 中 的 能 量 耗 散 的 公式 也 很 
容易 得 到 . 在 此 情况 下 , 有 意义 的 不 是 研究 单位 时 间 内 而 是 场 存 在 的 全 部 时 间 
内 的 耗 散 . 

将 场 E(t) 展开 为 传 里 叶 积 分 , 我 们 写 出 

ee oD(t 人 | 
El(t) = Ee 了 ) = -i wlw) Be 

其 中 E_, = E*. 将 这 些 量 的 乘积 写 为 二 重 积 分 的 形式 , 然后 对 时 间 积 分 , 我 
们 有 





是 OD i , ‘~ dwdw’ 
= end ps E, > —i(w+t+w')t | 
4 |- Ot 4 局 pee (27)2 " 
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对 上 的 积分 用 公式 
ei )tdt = 2r8(w + w’) 


一 OO 


来 实现 , 此 后 用 对 w' 的 积分 来 消除 6 函数 . 结果 我 们 得 到 


] es d 
-去 人 welw)| Bl. 
代入 =a’ 十 ie” 后 , 含 eo'(w) 的 项 由 于 被 积 上 图 数 表 达 式 为 w 的 奇 果 数 而 积分 
等 于 零 . 与 类 似 的 磁场 表达 式 一 起 , 我 们 最 后 求 得 
d 


Co 1 < 
dt = A A A A (80.6) 


(从 -co 到 co 的 积分 可 代 换 为 二 倍 从 0 到 o 的 积分 ). 

求 得 的 公式 表明 , 能 量 的 吸收 ( 耗 散 ) 是 由 = 和 1 的 虚 部 决定 的 ; (80.5) 式 
中 的 两 项 分 别 被 称 作 电 损 失 与 磁 损 失 . 因为 和 增 加 定律 , 这 些 损 失 有 确定 的 符 
号 : 能 量 耗 散 伴 随 着 热量 的 释放 , 亦 即 永远 有 Q > 0. 由 此 得 出 ,e 和 的 虚 部 
始终 为 正 . 对 于 所 有 物质 以 及 在 一 切 ( 正 的 ) 频率 下 中 ,都 有 


s >0，H >0. (80.7) 


e 和 的 实 部 (w 冯 0 时 ) 不 受 任何 物理 条 件 的 限制 ,所 以 = 和 既 可 为 正 , 也 
可 为 负 . 

真实 物质 中 的 任何 非 定 常 过 程 在 一 定 程度 上 都 是 热力 学 不 可 逆 的 . 因此 
交 变 电磁 场 中 在 某 种 (即使 很 小 ) 程度 上 总 是 有 电 损 失 和 人 磁 损 失 ., 换 名 话说 , 图 
数 e”(w) 和 jy”(w) 在 任何 异 于 零 的 频率 值 下 都 不 会 严格 等 于 零 . 在 下 一 节 中 ， 
我 们 将 会 看 到 这 一 论断 具有 极 重 要 的 原则 性 意义 , 尽管 我 们 一 点 也 不 排除 损 
失 变 得 相对 非常 小 的 频率 区 存在 的 可 能 性 . 

e” 和 jw 非常 小 (与 a 和 yw 相 比 ) 的 频率 区 称 为 物质 的 透明 区 . 忽略 吸 
收 后 , 在 这 些 频率 区 有 可 能 引入 电磁 场 中 物体 内 能 的 概念 , 其 意义 与 在 静态 场 
中 相同 . 

只 研究 单 色 场 不 足以 确定 这 个 量 , 因为 由 于 单 色 场 的 严格 周期 性 , 其 中 不 
发 生 电 磁 能 的 任何 系统 积累 . 所 以 , 我 们 来 研究 围绕 平均 频率 wo 的 狭 罕 频 率 
区 间 内 的 单 色 分 量 的 集合 所 代表 的 场 . 这 种 场 的 强度 可 以 写 为 


E= Eolt)e eof H= Ho(t)e wt, (80.8) 


这 一 论断 适用 于 在 没有 交 变 场 时 处 于 热力 学 平衡 态 的 物体 ,我 们 假定 这 个 条 件 
能 得 以 保持 . 如 果 物 体 本 身 已 不 处 于 热平衡 态 , 则 & 在 原则 上 可 以 为 负 . 热力 学 第 二 定 
律 只 是 要 求 因 交 变 电 磁 场 的 影响 以 及 由 与 场 的 存在 无 关 的 热力 学 非 平衡 性 引起 的 总 
炉 的 增加 . 这 样 的 物体 的 例子 是 所 有 原子 馈 人 为 地 激发 ( 即 不 是 在 自发 热 激 发 影响 下 
而 是 由 外 场 水 浦 ") 到 激发 态 的 物质 . 
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其 中 Eo(t), Ho(t) 为 时 间 的 慢 变 (与 因子 exp( 一 jwot) 相 比 ) 图 数 . 应 当 将 这 些 
表达 式 的 实 部 代入 (80.2) 式 右 端 , 之 后 我 们 以 周期 2r/uwo 进行 时 间 平 均 , 周期 
2r/uwo 较 因 子 Bo 和 Ho 的 变化 时 间 小 . 
(80.2) 式 的 第 一 项 在 转换 为 五 的 复数 表示 后 , 形式 为 

1 E+E* D+D: 

4r 2 2 
(第 二 项 也 有 类 似 的 形式 ). 乘积 五 .DP 和 E*.D* 在 进行 时 间 平 均 时 消失 , 因 
此 一 般 不 必 研 究 它 们 . 这 样 一 来 就 只 留 下 


1 aD* ,, 6D 
(PF +E 和 ) (80.9) 


将 导数 6D/6t 改写 为 fE 的 形式 , 其 中 广 表示 算 符 
A 0 
f = 本 
我 们 下 面 说 明 , 这 个 算 符 作用 到 形 如 (80.8) 的 函数 后 会 有 什么 结果 . 如 果 Eo 
是 常量 , 则 我 们 径直 有 
fE=f(w)E, f(w)= -iwe(w). 
在 当前 情况 下 , 我 们 要 将 Eo(t) 作 傅 里 叶 级 数 展开 , 将 其 表示 为 形 如 


Pouerict 的 分 量 相 加 的 形式 , 其 中 Eo。 为 常量 .Eolt) 的 缓 变性 意味 着 , 这 
个 展开 中 只 售 a < wo 的 分 量 . 注意 到 这 一 点 , 我 们 写 出 


站 YD 


对 传 里 叶 分 量 求 和 , 我 们 得 到 


f Eo(t)e —iwot 一 f (wo) Boe™ 小 ;df (wo) Eo iwot 





dwo ot 
去 掉 wo 的 下 标 0, 于 是 我 们 有 
= —iwe(w)E+ Ce i (80.10) 


将 这 个 表达 式 代 入 (80.9) 式 并 记 住 要 上 略 去 e(w) 的 虚 部 , 我 们 得 到 


1 d(we) (Bm OFo . 和 A 











16x dw Oe 9 Bt ) 16x do 6t 
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(乘积 Bo .Et 与 .EF 相同 ). 加 上 类 似 的 有 关 人 磁场 的 表达 式 后 , 我 们 得 到 的 
结论 是 : 单位 体积 介质 的 系统 能 量 改变 率 由 导数 dU /dt 给 出 , 其 中 





EE 1 [dl(we) d(wh) 
一 ”一 一 bE. , . 
U Ti | 五 ”十 H.H (80.11) 


借助 于 实数 场 强 和 态 , 这 一 表达 式 可 以 写 为 


De + Hs (80.12) 








的 形式 (LL. 布 里 渊 , 1921). 

这 就 是 所 要 寻求 的 结果 : UV 为 单位 体积 透明 介质 内 能 的 电磁 部 分 的 平均 
值 . 在 没有 色散 时 , s 和 为 常量 ，(80.12) 式 当 然 就 转化 为 表达 式 (80.3) 的 平 
均值 . 

如 果 禁 止 从 外 部 问 物体 供给 电磁 能 , 则 实际 上 始终 存在 的 非常 小 的 吸收 
最 终 会 把 所 有 的 能 量 U 转化 为 热量 . 因为 根据 增 加 定律 , 这 一 热量 只 能 释 
放 而 不 能 吸收 , 于 是 必须 有 UV > 0. 按照 公式 (80.11), 为 此 必须 满足 不 等 式 

d(we) d(wh) 
dw 2 dw 

实际 上 , 作为 函数 e(w) 和 4(w) 在 透明 区 内 必须 始终 满足 的 更 为 严 奇 的 条 件 
(参见 884 的 第 一 个 脚注 ) 的 结果 , 这 些 条 件 是 自动 满足 的 . 

我 们 再 次 强调 , 表达 式 (80.12) 是 在 振幅 Eo (t) 的 变化 频率 a 的 一 阶 近似 
下 得 到 的 . 所 以 它 仅 对 振幅 随时 间 变 化 足够 慢 的 场 才 适用 (这 一 评论 也 与 下 
一 节 中 所 要 进行 的 应 力 张 量 计算 有 关 ). 


881 色散 介质 中 的 应 力 张 量 


确定 作用 于 处 在 交 变 电场 中 的 物质 上 的 力 的 平均 (按时 间 ) 应 力 张 量 的 
问题 , 也 是 一 个 极 有 兴趣 的 问题 . 我 们 将 要 证 明 , 在 存在 色散 的 情况 下 (但 和 以 
前 一 样 没有 吸收 ), 不 同 于 能 量 表达 式 (80.12), 这 个 张 量 的 表达 式 中 不 含 对 频 
率 的 导数 . 特别 是 , 对 于 处 在 单 色 电场 中 的 透明 色散 各 向 同性 液体 ,平均 值 zi 
可 通过 在 (15.9) 式 中 用 s(w) 代替 e、 用 平均 值 瑞 胸 ,五 2 代替 乘积 EB, E? 直 
接 得 到 ( 开 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 , 1960). 

为 了 证 明 这 个 论断 , 我 们 返回 到 815 所 叙述 的 结论 , 对 这 个 结论 的 表述 稍 
作 修 改 . 在 那里 我 们 研究 了 充满 介 电 体 的 平板 电容 岩 , 并 从 极 板 移动 时 有 质 动 
力 所 做 功 与 相应 的 热力 学 势 改 变相 等 的 条 件 确定 了 应 力 张 量 . 我 们 在 此 写 出 





>0. (80.13) 
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对 于 总 量 (而 不 是 对 于 单位 面积 ) 的 这 个 条 件 , 将 它 表示 为 以 下 形式 : 
Aoir Eing 一 (6 ) ye (81.1 ) 


(4 为 电容 器 极 板 的 面积 ). 我 们 这 里 不 用 热力 学 势 多 而 使 用 通常 的 能 量 多 ， 
在 介 电 体 的 烂 .9 的 取 值 和 电容 器 极 板 总 电荷 土 e (代替 电势 p) 给 定 的 情况 下 
研究 其 变化 ; 按照 小 增 量 定理 , 还 使 用 了 


oma 


(7 no = (0 ) we 


在 (81.1) 式 的 形式 下 , 这 个 条 件 有 特别 简单 的 意义 : 在 极 板 上 具有 给 定 电 
荷 的 热 隔 绝 电容 器 是 一 个 电 封 闭 系统 ; 如 果 外 源 对 它 做 机 械 功 (移动 极 板 ), 则 
所 有 这 些 功 都 用 于 增加 电容 器 的 能 量 . 电容 器 的 能 量 为 

2 

Y = MW + (81 2) 
其 中 2 为 没有 电场 时 介 电 体 的 能 量 (具有 同样 炉 值 .9 时 ), 而 C 为 电容 器 的 
电容 ; 对 于 平板 电容 器 C = eA/ (4nh), 其 中 hh 为 两 极 板 之 间 的 距离 . 由 此 , 我 
们 有 

(8Y) go = (3826)y — so (C0) (81.3 ) 

将 8C 通过 极 板 的 位 移 & ( 计 及 < 与 位 移 时 变化 的 介 电 体 密度 的 依赖 关系 ) 表 
示 , 容易 得 到 公式 (15.9 久 . 由 于 这 个 结果 是 显然 的 , 就 不 在 此 详细 研究 了 . 

当 色散 存在 时 , 能 量 多 的 表达 式 发 生变 化 . 我 们 将 证 明 , 虽然 多 的 表达 
式 发 生变 化 , 但 是 (81.3 式 对 于 时 间 平 均 变 分 5Y 依然 有 效 , 从 而 也 使 前 面 作 
出 的 有 关 平 均 应 力 张 量 的 论断 得 到 证 明 . 

令 电容 器 极 板 上 的 电荷 单 色 地 以 频率 w 变化 . 此 时 由 于 必须 输出 、 输 入 
电荷 , 电容 器 本 身 已 不 再 是 电 封闭 系统 . 但 是 , 由 电容 器 和 以 适当 方式 选择 的 
自 感 组 成 的 具有 本 征 频 率 w 的 振荡 回路 是 电 封闭 系统 @@; 因此 关系 式 (81 .1 ) 
适用 于 这 一 回路 的 能 量 . 

在 没有 电阻 时 , 电容 器 两 极 板 之 间 的 电势 差 p 等 于 外 电动 势 和 自 感 电动 
势 之 和 : ee 

P=6 -Lo (81 .4 ) 
而 电流 .7 与 电容 器 极 板 上 电荷 e 以 等 式 J = de/dt 相关 . 对 于 随时 间 依 照 单 
色 规 律 变化 的 量 , 根据 电容 C(w) 的 定义 , 我们 有 w= e/C(w). 在 (81 .4 式 中 令 
”“”@ 此 时 它 是 通过 其 他 的 变量 表示 的 , 代替 等 温 的 导数 9e/6p 和 函数 Po, 其 中 将 出 
现 绝热 的 9se/ap 和 函数 Po. 两 个 表达 式 当 然 是 等 价 的 . 
@ 为 了 满足 准 稳 态 条 件 , 回路 的 尺度 必须 小 于 波长 c/w. 然而 这 个 限制 并 不 具有 原 
则 性 的 特征 , 也 不 影响 所 述 结论 的 普遍 性 . 
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8@ = 二 0,J = 一 iwe, 我 们 首先 求 得 , 即使 在 电容 内 存在 色散 时 回路 的 本 征 频 率 和 
从 前 一 样 满足 汤姆 孙 关 系 (62.5) 

ee (81:5) 


LO 
其 次 , 将 等 式 (81.4) 乘 以 J = de/dt 并 如 同 在 推导 (80.12) 式 时 那样 研究 
“ 准 单 色 ” 量 , 不 难得 到 : 


{ 芝 + 购 2 





i 


由 这 个 等 式 的 形式 可 知 , 花 括 号 内 的 表达 式 是 振荡 回路 的 能 量 多 . 代入 J = 
一 jwe 并 利用 (81.5) 式 , 我 们 将 这 个 表达 式 的 第 一 项 变换 为 
| = | — Op 
5 了 一 IT e7 一 IEZC w 一 0 
最 终 我 们 将 回路 的 能 量 写 为 以 下 形式 包 : 
= 1d(w’C) 0O2 
Ya 9 (81.6) 
我 们 必须 在 电容 器 极 板 有 小 位 移 的 情况 下 , 亦 即 在 其 电容 有 小 变化 时 , 计 
算 这 一 能 量 的 变 分 . 在 交 变 场 中 , 这 一 位 移 必须 看 作 发 生得 无 限 绥 慢 . 但 在 作 
这 样 的 变化 时 , 等 于 振动 能 与 频率 之 比值 名 (所 有 线性 振动 系统 都 如 此 ) 的 浸 
渐 不 变量 保持 为 常量 . 因此 , 8( 多 /w) = 0, 亦 即 





OU) 


3 多 = 有 多 一 (81.7) 
由 等 式 (81.5) 我 们 得 到 , 在 电容 器 的 电容 变化 很 小 时 : 
Ow OC 
=- (81.8) 
但 电容 的 变化 由 两 部 分 相 加 而 成 : 
5C = (8C)st+ Sw, (81.9) 


第 一 项 是 “静态 ”部 分 , 它 与 形变 的 关系 和 在 静态 场 时 一 样 (此 处 最 为 重要 的 
是 , 存在 色散 时 电容 C(w) 和 在 静态 场 时 一 样 是 用 s(w) 表示 的 ). 第 二 项 直接 
与 频率 改变 有 关 . 从 (81.8) 一 (81.9) 式 我 们 求 得 , 对 于 静态 部 分 
1 d(w’O) 
(SC )st = i 本 Ow 

@ 为 了 公式 书写 的 简洁 , 此 处 及 以 下 我 们 略 去 了 能 量 中 的 “ 非 电 磁 ” 部 分 2 

@ 试 与 本 教程 第 一 卷 849 比较 . 所 指 物理 量 的 不 变性 在 量子 理论 的 语言 中 特别 直 
观 : 比值 /jiw 是 态 的 量子 数 ,在 浸 渐 变化 条 件 下 是 不 改变 的 . 


(81.10) 
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在 将 (81.6) 式 代 入 (81.7) 式 并 计 及 (81.10) 时 , 导数 dC/dw 消失 , 所 得 到 的 能 
量变 分 的 形式 为 


了 
5Y =— (80)st =- 


这 实际 上 与 (81.3) 式 中 第 二 项 的 平均 相同 . 

我 们 注意 到 , 5 中 对 w 的 导数 的 项 的 消失 具有 普遍 性 , 与 改变 物体 (这 
里 是 电容 器 ) 状态 的 具体 方法 无 关 . 特别 是 ,在 = 发 生 小 改变 时 , 日 由 能 变化 的 
3 (Ld) 


e2 


DC72 (SC )st ) (81:11) 


EE? 
2 . de(w) dV (81.12) 


对 于 具有 色散 的 介质 依然 适用 (用 E? 代 换 了 EE?). 

知道 了 应 力 张 量 , 便 可 按照 公式 (75.17) 求 得 作用 于 介 电 体 单 位 体积 上 的 
力 . 此 时 含有 空间 导数 的 项 与 (75.18) 式 (其 中 今 j= 1 中 对 应 项 的 时 间 平 均 
值 相同 . 含 时间 导 数 的 一 项 (亚伯拉罕 力 ) 则 不 同 . 实际 上 , 这 一 项 是 作为 两 项 
i 0 

本 {到 DP x H)— si(E x 可 |} 
的 形式 出 现 的 , 现在 应 当 进 行 时 间 平 均 . 为 此 我 们 将 也 ,五 ,五 均 表 示 为 复数 
形式 ( 亦 即 将 它们 代 换 为 (D + D*)/2 等 ), 之 后 对 导数 9D/9t 我 们 使 用 公式 
(80.10). 结果 得 到 形式 为 
1 0 1 ds oF 
的 亚伯拉罕 力 (X. 所 申 纳 , B. H. 卡尔 普 曼 , 1976). 

有 关 交 变 场 中 应 力 张 量 的 问题 不 仅 对 透明 介质 有 意义 , 而 且 对 于 吸收 介 
质 也 有 意义 , 这 与 有 关内 能 的 问题 不 同 , 内 能 问题 只 能 在 忽略 耗 散 时 表述 . 然 
而 , 有 根据 认为 在 吸收 介质 中 应 力 张 量 不 可 能 仅 由 介 电 稼 量 一 个 量 表达 , 因此 
一 般 说 来 不 可 能 通过 宏观 途径 得 到 其 普遍 形式 . 


§82 函数 =(w) 的 解析 性 质 


(77.3) 式 中 的 函数 f(7) 对 于 其 所 有 宗 量 值 包括 + = 0 都 是 有 限 的 . 在 介 
电 体 中 这 个 函数 在 7 一 co 时 趋 于 零 . 这 种 情况 直接 表述 了 一 个 事实 , 即 非常 
早 时 刻 的 E(t) 值 不 可 能 显著 地 影响 当下 时 刻 的 D(t) 值 . 作为 形 为 (73.3) 式 


@ 正 是 为 了 这 一 目的 ,在 (77.3) 的 积分 函数 关系 中 分 出 了 五 怕 项 ; 在 相反 的 情况 
下 , 蚂 数 f(7) 在 +=0 时 将 会 有 5 也 数 型 的 奇 点 . 
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的 积分 果 数 关系 基础 的 物理 机 制 是 电极 化 建立 的 过 程 . 因此 也 数 fr) 的 值 显 
著 地 不 同 于 零 的 取 值 区 间 具 有 弛 和 驳 时 间 的 数量 级 , 弛 驳 时 间 表 征 这 些 过 程 的 
速度 . 

以 上 所 述 也 适用 于 金属 , 但 有 一 点 差别 , 即 对 金属 在 7 一 co 时 趋 于 零 的 
不 是 f(7), 而 是 差 式 f(7) 一 4no. 这 种 差别 与 已 经 有 稳 恒 的 传导 电流 通过 有 关 ， 
尽管 它 没 有 引起 金属 的 任何 真正 的 物理 状态 的 改变 , 但 在 我 们 的 方程 中 以 

18D 4n 
CE 
或 
D(t)= 4A4nxoE(T)dT = 4 E(t—7)d 
(t) | smo (7T)d7 no | (t — 7T)d7 


形式 地 表明 了 电感 应 强度 DD 的 出 现 . 
按照 (77.5) 式 , 函数 e(w) 的 定义 为 : 


E(w) 三 1 十 ee ew7T f(T)dr7. (82.1) 


将 w 看 作 复 变数 (w = w' 十 iw), 有 可 能 阐明 这 个 函数 的 某 些 非常 普遍 的 性 质 . 
注意 到 介 电极 化 率 [e(w) 一 1]/(47) 属于 已 在 本 教程 第 五 卷 8123 人 研究 过 的 一 类 
量 (广义 响应 率 ), 这 些 性 质 本 可 以 在 此 立即 表述 出 来 . 然而 , 抱 着 方便 阅读 以 
及 强调 介 电 体 与 金属 之 间 的 某 些 差别 的 目的 , 我 们 在 此 还 是 要 部 分 地 重复 相 
应 的 论断 和 结果 . 

从 定义 (82.1) 和 上 述 f(7) 的 性 质 可 得 出 , s(w) 在 整个 上 半 和 平面 是 单 值 函 
数 , 不 会 在 任 一 点 趋 于 无 穷 , 亦 即 没有 任何 奇 点 . 实际 上 当 w”> 0 时 , 公式 
(82.1) 的 被 积 函 数 表达 式 中 有 指数 衰减 因子 e-”7, 而 因为 函数 f(7) 在 整个 积 
分 区 间 有 限 , 故 积分 收敛 . 除了 坐标 原点 有 可 能 是 仅 有 的 例外 (对 于 金属 es(w) 
在 这 点 有 一 个 单 极点 ), 函数 s(w) 在 实 轴 (w” = 0) 本 身 也 没有 奇 点 . 

(82.1) 的 定义 在 下 半 平 面 不 适用 , 因为 积分 发 散 . 所 以 在 下 半 和 平面 图 数 
s(w) 只 能 由 上 半 平 面 公式 (82.1) 的 解析 延 拓 定义 . 图 数 s(w) 在 这 个 区 域 一 般 
来 说 有 奇 点 . 天 数 s(w) 在 上 半 平 面 不 仅 有 数学 意义 , 而 且 有 物理 意义 : 它 确 
定 振幅 以 et 的 方式 增 大 的 五 和 万 之 间 的 关系 . 在 下 半 平 面 , 这 样 的 物理 
解释 已 不 再 可 能 , 因为 即便 衰减 场 (以 exp( 一 | wt) 的 方式 ) 的 存在 也 表示 当 
t 一 一 oo 时 场 成 为 无 穷 大 量 . 

我 们 注意 到 , 函数 s(w) 在 上 半 平 面 无 奇 点 的 结论 , 从 物理 的 观点 看 来 , 是 
因果 律 的 必然 后 果 . 因果 律 体现 在 (77.3) 式 的 积分 只 对 先 于 给 定时 刻 t 的 时 
间 进 行 ,结果 在 公式 (82.1) 中 积分 区 间 从 0 延伸 至 co (而 不 是 从 -co 到 +oo). 
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其 次 , 由 (82.1) 的 定义 , 显然 有 
sw ) =E (w). (82.2) 
文 是 w 为 实数 时 的 关系 式 (77.7) 的 推广 . 特别 是 , 对 于 w 为 纯 虚 数值 我 们 有 
a(iwy") = e* (wy (82.3) 


这 表明 在 上 半 虚 轴 函 数 =s(w) 是 实 的 &. 
我 们 在 此 强调 ，(82.2) 式 的 性 质 所 表达 的 是 这 样 一 个 事实 , 即 算 符 关系 
万 = EE 必须 在 万 为 实数 时 保证 D 为 实数 . 如 果 用 实数 表达 式 


E= Eoe t+ Ereit (82.4) 
给 出 因数 E(t), 则 在 将 算 符 & 作用 于 两 项 中 的 每 一 项 后 , 得 到 
D= a(w) Boe hn 人 


这 个 量 为 实数 的 条 件 与 (82. 2) 相同 . 
根据 880 的 结果 , 在 w=w 为 正 实数 值 ( 亦 即 在 实 轴 的 右 半 部 分 ) 时 , s(w) 
的 虚 部 为 正 . 由 于 按照 (82.2) 式 , Ime( 一 w ) = 一 Ime(w”, 则 在 实 轴 的 左 半 部 分 
e(w) 的 虚 部 为 负 . 因此 
Ra 


(82.5) 
Ims<0 当 w=w <0 人 时. 


在 w= 0 点 ,函数 Imes 通过 零 (在 介 电 体 中 ) 或 无 穷 大 (在 金属 中 ) 后 变 号 . 这 
是 在 实 轴 上 Ime(w > 的 = 

当 w 在 上 半 和 平面 沿 任何 路 径 趋 于 无 穷 大 时 , 图 数 s(w) 趋 于 1. 这 种 情 
况 已 在 878 中 对 于 w 沿 实 轴 趋 于 无 穷 时 指出 过 . 在 普遍 情况 下 这 也 可 由 公式 
(82.1) 看 出 : 如 果 w 一 oo 的 方式 是 wy 一 co, 则 由 于 被 积 函 数 表达 式 中 存在 
exp( 一 7w”) 因子 , (82.1) 式 中 的 积分 等 于 零 ; 如 果 w” 保持 有 限 , 而 是 |w'| 一 %， 

则 由 于 存在 振荡 因子 ei” 7 而 使 得 积分 等 于 零 . 

以 上 列举 的 函数 s(w) 的 性 质 已 足够 证 明 以 下 定理 : 除了 虚 轴 上 的 点 之 外 ， 
限 数 e(w) 在 上 半 平 面 的 任何 有 限 点 上 都 不 取 实 数值 ; 在 虚 轴 上 , s(w) 从 w = i0 
时 的 so > 1 (对 于 介 电 体 ) 或 +co (对 于 金属 ) 单调 误 减 至 w =ico 时 的 1. 特别 

@ 对 于 下 半 虚 轴 , 一 般 而 言 , 这 个 结论 是 不 正确 的 . 在 下 半 虚 轴 上 , 函数 s(w) 可 能 


有 分 支点 , 而 为 了 在 下 半 平 面 定义 e(w) 为 解析 函数 ,有 可 能 必须 沿 负 虚 轴 作 制 线 . 此 时 
等 式 (82.2) 仅 表示 s(w) 在 割 线 两 侧 的 复 共 思 值 . 
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是 由 此 得 出 , 困 数 e(w) 在 上 半 平 面 没有 零点 . 我 们 不 在 此 重复 在 本 教程 第 五 
卷 8123 进行 过 的 这 些 论断 的 证 明 . 需要 记 住 的 是 , 起 广义 啊 应 率 作 用 的 不 是 
图 数 e(w) 本 吴 , 而 是 差 值 e(w) 一 1. 

我 们 也 不 再 重复 推导 联系 图 数 s(w) 的 虚 部 和 实 部 之 间 的 关系 式 , 只 是 对 
标记 符号 作 适 当 修 改 后 写 出 最 后 的 公式 . 

如 同 在 877 中 一 样 ,我 们 将 实 变量 w 的 函数 s(w) 写 为 e(w) = e'(w)+ie”(w) 
的 形式 . 如 果 限 数 s(w) 是 对 于 介 电 体 的 , 则 所 涉及 的 关系 式 为 








十 OO 
1 /A/ 
十 co 
1 / 一 荆 
e"(w) = 一 + = i (82.7) 


其 中 积分 符号 中 间 的 斜 杠 表示 将 有 极点 的 表达 式 的 积分 理解 为 其 主 得 (H. A. 
克拉 默 斯 , R. 工 . 克 勒 尼 希 , 1927). 我 们 记得 , 在 推导 这 些 公 式 时 所 利用 的 函数 
s(w) 的 唯一 重要 性 质 是 其 在 上 半 和 平面 没有 奇 点 . 所 以 可 以 说 克拉 软 斯 -克勤 
尼 希 公式 (以 及 上 述 函 数 s(w) 的 性 质 ) 是 因果 律 的 直接 后 果 . 

利用 水 数 e”(w) 为 可 函数 的 性 质 , 可 将 公式 (82.6) 化 为 以 下 形式 : 





2 / ze’ (x) 

/ i 

A ) i (82.8) 
0 


如 果 研 究 的 对 象 是 导体 , 则 函数 e(w) 在 w = 0 点 有 极点 , 在 该 点 附近 
e 二 4noi/w ( 见 (77.9) 式 ). 这 导致 公式 (82.7) 中 出 现 附加 项 (参见 本 教程 第 五 
卷 (123.18) 式 ): 





十 CO 
1 i 4 
E(w)=—— + ee dz 十 2 (82.9) 
AE 一 WwW CU 


而 公式 (82.6) 或 (82.8) 保持 不 变 . 除 此 而 外 , 在 金属 的 情况 下 还 应 当 作 以 下 评 
论 . 在 877 末 曾 经 指出 , 金属 中 可 以 存在 这 样 一 个 频率 区 , 在 这 个 频率 区 内 ,由 
于 场 的 空间 非 均匀 效应 冰 数 s( w) 失去 其 物理 意义 . 然而 , 在 我 们 所 人 研究 的 公 
式 中 积分 必须 在 全 部 频率 区 间 进 行 . 在 此 情况 下 , 必须 把 e(w) 理解 为 是 在 相 
应 的 频率 区 内 求解 物体 在 虚拟 的 空间 均匀 周期 电场 中 (而 非 一 定 要 在 非 均匀 
的 电磁 波 场 中 ) 的 行为 这 一 形式 性 问题 所 得 到 的 一 个 函数 

公式 (82.8) 特别 重要 . 因为 它 给 出 了 这 样 一 种 可 能 性 , 即 如 果 只 是 以 近似 
的 (例如 , 经 验 的 ) 方式 知道 了 给 定 物体 的 函数 ae”(w), 也 能 算出 该 物体 的 函数 
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s'(w) 来. 这 时 重要 的 是 , 对 于 任何 满足 物理 上 必须 要 求 的 当 w>0 时 es" >0 

的 e”(w), 公式 (82.8) 给 出 与 物理 要 求 没 有 了 矛盾, 亦 即 原则 上 可 能 的 也 数 = (w) 

(e' 的 符号 和 大 小 不 受 任何 一 般 物理 条 件 的 限制 ). 这 种 情况 给 出 了 甚至 对 近 

似 函 数 e”(w) 利用 公式 (82.8) 的 可 能 性 . 相反 , 公式 (82.7 给 不 出 (在 任意 函数 

e'(w) 情况 下 ) 物理 上 人 允许 的 图 数 ea”(w) 来 , 因为 它 不 能 自动 保证 e”(w) 为 正 . 
在 色散 理论 中 习惯 于 把 s'(w) 的 表达 式 写 为 以 下 形式 : 








re f(x) 
co)-1= 一 一 / i (82.10) 
0 


其 中 e 和 nm 为 电子 电荷 和 质量 , 而 f(w)/dw 称 为 在 频率 区 间 dw 的 振子 强度 . 
按照 (82.8) 式 , 这 个 量 与 2'(w) 之 间 的 关系 为 
7 


IJ 二 


在 金属 中 , 当 w 一 0 时 f(w) 趋向 有 限 极限 . 
当 w 之 值 足够 大 时 ，(82.8) 式 的 被 积 图 数 表 达 式 中 与 w? 相 比 可 以 略 去 
zZ2. 于 是 


we” (w). (82.11) 


/ ss 2 和 // 
E(w)—1= | 2 人) 大 
男 一 方面 , 对 于 高 频 下 的 介 电 常量 , 我 们 有 公式 (78.1). 将 两 个 表达 式 进 行 比 
较 , 导致 求 和 规则 
mm 
on2e2 
其 中 N 为 物质 单位 体积 中 的 电子 总 数 . 
如 果 e”(w) 在 w= 0 时 无 奇 点 , 则 在 公式 (82.8) 中 可 取 w 一 0 时 的 极限 ， 


我 们 得 到 ee 
e000-1-5/ i (82.13) 
0 


1 化 


weée’ (w)dw = (d= (82:12) 
0 0 


如 果 w = 0 是 水 数 e”(w) 的 奇 点 (金属 ), 则 在 w 一 0 时 , 积分 (82.8) 的 极限 与 
在 积分 中 简单 地 删除 ww 项 后 所 得 的 值 不 同 .为 了 计算 上 述 极 限 , 必须 事先 在 被 
积 函 数 表 达 式 中 将 e”(w) 换 作 


4Ta 


因为 有 恒等式 
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故 这 一 代 换 不 改变 积分 得. 
对 于 介 电 体 , 可 将 公式 (82.13) 改写 为 以 下 形式 : 


2N 
有 (82.14) 


其 中 横 杠 标记 对 振子 强度 的 平均 


a “J 
i 2 
这 个 表达 式 对 so 的 各 种 估 值 可 能 有 用 . 
最 后 , 可 以 得 到 通过 在 实 轴 上 的 e”(w) 值 表示 上 于 虚 轴 上 e(w) 值 的 公式 
(相应 的 计算 也 已 在 本 教程 第 五 卷 8123 中 进行 过 ). 这 个 公式 的 形式 为 
Ee(iw)—1= a 0 (82.15) 
0 


1 


) 


mm 


如 果 将 这 个 关系 式 的 两 边 对 w 积分 , 则 得 到 
| Elio) — 1ldw = 三 Ee” (w)dw. (82.16) 
0 0 


以 上 所 述 的 全 部 结果 ( 仅 稍 作 改 变 ) 也 都 适用 于 和 磁 导 率 1(w). 区 别 首先 与 
当 频 率 增 大 时 函数 ju(w) 较 早 失去 物理 意义 有 关 . 因此 , 比如 说 , 必须 按 以 下 方 
式 使 用 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 公式 . w 的 取 值 区 间 不 再 是 无 穷 大 而 是 有 限 区 间 
(从 0 到 ui), 这 个 区 间 一 直 延 伸 到 六 还 有 意义 、 但 已 不 再 变化 且 其 虚 部 可 假 
ee 相应 的 4 的 实数 值 由 标记 为 pw1. 此 时 公式 (82.8) 必须 写 
为 以 下 形式 : 





HW (w)— 11 = /于 dz. (82.17) 
与 so 相反 , po = A(0) 之 值 可 以 小 于 1 也 可 以 大 于 1. y(w) 沿 虚 轴 的 变化 与 从 
前 一 样 是 单调 到 减 二 这 雇 十 

我 们 最 后 指出 , 本 节 所 确定 的 函数 s(w) 的 解析 性 质 , 图 数 7(w) 三 1/s(w) 
也 同样 程度 地 具有 . 例如, 了 消 数 7(w) 在 上 半 和 平面 的 解析 性 是 由 图 数 s(w) 在 这 
一 半 和 平面 的 解析 性 和 没有 零点 推 得 的 . 对 于 m(w), 克拉 默 斯 - 克 勒 尼 希 关系 式 
(82.6) 一 (82.7) 也 如 同 对 于 s(w) 一 样 适用 . 




















@ 事实 上 下 WwW1 必须 满足 条 件 w17 六 1 其 中 万 为 磁体 中 铁人 磁 或 顺 磁 过 程 的 最 小 凶 藉 
时 间 . 


833 ”平面 音色 波 . 351 . 
883 平面 单 色 波 
对 于 音色 场 , 麦克 斯 韦 方程 (77.2) 的 形式 为 
iwu(w)H = crot E, iwe(w)E = ~crotH. (83.1) 
这 两 个 方程 本 时 已 构成 完备 方程 组 , 因为 方程 (77.1) 可 从 (83.1) 自动 得 到 , 从 


而 不 必 再 单独 研究 . 假设 介质 是 均匀 的 并 从 方程 (83.1) 中 消去 五 (或 B), 我 
们 得 到 二 阶 方程 





LU2 
AEt+eusE=0 (83.2) 


(以 及 对 于 五 的 同样 方程 ). 

我 们 来 研究 在 均匀 无 限 介 质 中 传播 的 平面 电磁 波 . 在 真空 内 的 平面 波 中 
场 与 人 举 标 的 依赖 关系 由 具有 实 波 和 撩 上 的 因子 e*"7 给 出 . 当 研 究 波 在 实物 介质 
中 的 传播 时 , 在 一 般 情况 下 , 必须 引入 复 矢量 k&: 


k=k +ik’, 


其 中 k',k” 为 实 矢量 . 
令 五 和 五 正比 于 eik7 并 在 方程 (83.1) 中 对 坐标 求 微 商 , 我 们 得 到 


wuH=ck x E, weE=—ckx HH. (83.3) 
从 这 两 个 关系 式 中 消去 五 或 互 , 我 们 得 到 波 矢 平方 的 以 下 表达 式 : 
2 
k? 三 有 k++ 2ik’. k’ = sp (83.4) 


我 们 看 到 , 只 有 当 e 和 为 实数 日 为 正 时 ,有 & 才 可 能 是 实 的 . 但 即使 在 这 种 情 
况 下 , 如 果 k'.k” 二 0, 也 可 能 是 复 的 (我 们 将 在 研究 全 反射 时 过 到 这 种 情况 ， 
见 886). 

应 当 注 意 到 在 复 & 的 普遍 情况 下 , 只 是 在 一 定 的 意义 下 , 才 将 波 称 作 “ 平 
面 ” 波 . 写 出 


. / 1 
eik:™ 一 eik re 大 “7 


我 们 看 到 , 垂直 于 矢量 k' 的 平面 是 等 相位 平面 . 而 恒定 振幅 平面 是 垂直 于 矢 
量 ly 的 平面 ,在 人 方向 上 波 发 生 套 减 . 至 于 场 本 映 具 有 和 恒定 值 的 表面 ,它们 
在 普 遇 情况 下 一 般 不 再 是 平面 . 这 样 的 波 称 为 非 均 匀 平 面 波 , 以 区 别 于 通常 的 
均匀 平面 波 . 
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普遍 情况 下 电场 和 磁场 分 量 之 间 的 关系 由 (83.3) 式 给 出 . 特别 是 , 用 上 标 


乘 这 些 公 式 , 我 们 得 到 
k.E=0, k.H=0, (83.5) 
平方 (83.3) 式 中 的 任何 一 个 等 式 并 利用 (83.4) 式 , 我 们 求 得 
下 (83.6) 


但 是 应 当 记 住 , 由 于 ,也 ,五 这 三 个 矢量 都 是 复 的 , 在 普遍 情况 下 这 些 关 系 式 
没有 通常 它们 为 实数 时 那样 的 直观 意义 . 
我 们 不 去 详细 讨论 在 普遍 情况 下 得 到 的 繁杂 的 关系 式 , 仅 研 究 一 些 更 为 
重要 的 特殊 情况 . 
从 在 无 吸收 (透明 ) 均匀 介质 中 无 衰减 传播 的 波 得 到 的 结果 特别 简单 . 在 
一 情况 下 , 波 矢 为 实 矢 量 且 其 数值 等 于 
Ww 


k= VE7= = (83.7) 


其 中 n= Va 称 作 介质 的 折射 率 . 无 论 电场 强度 还 是 磁场 强度 都 在 垂直 于 大 
的 平面 上 ( 纯 横 波 ), 同时 它们 互相 垂直 并 以 关系 式 


H = /3 xE (83.8) 
及 
相 联 系 (! 为 玉 方 各 的 单位 矢量 ). 由 此 得 出 
< 五 .五 =/ 万 .万 ; 
然而 , 这 并 不 意味 着 在 波 中 (如 同 在 无 色散 时 那样 ) 电能 和 磁 能 的 相等 , 因为 
它们 是 由 另外 的 公式 给 出 的 (公式 (80.11) 中 的 两 项 ). 在 这 种 情况 下 可 将 电磁 
能 的 总 密度 化 为 以 下 形式 : 


全 1 d _ Edk 
0 = om i en)E:E J 和 (83.9) 
波 在 介质 中 的 传播 速度 由 大 家 熟知 的 群 速度 公式 确定 包 : 
要 到 83.10 
ee (O30) 


此 时 w= SY/U, 与 群 速度 为 波 包 中 能 量 的 传播 速度 的 物理 意义 相对 应 ; 此 处 U 
为 公式 (83.9) 给 出 的 能 密度 , 而 


ey 2 35 (83.11) 


局 
a 在 存在 大 量 吸 收 时 引入 群 速度 概念 一 般 是 不 可 能 的 , 因为 在 吸收 介质 中 波 包 不 
传播 , 而 是 很 快 地 被 抹 平 了 
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为 坡 印 亭 矢量 的 平均 条. 在 没有 色散 时 , 折射 率 与 频率 无 关 , 表达 式 (83.10) 布 
端 简单 地 变 为 c/n (与 (75.13) 式 比较 ). 

其 次 , 我 们 来 研究 电磁 波 在 吸收 介质 中 传播 的 较 普遍 情况 , 此 时 波 矢 具有 
确定 的 方向 , 亦 即 hk’ 和 k” 相 互 平行 . 这 种 波 是 真正 意义 上 的 平面 波 , 因为 场 
为 恒定 值 的 表面 在 其 中 为 垂直 于 传播 方 同 的 平面 (均匀 平面 波 ). 

在 这 种 情况 下 , 可 以 根据 及 = kl (其 中 1 为 和 1 方 问 的 单位 矢量 ) 引 
入 波 矢 的 复 “ 长 度 "k, 并 由 (83.4) 我 们 有 天 = VEUwy/c. 通常 用 实 的 n 和 x 将 
复数 量 ah 写 为 n 十 ix, 因此 

k= Va- a (n +i)=. 
量 n 称 为 物质 的 折射 率 , 而 x 称 为 物质 的 吸收 系数 ， 后 者 由 波 在 传播 过 程 h 
的 衰减 程度 确定 ， 不过, 我 们 这 里 要 强调 指出 的 是 , 波 的 误 减 并 不 - 定 与 存在 
真正 的 吸收 有 关 , 能 量 的 耗 散 只 出 现在 e 或 /为 复数 时 ; 而 吸收 系数 x 在 实 
的 ( 负 的 )e 和 4 时 也 可 以 不 为 零 . 

我 们 可 以 用 介 电 常量 的 实 部 和 虚 部 来 表示 n 和 x, 此 时 我 们 假定 /= 1. 
从 等 式 n2 一 十 2i nx 二 ce=e 十 i &, 我 们 有 


(83.12) 


/ // 
1 一 六 一 E nx=e’. 


对 n 和 xz 解 这 两 个 方程 式 , 我 们 得 到 吕 


1e + VET TE em |_e' + VeT Fem 
| GO， MK 一 1 5 (83.13) 








\ 可 


特别 是 , 对 于 处 于 (77.9) 式 仍 然 适 用 的 频率 范围 内 的 金属 , s 的 虚 部 与 实 部 相 
比 大 得 多 , 而 且 与 电导 率 以 e” = 4ro/w 相关 ; 与 g& 相 比 略 去 e', 我 们 求 得 n 
和 x 相同 并 等 于 (与 (59.4) 式 一 致 ) 


2 
证 (83.14) 
LU 


对 于 现在 研究 的 均匀 平面 波 中 的 场 五 和 互 之 间 的 关系 , 我 们 重新 得 到 
公式 (83.8), 但 其 中 的 s 和 现在 为 复数 ， 公 式 再 次 表明 , 电场 和 磁场 垂直 于 
波 传播 方向 且 相 互 垂 直 . 如 果 内 = 了 将 vs 写 为 


VE 一 Vm2 十 zt2 exp i arctan (=)| 
的 形式 后 , 我 们 看 到 磁场 强度 为 电场 强度 的 Vn? 十 治 倍 , 而 相位 落后 了 角度 
arctan(x/n); 在 (83.14) 式 的 情况 下 , 相位 差 为 x/4. 


@ 由 于 e”>0, 则 nn 和 zx 的 正 负 号 必须 相同 以 与 波 在 自己 的 传播 方向 上 衰减 相对 
应 . 在 (83.13) 式 中 选择 正 号 对 应 于 沿 正 z 轴 方 向 传播 的 波 . 
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空间 某 一 区 域 在 给 定时 刻 (t = 0) 出 现 电 磁 扰 动 . 因 没 有 外 源 维 持 , 该 扰 
动 将 随时 间 衰 减 . 试 求 出 决定 这 一 衰减 的 衰减 率 ， 
解 : 将 初始 扰动 展开 为 坐标 的 传 里 叶 积 分 并 研究 其 任 一 具有 波 和 拓 吕 ( 实 矢 
量 !) 的 分 量 . 这 个 分 量 对 今后 时 间 的 依赖 关系 (对 于 足够 大 的 时 间 t) 由 因子 
eic 给 出 , 其 中 心 即 为 我 们 所 要 确定 的 复 频 率 ; 衰减 率 为 -Tmw. 
从 方程 
clH=rooB=ikxE, cD=rotH=ikxH 


中 消去 五, 我 们 得 到 
cD=kx(kxE). (1) 
我 们 选择 天 的 方向 为 zZ 轴 ， 由 此 对 于 扰动 的 纵向 部 分 我 们 有 Ds = 0, 因此 
D; =0. 
另 一 方面 , D, 与 Bj 的 依赖 关系 由 积分 算 符 给 出 : 


2 / I (2) 
由 于 当前 情况 下 在 t>0 时 Di(t)=0 (这 表明 在 t>0 时 没有 场 源 ), 于 是 
0 
Bt) -| F(t—7)Dz(7T)dr (3) 


由 此 可 见 ,在 t 很 大 时 , Bj 对 时 间 的 依赖 关系 基本 上 取决 于 函数 下 (人 对 时 间 
的 依赖 关系 . 
对 于 单 色 场 我 们 从 (3) 式 有 : 


以 及 , 反 过 来 ， 


十 OO 
] ee | 
re)= | et 
= (0) A 


为 了 在 t 很 大 时 对 这 个 积分 进行 估 值 , 我 们 将 积分 路 径 移 至 w 的 下 半 平 面 ,在 

该 处 被 积 函 数 表达 式 快 速 衰 减 . 为 此 必须 绕 过 函数 1/e(w) 的 所 有 奇 点 , 亦 即 

ee 支点 . 结果 积分 基本 上 正比 于 eicot 其 中 0 为 

前 述 奇 点 中 离 实 轴 最 近 的 一 个 . 这 就 给 出 了 对 扰动 的 纵向 部 分 问题 的 解 . 
对 于 横向 分 量 我 们 从 (1) 式 有 


] . 
Dv 十 a 一 0. 
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类 似 的 研究 给 出 的 结论 是 , 现在 情况 下 所 寻求 的 频率 wo 是 函数 w2e(w) -2k? 
离 实 轴 最 近 的 零点 或 分 支点 
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我 们 将 要 把 在 882 所 得 的 普 过 公式 应 用 于 (在 给 定 频 率 区 间 ) 弱 吸 收 介 
质 , 亦 即 我 们 将 假定 , 介 电 常量 的 虚 部 对 于 这 些 频率 可 以 忽略 . 
在 这 样 的 情况 下 , 公式 (82.8) 中 皮 主 值 成 为 多 余 , 因为 xz =w 已 不 在 积分 
区 域内 . 此 后 这 个 积分 将 与 通常 的 在 被 积 函 数 表达 式 没 有 奇 点 的 积分 一 样 , 可 
以 对 参数 w 到 微 商 . 进行 这 样 的 运算 后 , 我 们 得 到 
de | | ze’ (zx)dz 
0 





dw ，” 世 (w2 — x2)2 
由 于 被 积 函 数 在 整个 积分 区 间 均 肥 正 值 , 我 们 得 出 的 结论 是 
de(w) 
J >.0; (84.1) 


亦 即 在 无 吸收 区 介 电 常量 是 频率 的 单调 递增 函数 . 
采用 类 似 的 方式 , 在 同一 频率 区 还 得 到 另 一 个 不 等 式 : 


de de J sh 
re | 0 
| lw“ (eC—1)| - | [7 pa > 0, 





或 
de 2(1—&e) 
> . 


dw WwW 
如 果 s< 1 或 甚至 为 负 , 则 这 个 不 等 式 比 不 等 式 (84.1) 更 强 包 . 
我 们 注意 到 , 不 等 式 (84.1) 和 (84.2) (以 及 对 于 jy(w) 的 类 似 不 等 式 ) 自动 
保证 了 波 传播 速度 满足 不 等 式 w < c. 例如 , pn = 1 时 我 们 有 n= vs 用 ?2 代 
蔡 (84.1) 和 (84.2) 式 中 的 e, 我 们 得 到 


(84.2) 





一 . 4. 
dw (843) 


因此 , 对 于 (83.10) 式 的 速度 v 得 到 两 个 不 等 式 < c/n 和 ww< cn, 由 此 可 见 ， 
无 论 n > 1 时 还 是 n <1 时 都 有 ww<c. 这 些 不 等 式 还 表明 > 0, 亦 即 群 速 度 
指 回 波 矢 方向 . 群 速度 的 这 个 性 质 非常 自然 ,虽然 从 纯粹 逻辑 学 的 观点 来 看 并 
非 必然 . 


Q@ 取 不 等 式 (84.1) 和 (84.2) 之 和 的 一 半 , 我 们 求 得 d(we)/dw > 1 这 个 不 等 式 比 
(80.13) 更 强 . 
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假设 弱 吸 收 区 延伸 到 从 wi 到 ws (而 且 ws 六 wi) 的 很 宽 的 频率 区 间 , 我 
们 来 研究 这 样 的 频率 w, 它们 的 取 值 为 wi 之 w 之 w2. 此 时 (82.8) 式 的 积分 区 
间 被 分 成 了 两 部 分 : x 之 wi 与 x > wo. 在 第 一 个 区 间 , 与 w 相 比 被 积 图 数 表达 
式 分 母 中 的 z 可 忽略 , 而 在 第 二 个 区 间 , 与 xz 相 比 被 积 曙 数 表达 式 分 母 中 的 w 
可 以 忽略 : 


人 dz 2 
= ll le // ES /A/ 
E(w) ey E (Zz) a De (TD; (84.4) 


这 也 就 是 说 , 在 我 们 所 研究 的 频率 区 内 图 数 s(w) 的 形式 为 a 一 b/w?, 其 中 a 和 
b 为 正 的 常量 . 第 二 个 常量 可 通过 引起 在 0 到 wi 频率 区 间 吸 收 的 振子 强度 Ni 
(参见 (82.12) 式 ) 来 表达 , 于 坪 
2 
se(w)=a— (84.5) 

从 这 个 表达 式 得 出 ,在 足够 宽 的 弱 吸 收 区 内 , 介 电 篆 量 一 般 说 来 会 通过 和 零 
点 . 与 此 相关 我 们 记得 , 真正 的 透明 介质 是 其 中 s(w) 不 仅 是 实数 而 且 是 正 实 
数 的 介质 ; 当 s 为 负 值 时 波 在 介质 内 部 衰减 , 虽然 在 波 中 并 没有 出 现 真正 的 能 
量 耗 散 . 

对 于 使 得 e = 0 的 频率 , 电感 应 强度 D 恒 等 于 零 , 而 且 麦 克 斯 韦 方程 在 
磁场 等 于 零 时 允许 仅 满足 rot EB = 0 一 个 方程 的 交 变 电场 存在 . 换 句 话说 , 在 
这 种 情况 下 可 能 存在 纵向 电波 . 为 了 确定 这 个 波 的 传播 速度 , 不 仅 必 须 考 虑 介 
电 稼 量 对 频率 的 色散 , 而 且 也 必须 考虑 介 电 常量 对 波 矢 的 色散 ; 在 8105 中 我 
们 将 再 回 到 这 个 问题 . 

最 后 , 假设 在 宽阔 的 透明 区 内 有 一 个 围绕 某 一 频率 wo 的 狭 第 的 吸收 区 
(“ 线 ”). 我 们 来 研究 这 个 频率 的 邻 域 , 它 满足 条 件 








YI < ws, (84.6) 


其 中 7 为 线 宽 . 在 这 个 频 区 内 ，(82.6) 式 的 被 积 也 数 中 除了 快 变 艺 数 e”(zx) 之 
外 , 可 将 z 处 处 换 成 wo. 于 是 我 们 得 到 


E(w AE (wj f ends, (84.7) 
其 中 积分 对 吸收 线 进行 . 
习 题 


具有 清晰 波 阵 面 的 平面 电磁 波 从 法 线 方向 入 射 到 充满 透明 介质 (1 = 1) 
的 半空 间 (z > 0) 的 边界 面 上 . 试 确定 进入 介质 内 部 的 波 的 波 阵 面 结构 (A. 索 
莫 菲 , 工 . 布 里 渊 , 1914). 
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解 ee 时 刻 入 射 到 介质 边界 面 ， 因此 在 X= 二 0 处 入 射 波 的 场 


当 t+<0 时 : =0; 当 t>0 时 : Ec ewot. 


通过 将 这 个 场 展 开 为 时 间 的 傅 里 叶 积 分 , 我 们 把 问题 归结 为 不 同 频率 的 无 限 
扩展 波 入 射 到 同一 边界 面 上 . 频率 为 w 的 传 里 叶 分量 的 振幅 正比 于 


1 0) 
0 


在 频率 为 w 的 波 入 射 时 透射 军 入 介质 的 波 的 形式 为 


， .0 
a(w) exp (~iwt 十 这 mr 


其 中 振幅 a(w) 为 频率 的 缓 变 函 数 . 所 以 在 当前 情况 下 介质 中 波 的 场 
十 co CO 
已 < | dwa(w) exp (t+isnz) / le oT 
a C 


在 波 阵 面 附近 区 域内 , 接近 wo 的 w 值 对 积分 起 重要 作用 . 引入 新 的 变量 
二 ww 一 wo, 把 a(w) 换 作 alwo), 而 将 指数 展开 为 《的 需 级 数 . 略 去 所 有 不 重要 
的 常数 和 相位 因子 后 , 我 们 得 到 


a z i€2 
E l 一 +t 十 一) 一 一 5 一 ydédr7. 
| / op {i ( + =) 5 <d7 


其 中 心 = (wo) 为 波 的 传播 速度 (83.10), 而 w= 一 . 对 上 进行 积分 , 很 容 
易 导 致 忆 的 以 下 形式 : 
pe | etin” dn, 1 0 


WT "| 


(指数 中 的 符号 依赖 于 w 的 符号 ). 在 靠近 其 波 阵 面 处 波 的 强度 分 布 规律 为 


co  。 2 
ev dn , 


这 个 公式 的 形式 与 在 菲 涅 耳 衍 射 时 决定 靠近 影子 边缘 强度 分 布 的 公式 
(参见 本 教程 第 二 卷 860) 相同 . 当 w > 0 时 , 强度 随 ww 的 增加 单调 减 小 , 而 当 
Ww 过 0 时 以 不 断 减 小 的 振幅 围绕 常数 值 作 振 荡 , 当 w 一 一 00 时 趋 于 此 一 常数 . 

在 所 研究 的 波 阵 面 之 前 很 大 的 距离 处 , 有 以 速度 Cc 传播 的 所 谓 “前兆 波 ”. 
它们 对 应 于 具有 很 高 频率 的 传 里 叶 分 量 , 对 于 这 些 分 量 一 1. 








[cx 
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大 家 知道 , 几何 光学 的 适用 条 件 是 与 所 讨论 问题 的 尺度 1 相 比 , 波长 和 很 
小 (参见 本 教程 第 二 卷 853)， 几 何 光 学 与 波动 光学 的 关系 是 这 样 建 立 的 , 即 
入 声 1 时 , 所 有 的 描述 波 场 的 量 (或 五 的 任 一 分 量 ) 2 由 形 如 


Ss aeiy 


的 公式 表示 , 其 中 振幅 a 为 坐标 及 时 间 的 缓 变 蚂 数 , 而 相位 vw 为 坐标 和 时 间 
的 很 大 的 “了 列 线 性 ” 哺 数 . 后 者 在 几何 光学 中 称 为 程 函 , 并 在 几何 光学 中 起 基 
本 作用 . 程 函 的 时 间 导 数 决 定 波 的 频率 : 


Op _ 
而 它 对 坐标 的 导数 确定 波 矢 : 
V =k, (85.2) 


从 而 确定 了 光线 在 空间 每 一 点 的 方 问 . 
在 稳 恒 条 件 下 单 色 波 的 频率 为 常量 , 而 程 图 对 时 间 的 依赖 关系 由 -wt 给 
出 . 此 时 代 蔡 wy, 我 们 按照 


$= wt + (vy, 2) (85.3) 
引入 另 一 个 函数 如 (今后 也 称 其 为 程 函 ); wi 仅 是 坐标 的 函数 , 而 其 梯度 为 


Vu =n, (85.4) 
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其 中 n 为 矢量 , 它 与 上 的 关系 为 


k= 二 mm (85.5) 


矢量 n 的 大 小 等 于 介质 的 折射 率 n. 所 以 光线 在 折射 率 为 (zy z) (给 
定 的 坐标 胃 数 ) 的 介质 中 传播 的 程 函 方程 为 


a_ /WN /om /ony , 
光线 在 稳 恒 条 件 下 的 传播 方程 也 可 从 费 马 原理 得 到 ,按照 这 个 原理 , 对 于 
在 空间 给 定 两 点 4 和 B 之 间 的 光 程 积分 


B B 
Wi = | ndl = / ndl 
A A 


取 极 小 值 . 令 这 个 积分 的 变 分 等 于 零 , 我 们 有 
B 
WU1 一 | (Sndl + nedl) = 0. 
A 
假定 Sr 为 光 程 在 变 分 时 的 位 移 , 此 时 有 
0 一 7.V，0dl 一 .do7， 
其 中 ! 为 与 光线 相 切 的 单位 矢量 . 将 以 上 各 量 代 入 6w1 并 对 第 二 项 进行 分 部 
积分 (考虑 到 在 A 点 和 B 点 9r 为 零 ), 我 们 得 到 
B B B 
OW1 =| rvndl+ |/ nl :dor = (wm- Te - Ordl = 0. 
A A 


A 





由 此 得 到 





= Vn. (85.7) 
展开 导数 项 并 代入 ~ 二 1. Vn, 将 这 个 方程 改写 为 
dl | 
本 所 -Vn —{l(l. Vn)l. (85.8) 


这 就 是 确定 光线 形状 的 方程 . 
从 微分 几何 知道 , 沿 光线 的 导数 dl/dl 等 于 N/R, 其 中 Nv 为 主 法 线 方向 
的 单位 矢量 , 而 尽 为 光线 的 曲率 半径 . 将 方程 (85.8) 两 端 乘 以 N 并 考虑 到 NN 
与 1 相互 垂直 , 我 们 得 到 : 
Cs LL (85.9) 
R 7 
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光线 向 折射 率 增 大 的 一 方 弯曲 . 

几何 光学 中 光线 传播 的 速度 方向 沿 1 方 同 并 由 导数 
_% 

Ok 

给 出 . 这 个 速度 也 称 作 群 速度 , 而 w/k 称 作 相 速 度 . 相 速 度 不 对 应 于 任何 物理 
量 的 真实 物理 传播 速度 . 

确定 光 强 沿 光 线 变 化 的 方程 也 容易 写 出 . 光 强 了 工 是 坡 印 亭 矢量 时 间 平 均 
值 的 大 小 . 坡 印 襄 和 撩 量 和 群 速度 一 起 都 沿 着 1 方向 : 


wu (85.10) 


S=I1. 


在 稳 恒 条 件 下 空间 每 一 点 的 场 能 平均 密度 不 随时 间 变 化 . 因此 能 量 守 恒 方 程 
为 : divS = 0 或 者 


div(11) = 0. (85.11) 
这 即 是 所 要 求 的 方程 . 
最 后 我 们 来 研究 一 下 线 偏 振 光 的 偏振 随 光 线 如 何 变 化 的 问题 (C. M. 雷 
托 夫 , 1938). 


从 微分 几何 可 知 , 空间 曲线 (现在 情况 下 即 为 光线 ) 在 每 一 点 上 由 三 个 垂 
直 的 单位 矢量 , 即 切 向 单位 矢量 1、 主 法 向 单位 矢量 N 和 副 法 向 单位 矢量 ， 
(它们 构成 所 谓 的 自然 三 面 形 ) 表征 . 因为 电磁 波 的 横 波 性 , 矢量 五 (或 者 万 ) 
永远 处 于 法 平面 , 即 N、b 平 面 上 . 
假设 在 光线 的 某 一 点 上 五 与 NN 的 方 喇 相同 , 亦 即 处 于 切 平面 (W 、! 平 
面 ) 上 . 我 们 知道 , 长 度 为 di 的 曲线 与 切 平面 的 偏离 相对 于 di 是 高 阶 (三 阶 ) 
无 穷 小 量 . 因此 可 以 断定 , 当 沿 着 光线 移动 di 距离 时 矢量 五 仍然 停留 在 原来 
的 切 平面 上 . 新 的 切 平 面相 对 于 老 的 切 平面 旋转 了 角度 dp = di/T, 其 中 了 为 
曲线 的 搁 率 半径 . 因此 , 这 个 角度 正好 等 于 在 法 平面 上 矢量 五 相对 于 矢量 和 N 
的 转角 . 如 此 一 来 , 当 沿 着 光线 移动 时 偏振 方向 在 法 平面 上 是 这 样 转动 的 , 即 
它 与 主 法 线 方 向 的 角度 按照 方程 
d 1 
= 二 (85.12) 
变化 . 特别 是 , 当 不 存在 挠 率 亦 即 光 线 为 平面 曲线 时 , 在 法 平面 上 五 的 方向 维 
持 不 变 , 如 在 任何 情况 下 从 对 称 性 考虑 所 料 . 


习 烈 
1. 试 求 出 参考 系 变换 时 光 在 介质 中 传播 速度 ( 群 速 度 ) 的 变换 规律 





885 几何 光学 . 361 . 


解 : 按照 群 速度 以 的 定义 ， 
dy=u:dk, dw =wu’ .dk’ 

带 搬 的 量 为 以 速度 VV 相对 于 参考 系 KK (其 上 的 量 不 带 搬 ) 运动 的 参考 系 下/ 
中 的 量 . 根据 对 于 波 的 四 维 矢量 的 洛 伦 兹 变换 公式 , 我 们 有 

/ W / 

也 二 (有 一 0 福 )， ki =k,, k= k,, 

w = 7Y(w’ 二 vk’ ). 

其 中 =1/V1 一 v2/c? (7z 轴 和 x' 轴 均 在 方向 ), 由 上 面 第 二 行 的 公式 我 们 有 

dw = 7Y(dw’ + vdk’) 一 TY :dk’ + vdk’). 
将 第 一 行 公式 得 到 的 通过 dk 和 dw 表示 的 dk' 代入 上 式 并 将 含 dw 的 项 合并 ， 
我 们 得 到 

y ( 十 Bo ) dw = (uy + v)dks + us dky + usdkz. 

与 dw 二 Udk 对 比 , 我 们 发 现 , 如 所 期 待 , u' 和 ww 按照 通常 的 相对 论 速 度 合 成 
公式 合成 让， 

2. 试 确定 在 相对 于 观察 者 运动 的 介质 中 光 的 传播 速度 . 

解 : 设 w 和 上 尺 分 别 为 光波 在 静止 参考 系 KK 中 的 频率 和 波 矢 , 而 wj 为 
相对 于 与 介质 一 起 以 速度 运动 的 参 者 系 K' 中 的 同样 物理 量 . 在 坐标 系 
K' 中 介质 静止 , 因此 ww, 及 之 间 以 关系 式 

ck’ = w'n(w’) (1) 
相 联 系 . 
按照 对 于 波 四 维和 失 量 的 洛 伦 益 变换 公式 , 精确 到 v/c 的 一 次 项 , 我 们 有 


A 1 =k kK =k— 0.1, 
其 中 1 二/k. 将 这 些 表 达 式 代入 (1) 并 按照 名 的 办 次 展开 函数 n(w'), 在 相同 
的 精度 下 我 们 得 到 中 
= nt S| -no (2) 
C C (wy 
在 静止 介质 中 的 传播 速度 ( 群 速度 ) 由 对 关系 式 ck = wn(w) 求 微 商 得 到 , 等 于 
C 


Tr (3) 


”“”@ 我 们 注意 到 , 在 n?2 =e 二 1-const.w-? 时 ，(2) 式 中 的 第 二 项 以 及 所 有 一 次 效应 
项 都 便 等 于 零 


wo 一 
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在 运动 介质 中 , 传播 速度 通过 对 (2) 式 求 微 商 得 到 , 我 们 先 把 (2) 式 改 写成 以 
下 形 人 去 .: 


仍然 精确 到 一 次 项 , 我 们 求 得 


u U2 nw duo U0 
wwtU) (加 -并 宇和)+o(- 吝 ) (4) 


当 光 在 介质 运动 方向 传播 时 (| 1), 我 们 由 此 有 名 


2 vnNw duo 
式 中 前 两 项 可 简单 地 通过 使 用 相对 论 速 度 合成 公式 得 到 . 如 果 w 和 4 相互 重 
直 , 则 有 
u=u+v (1— 2 ). (6) 


从 (2) 式 得 到 的 波 的 相 速 度 具 有 以 下 形式 


人 ) 人 1 w dn 
k nn | 


当 v A lL 时, 其 中 没有 一 次 效应 . 
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我 们 现在 来 研究 单 色 平 面 电 磁 波 在 两 种 均匀 介质 分 界 平面 上 的 反射 和 折 
射 . 波 由 透明 介质 (介质 1) 中 入 射 ; 我 们 暂时 先 不 假设 第 二 种 介质 是 透明 介 
质 . 我 们 分 别 用 下 标 0 和 1 标注 属于 人 射 波 和 反射 波 的 物理 量 , 而 对 于 折射 波 
的 物理 量 则 用 下 标 2 标注 (图 46). 分 界面 的 法 线 方向 选 作 z 轴 (正方 向 指 癌 
介质 2 的 内 部 ). 

由 于 在 zy 面 上 的 完全 均匀 性 , 在 整个 空间 内 场 方 程 的 解 对 x 坐标 和 
坐标 的 消 数 关系 应 当 是 一 样 的 . 这 表明 所 有 三 个 波 的 波 矢 的 分 量 kz, iv 是 一 
样 的 . 由 此 首先 得 出 , 所 有 三 个 波 的 传播 方向 处 于 一 个 平面 ; 将 此 平面 取 作 zz 
a 

从 等 式 

koz = kiz = k2z (86.1) 

Q@ 这 个 公式 描写 首先 由 菲 涅 耳 预 言 的 (A. 菲 涅 耳 , 1818) 所 谓 费 索 效 应 . 洛 伦 效 研 

究 了 色散 对 这 一 效应 的 影响 (H. A. 洛 伦 效 , 1895). 
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得 出 , 对 于 这 些 矢 量 的 z 分 量 : 
k1> = =k0 7 -Va cosOo, 


2 
| ww WwW 
2 : 2 0 . 
Raz = 4 2 — ko; = — Veé2 — él1sin’ Oo; 
Y 


C 


(86.2) 


两 种 介质 中 我 们 都 假定 j= 1. 根据 定义 , 矢量 ko 征 实 天 量 , 同时 ki 也 是 实 
矢量 . 而 吸收 介质 中 的 量 kz 为 复数 , 而 且 根 应 当 取 得 使 Imk2s > 0, 以 与 折射 
波 在 介质 内 部 衰减 相对 应 . 

如 果 两 种 介质 都 是 透明 的 , 则 从 等 式 (86.1) 得 出 众所周知 的 反射 定律 和 


折射 定律 : 
in 0 
亲生 (86.3) 
sin 00 E29 No 


为 了 确定 反射 波 和 折射 波 的 振幅 , 必须 利用 分 界面 (z = 0) 上 的 边界 条 
件 . 此 时 我 们 可 以 分 别 研究 两 种 情况 : 电场 Eo 处 于 入 射 面 或 者 垂直 于 入 射 面 ; 
从 而 我 们 可 以 研究 Eo 可 分 解 为 这 样 两 个 分 量 的 普遍 情况 . 

首先 我 们 假定 Eo 垂直 于 入 射 面 ; 从 对 称 性 考虑 十 分 清楚 , 反射 波 和 折射 
波 中 的 场 百 和 Eo 也 是 如 此 . 而 矢量 及 处 在 zz 平面 . 边界 条 件 要 求 玉 = 一 
和 Hj 的 连续 性 包 ; 按照 (83.3) 式 , Hs = 一 ckz By/w. 

介质 1 中 的 场 是 入 射流 场 和 反射 波 场 之 和 , 因此 我 们 得 到 两 个 方程 式 : 





Eot+ Ei= E2, koz(Eo— Ei)= kzz bo. 
由 于 kz (同样 也 有 w) 对 于 三 个 波 都 是 一 样 的 , 故 在 等 式 两 端 略 去 了 互 中 的 指 
数 函 数 因 子 ; 以 下 处 处 将 五 当 作 波 的 复 振幅 . 上 两 个 方程 之 解 给 出 以 下 菲 涅 


Q 由 于 方程 divB=0 和 divD =0 是 方程 (83.1) 的 结果 ,已 和 呈 c 的 法 向 分 量 的 边 
界 条 件 现 在 给 不 出 任何 新 的 结果 . 


364 - 第 十 章 ”电磁 波 的 传播 


Koz — Raz 有 一 VelcosO0 — Ve2 一 Elsin i 








= 
ho thos VE1COs ot Ve2 一 ElSin “00 a 
2 2VE1 cos 00 
EF» = 


koz 十 k2z VE1 CosOo0 + Ve2 — elsin’ ee 
如 果 两 种 介质 都 是 透明 的 , 则 借助 关系 式 (86.3), 可 将 这 些 公 式 表 示 为 


sin(92 一 00) 2 cos Oo sin 0» 


六 二 
sin(02 十 00) sin(02 十 00) 


使 用 类 似 的 方式 可 以 研究 当 百 处 于 入 射 面 时 的 情况 ; 在 这 种 情况 下 , 对 
垂直 于 入 射 面 的 磁场 进行 计算 较为 方便 . 结果 也 得 到 两 个 菲 涅 耳 公式 





(86.5) 


人 
二 £2 COS Oo sl1(E2 — €1 Sin ee 
0 


eok k . 
G2 N02 EL No sacosb0 + /ei(e2 — €1 sin’ 00) 





加 . , (86.6) 
a 
E2R0z 十 E10z s2 COsO0 + Vsl(sa 一 slsin 00) 
若 两 介质 均 透明 , 则 这 些 公式 可 表示 为 
tan(go —0 in20 
= 


tan(Oo 十 02 ) sin(Oo 十 02) cos(O00 上 02 ) 


定义 反射 系数 RR 为 从 分 界面 反射 的 能 流 的 时 间 平 均值 与 人 射 能 流 时 间 
平均 值 之 比 . 两 个 能 流 中 的 每 一 个 均 由 相应 波 的 坡 印 享 和 拓 量 (83.11) 的 z 分量 
的 时 间 平 均值 给 出 : 

Vel cos01|E1l’ 本 | 五 :| 


VeicostolEol? |Eol? 
正人 射 时 (bo = 0) 两 种 偏振 情况 等 价 , 反射 系数 由 公式 


-| 








(86.8) 








给 出 . 这 个 公式 既 适 用 于 透明 反射 介质 , 也 适用 于 吸收 反射 介质 .如果 按照 
局 一 ma 十 ixzzo 引入 ma 和 x2， 人 (el = 二 1) 人 射 时 ， ， 
四 (nz 一 1 十 2 
(na 二 1)2 二 区 
对 于 所 得 公式 的 进一步 讨论 将 在 两 种 介质 均 为 透明 介质 的 假定 下 进行 . 
为 此 我 们 预先 作 以 下 一 般 说 明 . 两 种 不 同 介 质 之 间 的 分 界面 实际 上 并 不 是 几 


(86.9) 
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何 表面 , 而 是 薄 的 过 渡 层 . 公式 (86.1) 的 正确 性 与 关于 过 渡 层 性 质 的 任何 假设 
无 关 . 菲 涅 耳 公 式 的 推导 基于 分 界面 上 边界 条 件 的 使 用 , 并 假设 过 渡 层 厚度 6 
较 波 长 和 小 得 多 . 厚度 6 通常 可 与 原子 间距 离 相 比较 , 在 所 有 情况 下 都 比 和 
小 (否则 一 般 不 可 能 进行 场 的 宏观 研究 ) ; 因此 通 稼 都 满足 入 六 6 的 条 件 . 在 
相反 的 极限 情况 下 折射 现象 有 完全 不 同 的 特性 . 在 5 污 入 时 , 几何 光学 的 适 
用 条 件 得 到 满足 (和 小 于 介质 不 均匀 性 的 尺度 ). 所 以 在 这 种 情况 下 , 可 以 把 波 
的 传播 看 作 是 光线 的 传播 , 光线 在 过 滤 层 遭受 折射 但 毫 无 反射 地 通过 过 渡 层 . 
换言之 ,反射 系数 等 于 零 . 
我 们 再 回 到 菲 涅 耳 公 式 来 . 在 从 透明 介质 反射 时 , 这 些 公 式 中 的 El, EE 
和 Eo 之 间 的 比例 系数 是 实数 包 . 这 表明 波 的 相位 或 者 保持 不 变 , 或 者 经 受 了 
一 个 zt 的 跃 变 ,一 切 视 这 些 系 数 的 正 负 而 定 . 特别 是 , 折射 波 的 相位 永远 与 人 
射流 的 相位 相同 . 反射 波 则 可 能 伴随 有 相位 改变 中. 例如 , 如 果 el > sz, 正人 
射 时 波 的 相位 不 变 . 而 如 果 ss > si, 则 矢量 Bi1 和 Eo 的 正 负 号 相反 , 也 就 是 说 
波 的 相位 发 生 了 x 的 变化 . 
任 入 射 时 的 反射 系数 依照 (86.5) 和 (86.7 由 公式 
sin2(b 一 00 ) tan (0 一 00 ) 
Sinz(bo 十 的 )” tanz( 克 二 0) 
给 出 . 此 处 和 以 下 我 们 用 下 标 上 和 | 分 别 标 记 五 垂 百 或 平行 于 人 射 面 的 情况 . 
我 们 注意 到 以 下 的 对 称 性 : 在 0 和 9o 相互 交换 时 表达 式 (86.10) 不 变 (根据 公 
式 (86.5) 和 (86.7), 反射 波 的 相位 此 时 改变 了 z). 换 句 话说 , 以 00 角 从 介质 1 
和 射 的 波 的 反射 系数 等 于 以 0 角 从 介质 2 和 人 射 的 波 的 反射 系数 . 90 十 g2 = /2 
时 (此 时 反射 光 与 折 射 光 相互 垂直 ) 以 go 角 和 射 的 光 的 反射 光 具 有 一 种 奇特 
的 性 质 . 把 这 个 角度 年 记 作 0,; 写 出 snb = sin(x/2 一 0) = cosb 并 利用 折射 
定律 (86.3), 我 们 得 到 


(86.10) 


tang = , / 富 . (86.11) 
El 
在 90 = 0 时 , 我 们 有 tan(90 十 02) = co 以 及 局 等于零. 所 以 在 以 这 个 角度 入 
射 的 光 的 偏振 为 任意 方向 时 , 反射 光 的 偏 振 取 得 使 其 中 的 电场 垂下 于 人 射 面 . 
当 和 人 射 光 为 自然 光 时 反射 光 的 偏振 也 是 如 此 ; 此 时 具有 其 他 偏振 的 所 有 分 量 
一 般 不 反射 . 角 0 称 作 完 全 偏振 角 或 布 儒 斯 特 角 . 我 们 注意 到 , 反射 可 导致 自 
然 光 的 完全 偏振 , 而 不 论 在 什么 样 的 入 射 角 下 , 折射 光 中 也 不 会 达到 全 偏振 . 

我 们 和 暂时 先 把 所 谓 全 反射 情况 ( 见 下 文 ) 放 在 一 边 . 

@ 一般 说 来 , 从 吸收 介质 的 反射 导致 覃 圆 偏 振 的 出 现 . 此 时 三 个 波 之 间 的 振幅 和 
相位 关系 式 的 显 式 极为 繁杂 . 读者 可 在 J. A. 斯 特 莱 顿 的 书 中 找到 这 些 公 式 (Stratton J 
A. Electromagnetic Theory, ch. IX.— N. Y.: McGraw-Hill, 1941; 中 译本 : 斯 特 莱 顿 JA. 电磁 
理论 . 方 能 航 , 详 . 北京 : 科学 出 版 社 , 1992). 
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偏振 光 的 反映 和 折射 永远 会 重新 导致 平面 偏振 光 , 不 过 偏振 方向 一 般 而 
言 不 会 与 人 射 光 的 偏振 方向 相同 . 设 yo 为 Bo 方向 与 入 射 面 之 间 的 夹 角 , 而 
说 杜 和 2 为 反射 波 与 折射 波 的 类 似 夹 角 . 借助 公式 (86.5) 和 (86.7) 容易 得 到 关 
A 
cos(0o — 0») 
cos(0o + 02 ) 


只 有 当 和 o=0 和 wo = 7/2 等 显然 的 情况 下 ,在 所 有 人 和信 射 角 时 角 yo,yi,?y2 才 相 
同 ; 它们 也 在 正人 射 (90 = 0。 = 0) 和 掠 射 (00 = r/2) 时 相等 , 后 一 种 情况 下 一 般 
没有 折射 波 . 在 其 余 的 所 有 情况 下 , 从 (86.12) 式 得 出 (考虑 到 0 < bo,0。 < /2， 
并 假设 0 < yo < TX/2;0 < ma < TH 不等式 


tan7yl = — tan70， tan’”y2 = cos(0o 一 02)tan Yo. (86.12) 


V0 Ds 


因此 , 五 的 方向 在 反射 时 从 入 射 面 转 开 , 而 在 折射 时 转向 人 射 面 . 
对 比 (86.10) 式 的 两 个 公式 表明 , 在 所 有 的 入 射 角 情况 下 (只 有 % = 0 和 
0 = zt/2 例外 ) 都 有 
RI <R). 


所 以 , 例如 自然 光 入 射 时 , 反射 光 是 部 分 偏振 的 , 且 其 电场 的 从 优 方向 垂直 于 
入 射 面 . 折射 光 则 是 五 的 从 优 方向 在 人 射 面 上 的 部 分 偏振 光 . 

RI 和 RI 对 入 射 角 依赖 关系 的 特征 有 本 质 上 的 差异 .系数 尺 从 b% =0 
时 的 值 (86.8) 式 开始 , 随 b 的 增 大 单调 增长 , 系数 RI 在 00 = 0 时 也 等 于 
(86.8) 式 之 值 , 但 随 着 0 的 增 大 一 开始 减 小 , 在 90 = 0, 等 于 零 , 然后 才 开 始 增 
长 : 

此 时 必须 区 分 两 种 情况 . 如 果 反 射 是 由 所 谓 光 密 介 质 产 生 的 , 亦 即 sz > a&1， 
则 RI 和 RL 的 增长 一 直 继 续 到 b% = /2 ( 掠 射 ), 二 者 都 达到 1. 如 果 反 射 介 
质 是 光 足 介质 , sz < si, 则 两 个 系数 已 经 在 人 射 角 b0 = 90, 时 等 于 1, 这 里 0. 由 
等 式 


sinb = /二 = 一 (86.13) 
El] Nl 


确定 并 称 作 全 反射 临界 角 . 当 00 = 和 时 折射 角 b = /2, 亦 即 折射 波 平行 于 
分 界面 传播 . 

在 人 射 角 bo > 和 时 由 光 玻 介质 的 反射 需要 特别 研究 .在 这 种 情况 下 ka。 
(参见 (86.2) 式 ) 是 纯 虚 数 , 灾 即 在 折射 介质 中 的 场 不 断 衰 减 . 波 在 介 
有 真正 的 吸收 耗 散 ) 的 情况 下 衰减 意味 看 从 第 一 种 介质 到 第 二 种 介 
没有 平均 能 流 (通过 简单 的 计算 很 容易 直接 证 实 , 在 第 二 种 介质 中 平均 外 人 
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量 9 实际 上 只 有 z 分 量 ). 换 句 话说 , 人 射 到 分 界面 的 能 量 全 部 被 反射 回 第 一 
种 介质 , 亦 即 反射 系数 
Ri=RI=1. 


这 种 现象 称 为 全 反射 也 . 不 言 而 喻 , 借助 菲 涅 耳 公 式 (86.4) 和 (86.6) 可 直接 证 
实 有 和 RL 的 这 个 等 式 . 

在 00>0 时 El 和 Eo 之 间 的 比例 系数 变 成 形 为 (a 一 记 )/ (a+ 记 ) 的 复数 ， 
量 RI 和 RI 由 这 些 系数 的 模 的 平方 给 出 , 等 于 1. 不 过 , 这 些 公式 不 仅 可 以 确 
定 反 射 波 和 入 射 波 中 场 的 绝对 秆 之 比 ,而 且 可 以 确定 它们 的 相位 差 . 为 此 必须 
将 它们 表示 为 以 下 形式 : 


—i6 _ 一 10 
两 | =e +Eo, El=e Eol. 


于 是 我 们 有 包 
6 20 0 sl(slsin200 一 so) 
PE 
2 /El COS Oo 2 so COS 00 


因此 , 全 反射 伴随 有 波 的 相位 改变 , 一 般 而 言 , 对 于 平行 和 垂下 于 人 射 面 的 分 
量 , 相位 的 变化 不 同 . 所 以 当 偏 振 面 倾斜 于 入 射 面 的 波 反 射 时 , 反射 波 是 椭圆 
偏振 的 . 对 于 相位 差 6 = 51 一 651, 易 得 以 下 表达 式 


boVe1 sin’ 00 一 
pa 三 二 (86.15) 
2 VE1 Sin” 00 


只 有 当 bo = 和 和 0o = x/2 时 , 这 一 相位 差 才 为 零 . 
习 咒 
1. 试 求 在 全 反射 角 附 近 反 射 系 数 趋 于 1 的 规律 . 


解 : 设 00 二 0; 一 6, 其 中 6 为 小 量 , 并 在 公式 (86.10) 中 将 singo 和 cos0o 按 
6 的 震级 数 展 开 . 结果 我 们 得 到 : 


RL 二 1 一 4V26(n? 二 和 RI eg 4V26n?(n? 和 


其 中 mn2 二 el/ez > 1. 导数 dR/d5 当 6 一 0 时 以 6-1& 的 方式 趋 于 无 穷 . 

2. 试 求 当 光 从 真空 向 s 接近 1 的 物体 表面 几乎 掠 射 时 的 反射 系数 . 

OO 从 具有 负 实 数 s 的 介质 中 反射 时 , 反射 系数 永远 等 于 1. 在 这 样 的 介质 中 没有 真 
正 的 吸收 ,但 波 不 可 能 透 和 其 内 部 . 

@ 如 果 2 = e-io 则 tan 5 全 
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解 : 公式 (86.10) 给 出 相同 的 反射 系数 : 


(Bis= 


RLSThRO (全 区 


其 中 po0 一 工 /2 一 00. 
3. 试 求 当 疲 从 真空 向 e 和 都 异 于 1 的 介质 表面 入 射 时 的 反射 系数 . 
解 : 通过 进行 完全 类 似 于 正文 中 的 计算 , 得 到 以 下 结果 : 
二 人 
2 scosb 一 Vs 一 sin200 


本 一 a 
Hcos 00 十 Ve — sin” 00 








E Cos 00 十 Ven — sin” Oo 


4， 物 质 2 的 平面 平行 层 处 于 真空 (介质 1) 与 任意 介质 3 之 间 . 从 真空 向 
物质 层 入 射 偏振 在 入 射 面 (或 垂直 于 入 射 面 ) 的 光 , 试 将 物质 层 的 反射 系数 只 
通过 光 入 射 到 半 无 限 介 质 2 或 介质 3 的 反射 系数 表达 出 来 . 

解 : 用 Ao 和 41 分 别 标记 入 射 波 和 反射 波 中 场 ( 互 或 五 , 视 哪 一 个 矢量 
平行 于 层 平面 而 定 ) 的 振幅 . 层 中 的 场 由 折射 波 (振幅 为 A2) 和 介质 2-3 边界 
反射 回来 的 波 (振幅 为 49) 相 加 而 成 . 介质 1-2 表 面 上 的 边界 条 件 由 形 如 


A 一 a(A1 二 r1240) (1) 


的 等 式 给 出 , 其 中 a 和 Tr12 为 常量 . 由 半 无 限 介 质 2 反射 时 ,没有 As 波 ,因此 
(1) 式 给 出 ri = 41/40, 亦 即 ris 是 这 一 情况 下 的 反射 振幅 . 通过 交换 41 和 
Ao, 并 用 hs 代替 A5, 还 可 以 从 (1) 式 得 到 一 个 与 改变 波 矢 z 分量 符 号 相对 应 
的 方程 : 

pn (2) 


在 介质 3 中 只 有 一 种 (透射 ) 波 , 对 于 其 振幅 43 我 们 有 条 件 
Ase'” = a43， 4oe = 一 ar3243 (3) 
(类 似 于 41 =0 的 条 件 (1) 和 条 件 (2)); 指数 因子 计 及 经 过 层 的 厚度 几 后 波 的 
相位 改变 , 并 且 
v= hy ea = 0 (4) 
从 方程 (3) 消去 43, 我 们 有 
EE 一 r23 A2e'Y (5) 


(T23 Ss —732). 
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从 方程 (1) 、(2) 、(5) 我 们 求 得 物质 层 的 反射 振幅 


加 Ee 询 4 十 723 
40 e-2iy 十 ri2r23 
(反射 系数 丸 = |rl2). 常量 723 的 意义 可 由 以 下 事实 说 明 , 当下 =0 时 7 应 当 与 
半 无 限 介 质 3 的 反射 振幅 r13 相同 ; 由 此 我 们 求 得 


(6) 


Tr 


7T]2 一 了 13 
7r23 一 一 一 一 . 时 
7r12713 一 


公式 (6) 、(7) 给 出 了 所 提问 题 的 答案 . 我 们 这 里 要 强调 , 这 两 个 公式 的 推导 
与 对 介质 2 和 介质 3 性 质 的 假设 无 关 , 它们 可 以 是 透明 介质 , 也 可 以 是 吸收 介 
质 . 

如 果 介 质 2 和 3 是 透明 的 , 则 量 多 ,712,713 都 是 实数 , 而 723 是 半 无 限 介 质 
2 和 3 之 间 的 反射 振幅 . 此 时 从 (6) 式 我 们 有 


(ri 十 r23) — 4ri2723 sin yw 
(r12723 + 1)? — 4r1i2723 sin 仿 


(8) 


当 细 改变 时 这 个 量 在 


2 2 
人 ) (2 | 
Er 和 出 
712723 十 工 7r12723 一 工 
1 2 
系 式 . 如果 吗 = mnas, 则 mi? = T23, 且 在 相应 的 物质 层 厚度 选择 下 及 可 以 等 
到 


如 果 人 介质 3 是 真空 ， 则 713 二 0,723 三 一 712， 且 从 (6 ) 式 我 们 有 
Rs sinh iy, (9) 
四 e 一 2iy 一 712 sinh i 十 mm( 一 ri2) 

如 果 此 时 介质 2 为 透明 介质 , 则 

4R12 sin? up 
(1 — Ri2)? + 4R12 sin ) 

只 有 当 介 质 2 是 透明 介质 时 , 层 的 (从 真空 到 真空 ) 的 透射 系数 万 才 与 
1 一 玉 相 同 . 在 相反 的 情况 下 为 了 计算 DD 必须 从 方程 (1) 一 (3) 出 发 ,并 在 其 中 
设 732 三 712. “请 射 ” 振幅 d 等 于: 





As ] 一 1s 
de (10) 
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而 透射 系数 DD = |d|?. 


5. 当 光 正 入 射 到 一 块 具有 很 大 复 介 电 常 量 的 薄片 上 时 , 试 确定 其 反射 和 
透射 系数 . 





解 : 在 这 一 情况 下 
人 2 
六 
且 按 照 上 题 公式 (9) 
1 w 


i ey RC es. 
如 果 薄 片 如 此 之 薄 , 以 至 于 hw/c 安 1/Vlel, 则 可 以 写 出 


J] 
~ 1+ (2ic/ewh) 


此 时 还 可 以 区 分 两 种 情况 


WwW 1 4c e’ 
当 本 时 ， 一 9 
la Ve wh lel? 
人 
当 hi 时 ， ed 区 加 时 


按照 上 题 公式 (10), 透射 振幅 为 


WwW ] 2 

当 一 ~ 一 一 时 ， d= 二 一 一 一 一 一 ， 
C vilel 中 Ve sinh ji/ 
WwW ] 2 

当 一 几 VY， Q 一 一 . 
C | 全 1 — iewh/2c 


在 后 一 种 情况 下 , 还 可 以 再 区 分 为 : 


Pe 面 1 de 
= 


Ne 
la| ”ec Sy/ w2h2|el2 


dl, 
= 2h< 训 时 DD= pe 
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在 频率 不 是 太 高 时 , 金属 的 介 电 常量 的 绝对 值 远 大 于 1 ( 当 w 一 0 时 以 
1/w 的 方式 趋 于 无 穷 大 ). 在 这 些 条 件 下 , 金属 中 的 波长 6 ~ c/wVle| 比 真空 中 
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的 波长 入 ~ c/w 短 ,如果 此 时 6 (而 不 必 是 A) 也 比 金属 表面 的 曲率 半径 小 ， 
则 这 种 情况 下 任意 电磁 波 从 金属 的 反射 问题 可 以 大 为 简化 . 

6 小 意味 着 金属 内 部 场 分 量 沿 表面 法 线 方向 的 导数 比 沿 切线 方向 的 导数 
大 . 因此 在 金属 内 部 靠近 表面 的 场 可 看 作 平 面 波 场 , 与 此 相对 应 , 场 EB 和 Hi 


之 间 以 关系 式 
B= /Hxn (87.1) 


相 联 系 , 其 中 为 指向 金属 内 部 的 表面 法 线 . 男 一 方面 , 因为 Bl 和 万; 连续 ， 

所 以 金属 外 的 场 在 表面 附近 也 必定 以 这 个 关系 式 相 联系 . 如 列 昂 托 维 奇 所 指 

出 的 (M. A. Jeonrnoew 1948) 那样 , 等 式 (87.1) 可 以 用 作 确 定 导 体外 场 的 边 

界 条 件 . 这 样 一 来 , 可 以 完全 不 必 人 研究 金属 内 的 场 而 解 金属 外 的 电磁 场 问 题 . 
量 Vu/e 称 作 金属 的 表面 阻抗 ; 我 们 用 5 = 十 iC” 来 标记 它 ®， 


c= (87.2) 


在 用 通常 的 金属 电导 率 表 示 s 的 频率 区 内 , 我 们 有 
eR ee lad (87.3) 


(4=1 时 的 这 个 公式 已 在 859 中 给 出 ). 
通过 金属 表面 的 能 流 的 时 间 平 均值 为 


a CC 
= LRe(E: x H:)= | , 
3 ee Re(E: x HE!’) | 五 :| (87.4) 


这 个 能 流 是 由 外 部 流入 金属 内 部 并 在 其 中 耗 散 的 能 量 . 由 此 可 见 , 必须 有 


这 
a (87.5) 


这 个 不 等 式 决定 (87.2) 式 的 根 的 符号 ， 
频率 增高 时 , 透 入 深度 6 变 得 与 传导 电子 的 自由 程 长 度 同 数量 级 @. 在 
此 情况 下 , 场 的 空间 不 均匀 性 使 得 不 绸 能 利用 介 电 稍 量 = 对 场 作 宏观 描述 . 但 
形式 为 
E:=CH:xn (87.6) 
实际 上 大 的 Vs(w) 值 永远 是 复数 . 此 时 电磁 场 在 物体 内 部 衰减 , 所 以 其 波长 同 
时 也 就 是 场 的 穿 透 深度 . 如 果 s(w) 是 通过 电导 率 o 表示 的 (按照 (77.9) 式 ), 则 这 个 量 与 
在 859 中 引进 的 穿 透 深 度 相 同 . 
@ 在 文献 中 也 采用 与 (87.2) 差 一 个 4r/c 因子 的 量 定义 它 . 
@ 目 由 程 长 度 本 质 上 依赖 于 金属 温度 . 实际 通常 指 的 是 液 氮 范围 的 极 低温 , 而 我 
们 研究 的 现象 发 生 在 无 线 电 波 的 超短波 频率 区 间 ， 
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的 边界 条 件 在 这 些 频 率 下 依然 适用 . 此 时 金属 内 靠近 其 表面 的 场 仍 可 像 过 去 
一 样 看 作 平 面 波 , 尽管 它 现在 不 由 通常 的 麦克 斯 韦 宏观 方程 描写 . 在 这 样 的 波 
内 , 五 和 互相 互 间 必 须 以 线性 关系 相 联系 , 而 轴 矢 量 瑟 和 极 撩 量 瑟 之 间 的 
线性 关系 式 的 唯一 形式 是 (87.6) 式 . 这 个 关系 式 中 唯一 表征 金属 性 质 的 量 是 
系数 6, 为 了 解 外 电磁 问题 必须 知道 这 个 量 . 然而 , 计算 这 个 系数 要 求 应 用 动 
理学 理论 (有 关 论 述 在 本 教程 的 另外 一 卷 中 , 参见 第 十 卷 886). 

在 频率 进一步 提高 时 (通常 在 红外 频 域 ), 场 的 宏观 描写 重新 成 为 可 能 
< 的 概念 重新 具有 意义 . 这 一 现象 的 原因 是 , 传导 电子 因 吸 收 大 量子 j 而 取 
得 大 能 量 , 结果 其 自由 程 变 小 , 因此 重新 满足 不 等 式 1 < 5. 阻抗 5 重新 成 为 反 
比 于 Ve 的 量 2. 在 这 个 频率 区 , e(w) 具有 很 大 的 负 实 部 和 很 小 的 虚 部 . 不 等 
式 1 和 5 是 se 和 e” 两 个 量 有 宏观 意义 的 条 件 . 但 是 ,为 了 仅 使 大 的 s' 一 个 量 
有 宏观 意义 , 满足 更 弱 的 条 件 v/w < 6 就 够 了 , 其 中 为 金属 中 传导 电子 的 速 
度 ( 若 满 足 这 个 条 件 , 研究 电子 运动 时 可 忽略 场 的 空间 不 均匀 性 ) 包 . 

任何 情况 下 , 不 等 式 6 > 0 对 于 阻抗 的 实 部 都 适用 . 如 果 公 式 (87.2) 成 
立 , 则 可 以 对 的 虚 部 的 正 负 号 作出 硅 干 判断 . 例如 , 如 果 s 的 色散 比 风 的 色 
散 更 重要 ( 亦 即 可 假设 1/ 为 实数 ), 则 由 s > 0 得 出 LC” < 0, 而 因为 永远 有 
C' > 0, 故 

6”< 0. 

这 是 最 通常 的 情况 . 如 果 5 的 色散 由 内 的 色散 决定 , 则 通过 类 似 的 途径 , 我 们 
求 得 67 > 0. 

阻抗 概念 也 可 应 用 于 超导体 . 超导体 的 特征 性 质 是 , 即使 在 静态 情况 下 
(w = 0), 其 穿 透 深度 5 也 很 小 . 在 频率 不 是 太 高 时 , 可 以 将 磁场 分 布 取得 与 静 
态 时 的 分 布 相同 . 为 了 确定 电场 , 我 们 写 出 方程 


Ww 
rotE=i—H. 
[让 


选取 > 轴 指 回 超导体 表面 的 外 法 线 方向 . 与 大 的 对 z 的 导数 相 比 , 略 去 切 
线 方 问 的 导数 , 我 们 有 
DPEz Nd 
=i-H, 


Oz 
(对 ,也 有 类 似 方程 ). 将 此 等 式 在 物体 内 对 深度 z 积分 : 





。 0 
B.(0)=< | H,dz: 
但 是 应 当 记 住 , 只 有 在 |e| 很 大 ( 亦 即 ¢ 很 小 ) 时 才能 使 用 等 式 (87.6) 作为 边界 条 
件 ; 在 所 有 情况 下 , 这 个 条 件 在 光学 频率 下 已 不 满足 . 我 们 假设 ~ 1 于 是 大 |a| 对 应 
于 小 5. 我 们 指出 , 如 果 j 泡 1, 则 应 用 边界 条 件 (87.6) 所 必要 的 不 等 式 5 之 和 意味 着 必 
须 有 ViE 泡 1; 此 时 C= VE 可 以 不 是 小 量 
@ 本 教程 第 十 卷 887 中 对 这 一 情况 有 更 详细 的 研究 . 
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Bz(0) 为 Bz 在 z=0 亦 即 物 体 表面 处 的 值 . 用 以 下 方式 定量 地 定义 穿 透 深度 : 
0 

/ Tp (87.7) 


于 是 
E,(0) = ~ H,(0)é. 

与 形 为 (87.6) 式 的 边界 条 件 相 比 , 我 们 发 现 超导体 的 阻抗 (在 我 们 所 研究 的 不 

是 太 高 的 频率 区 内 @) 由 公式 


。 CU 
C= 0 (87.8) 


给 出 . 这 个 表达 式 是 C(w) 按 频 率 客 级 数 展开 的 第 一 项 , 因此 , 对 于 超导体 这 个 
展开 是 以 正比 于 w 的 项 开始 的 . 展开 的 下 一 项 正比 于 w? 并 为 实数 ; 这 是 展 
开 的 第 一 项 @. 
作为 复 变 数 w 的 因数 研究 的 阻抗 56(w), 具有 许多 类 似 于 函数 s(w) 的 性 
质 ( 金 兹 保 , 1954). 对 于 单 色 波 具 有 公式 (87.6) 形式 的 边界 条 件 , 在 普遍 情况 
下 应 当 理 解 为 算 符 关系 式 
E:= CH: xn, (87.9) 


这 个 算 符 关系 式 将 Ei 在 某 一 时 刻 的 值 用 此 前 所 有 了 时刻 的 Hi 值 来 表达 ( 试 
与 877 比较 ). 如 同 在 882 中 一 样 , 由 此 得 到 , 函数 C(w) 在 包括 实 轴 在 内 (除去 
w= 二 0 一 点 ) 的 w 的 上 半 平 面 没有 奇 点 . 其 次 , 在 实 的 Hi 时 Ei 为 实数 的 条 件 
C(—w”) = 6 (w). 
最 后 , 由 于 能 量 耗 散 决定 于 函数 C(w) 的 实 部 (不 像 e(w) 时 决定 于 虚 部 )， 
故 C(w) 为 正 , 且 在 任何 实 的 w 时 不 为 零 , 具有 w= 0 值 时 例外 . 类 似 于 在 882 
所 作 的 讨论 , 可 以 得 出 以 下 结论 : 即 在 整个 上 半 和 平面 也 有 


RelC(w)>0. 
由 此 得 出 , C(w) 在 上 半 平 面 无 零点 . 
C(w) 在 上 半 和 平面 无 奇 点 重新 导致 克拉 坎 斯 - 克 勒 尼 布 公式 . 此 时 公式 


十 co 
1 ‘(Tz)—1 
“0)= -dr 





@ 实际 上 这 里 指 的 是 大 约 到 无 线 电 波 的 厘米 波段 的 频率 . 
@ 微观 理论 表明 , 阻抗 中 正比 于 w? 的 项 还 含有 w 的 对 数 因子 一 ”参见 本 教程 第 
十 卷 896, 897. 
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特别 重要 . 利用 函数 CO(z) 的 全 函数 性 质 , 可 将 上 式 改 写 为 





或 者 





9. CD) 
i 0 dz (87.10) 
; 
的 形式 (由 于 1/(z2 一 w)? 的 积分 主 值 为 零 , 故 被 积 图 数 分 子 中 的 -1 项 可 略 
二 

上 述 有 关 消 数 C(w) 的 性 质 也 都 同样 程度 地 适用 于 其 逆 函 数 1/C(w); 算 符 
C-1 通过 Et 表示 Hi x n. 特别 是 , 替代 (87.10) 式 , 我 们 将 有 


9 C0 | / 
二 号 二 二 
0 


[CC (wo)] = (87.11) 





对 于 小 的 C, 这 个 公式 比 (87.10) 式 用 起 来 更 方便 . 但 是 , 现在 这 个 形式 不 能 
于 超导体 , 因为 按照 (87.8) 式 , 在 超导体 内 , 在 w = 0 时 C-! 有 一 个 极点 . 此 时 ， 
对 推导 的 形式 作 简单 变化 (比较 (82.7) 式 到 (82.9) 式 的 转换 ), 即 可 得 到 公式 


元 和 2 


ov- ao 5 
0 


在 本 节 即 将 结束 前 ,作为 使 用 阻抗 概念 的 一 个 例子 ,我 们 来 研究 从 真空 入 
财 到 具有 表面 阻抗 C 的 金属 平坦 表面 上 的 平面 电磁 波 的 反射 . 如 果 矢 量 马 尼 
直 于 入 射 面 偏振 , 则 边界 条 件 (87.6) 给 出 


Fo+ Ei = (Ho = H?1 ) cos 00 == C(Eo = Fi ) cos 00 


( 式 中 标记 与 $86 中 相同 ). 考虑 到 很 小 , 由 此 我 们 有 


Ei 
= —(1 — 2C cos Wo) 
以 及 反射 系数 
RI 三 1 一 4C cos O00. (87.13) 


如 果 Eo 在 入 财 面 内 , 则 我 们 将 边界 条 件 写 为 CH: = n x Ei 的 形式 , 亦 即 


(Hot+ Hi)= (Koo Fi)costo0 = (Ho— Hi1 ) cos 00， 





887 金属 的 表面 阻抗 . 375 . 














由 此 可 得 反射 系数 , 
|cosbo 一 5| 
ey (87.14) 
在 人 射 角 不 太 徘 近 /2 时 ， 
Rl 二 (87.15) 
如 果 角 wo = 7/2 一 900 六 1 则 
po 一 人 
| -| | (87.16) 
这 个 表达 式 在 po = |4| 时 取 极 小 值 , 等 于 
| 
ee 


除 (87.16) 式 的 特殊 情况 外 , 从 具有 小 5 的 表面 反射 的 反射 系数 接近 1. 
6 一 0 的 表面 (或 者 , 所 谓 理想 导电 和 平面) 同时 也 是 理想 反射 表面 . 在 这 样 的 
表面 上 边界 条 件 干脆 就 是 Et = 0, 类 似 于 静电 场 在 导体 表面 的 边界 条 件 . 但 
与 静态 场 不 同 , 在 交 变 场 中 这 个 条 件 也 自动 导致 磁场 的 一 个 特定 条 件 的 满足 . 
这 也 就 是 , 由 于 方程 (liwy/o) 互 = rot BE, 从 在 表面 上 的 等 式 Bt = 0 上 自动 得 出 等 
式 Hi = 二 0. 因此 ,在 交 变 电磁 场 中 的 理想 导电 表面 上 , 磁场 的 法 向 分 量 等 于 零 . 
在 这 个 意义 上 , 这 种 表面 与 恒定 磁场 中 的 超导体 表面 类 似 . 

3 证 

试 确定 由 具有 小 阻抗 的 平坦 表面 发 出 的 热 辐 射 (给 定 频率 下 的 ) 强度 . 

解 : 根据 基 尔 霍 夫 定 律 , 任意 表面 的 热 辐射 强度 dI (在 立体 角 元 do 内 
的 ) 与 绝对 黑体 表面 的 辐射 强度 dl10 以 关系 式 dT = (1 一 R)dlo 相 联 系 , 其 
中 民 为 自然 光 从 给 定 表 面 的 反射 系数 . 借助 于 公式 (87.13) 和 (87.14) 算出 
尽 = (1/2)(Rji 十 民 ) 并 考虑 到 从 绝对 黑体 表面 发 出 的 辐射 是 各 向 同性 的 (djo = 
Todo/27), 我 们 得 到 

x/2 ] 
J 205 | 1 十 dc | cosgainbag 

进行 积分 并 略 去 C 的 高 阶 项 , 我 们 求 得 
三 二 4 (arctan 所 ) 
特别 是 , 对 于 具有 由 公式 (87.3) 所 确定 的 阻抗 的 金属 , 我 们 有 (j= 1)， 


二 - wo 和 Tt 
70 加 V SO sw 2 
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888 波 在 非 均 匀 介 质 中 的 传播 


我 们 来 研究 电磁 波 在 电 不 均匀 (但 各 辐 同 性 ) 介质 中 的 传播 . 在 麦克 斯 韦 
方程 
rotE = ~H, rotH = le 
中 (我 们 假设 /= 1),e 是 点 的 坐标 的 函数 . 将 第 一 个 方程 中 的 五 代入 第 二 个 
方程 , 得 到 五 的 方程 


a 
用 类 似 方法 消去 EB, 则 得 到 五 的 方程 
2 有 
AH+H+-VexrotH=0. (88.2) 


在 一 维 情 况 下 这 些 方 程 大 为 简化 , 此 时 = 仅 在 空间 的 一 个 方向 上 变化 . 我 
们 选择 这 个 方向 为 z 轴 并 研究 传播 方向 位 于 zz 平面 的 波 . 在 这 样 的 波 内 所 有 
物理 量 均 完 全 与 坐标 y 无 关 , 由 于 空间 沿 xz 轴 的 均匀 性 , 可 将 对 z 的 依赖 性 看 
作 由 因子 ei*x? 给 出 , 其 中 x 为 常数 . 当 x= 0 时 场 仅 依赖 于 > 亦 即 波 “垂直 ? 
地 透 过 = = e(z) 的 物质 层 . 如 果 xz 夭 0, 即 是 所 谓 波 的 斜 透射 
当 xx 关 0 时, 必须 区 分 两 个 独立 的 偏振 情况 . 其 中 之 一 是 矢量 五 垂直 于 
波 的 传播 平面 ( 亦 即 沿 y 轴 方 向 ), 而 磁场 五 则 相应 地 处 于 这 个 平面 上 . 方程 
(88.1) 取 以 下 形式 : 
5 这 区 2) oe (88.3) 


在 男 一 种 情况 下 , 场 五 沿 y 轴 方 同 , 而 巴 在 传播 平面 上 . 在 此 情况 下 , 从 方程 
(88.2) 出 发 更 为 方便 , 这 给 出 


DO /10H 2 2 
(: 动 (和 - 和 0 人 
我 们 将 按 约定 分 别称 这 两 类 波 为 五 波 和 五 波 . 
当 传 播 的 条 件 接近 几何 光学 条 件 时 , 在 这 一 重要 情况 下 方程 可 以 普遍 形 
式 解 出 ; 以 下 假设 函数 s(z) 为 实 消 数 出 . 在 方程 (88.3) 中 量 2x/Vf 起 z 轴 方 
加 波长 的 作用 , 其 中 


加 方程 (88.3) 形式 上 与 量子 力学 中 粒子 一 维 运动 的 薛 定 户 方 程 相似 , 而 几何 光学 
近似 对 应 于 准 经 典 情况 . 以 下 我 们 将 直接 给 出 最 后 结果 , 而 请 读者 在 本 教程 的 另 一 郑 
中 去 寻找 其 推导 一 一 参见 第 三 卷 ,第 7 章 
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几何 光学 近似 所 对 应 的 不 等 式 为 


所 也 <l (88.5) 
而 方程 (88.3) 的 两 个 独立 解 的 形式 为 
了 exp E 1 azj， (88.6) 


在 反射 点 (如 果 存 在 这 样 的 点 的 话 ) 附近 条 件 (88.5) 明显 地 遭 到 破坏 , 在 
该 点 f = 0. 设 这 一 点 为 z 二 0, 而 且 z<0 时 f>0 及 z>0 时 f<0. 在 z=0 
两 侧 离 该 点 足够 大 的 距离 上 , 方程 (88.3) 的 解 具有 (88.6) 式 的 形式 , 然而 为 了 
在 z>0 和 xz<0 的 区 域内 建立 这 个 解 中 系数 间 的 对 应 , 必须 考察 方程 (88.3) 
在 z= 0 附近 的 精确 解 . 在 这 点 的 周围 函数 f(z) 可 展开 为 z 的 震级 数 并 表示 
为 f = 一 az 的 形式 . 方程 





> — QazE=0 
对 所 有 z 都 有 限 的 解 为 
E= 6 (0 2), (88.7) 
其 中 


0- 去 | (TF+) 


为 艾 里 函数 (已 中 的 因子 exp( 一 jiwt 十 ixz) 均 被 略 去 ) 20. 在 大 |z| 时 ,方程 (88.3) 
的 解 的 渐 近 形式 为 


= eos (| Vias+ 人 
0 


4 LA 
= (|/ Vlaz) 六 


其 中 系数 4 与 (88.7) 式 中 相同 . 这 些 表达 式 中 的 第 一 个 是 由 人 射 波 ( 沿 > 轴 
正方 向 ) 和 从 >z=0 面 反射 回来 的 波 和 到 加 而 成 的 驻 波 . Re 样 (并 
等 于 A/2f'4), 亦 即 反射 系数 等 于 1. 只 有 指数 衰减 的 波 透射 到 z > 0 的 区 域 . 
在 接近 反射 点 时 波 的 振幅 增 大 , 这 可 从 f1/4 在 (88.8) 式 的 分 母 上 看 出 来 . 
但 要 求 得 紧 临 这 点 处 的 场 值 必须 利用 (88.7) 式 . 这 个 函数 向 z > 0 区 域 深 处 
@ 我 们 这 里 使 用 与 本 教程 其 他 卷 中 同样 的 艾 里 函数 的 定义 .现在 更 常用 的 定义 是 


| 
2 


(88.8) 


Aie = 
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单调 况 减 而 在 > < 0 区 有 振荡 特征 , 同时 |EB| 的 极 大 值 的 大 小 逐步 衰减 第 一 
个 也 是 最 大 的 极 大 值 在 al/3z = -1.02 时 达到 并 等 于 


E=0.949Aa-16. 


我 们 至 此 所 说 的 都 是 波 . 容易 看 到 , 在 几何 光学 近似 下 , 可 以 类 似 地 写 
出 万 波 的 公式 . 如 果 在 方程 (88.4) 中 作 代 换 五 = wye，, 则 式 中 出 现 的 e 的 导 
数 只 与 尽 相 乘 而 不 与 w' 相 乘 ; 然后 略 去 含 这 些 导数 的 项 (由 于 条 件 (88.5), 它 
们 很 小 ), 我 们 得 到 函数 wu(z) 的 方程 

， (等 -2)v=o 

与 方程 (88.3) 相同 . 所 以 五 的 所 有 公式 与 公式 (88.6) 一 (88.8) 的 差别 仅 为 一 
个 Ve 因子 . 

两 种 类 型 波 的 行为 的 独特 的 区 别 出 现在 斜 人 射 波 (z 夭 0) 从 s(z) 通过 零 
的 物质 层 的 反射 中 . 此 时 反射 发 生 在 f(z) = ew*/e 一 ze =0 的 平面 , 亦 即 “未 
到 达 ”e = 0 点 的 平面 上 . BB 波 只 能 以 指数 训 减 场 的 形式 穿 过 这 个 平面 . 当 五 
波 在 这 种 衰减 场 的 总 背景 上 反射 时 , 在 c=0 点 附近 发 生 场 的 急剧 增强 ( 开 . 弗 
尔 斯 特 林 ，1949) 名 . 我 们 来 研究 这 个 现象 . 

设 在 z=0 点 处 s=0. 在 这 点 附近 我 们 写 出 


0 (88.9) 
方程 (88.4) 取 以 下 形式 : 


dH 1dH 2 
pr 全 二 ) Ve, 





根据 线性 微分 方程 的 普遍 理论 , 这 个 方程 的 一 个 解 (我 们 称 其 为 瑟 ) 在 z=0 
处 无 奇 点 , 而 其 在 小 z 时 的 展开 以 z* 开 妈 : 


Hi(z) = 2 +.:: 
第 二 个 独立 解 具 有 对 数 奇异 性 , 且 其 展开 的 形式 是 
Hol2) (2) tine 丰 广 Ea 


我 们 注意 到 , 这 点 是 方程 (88.4) 的 奇 点 , 因此 在 其 附近 几何 光学 近似 失效 , 虽然 
在 该 点 f(z) 不 等 于 零 而 且 条 件 (88.5) 未 被 破坏 . 
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(参数 a 仅 在 展开 的 更 高 阶 项 出 现 ). 为 了 求 出 点 z = 0 附近 的 场 , 没有 必要 去 
分 析 为 满足 无 穷 远 处 条 件 而 从 Hl 和 ,中 选择 线性 组 合 的 问题 . 注意 到 这 种 
组 合 在 z 一 0 时 趋 于 常量 (标记 为 Ho) 并 具有 对 数 奇 异性 就 足够 了 : 


2 
SH (+ In ) : 


这 里 除了 写 出 常量 之 外 也 写 出 了 带 奇 异性 的 主 项 . 电场 按照 场 有 H, = HH 由 麦 


克 斯 韦 方程 
ic OH ic OH 


2 ew Or 


确定 . 记得 五 对 x 的 依赖 关系 由 因子 eix7 给 出 , 我们 求 得 轧 . 和 巨 , 中 的 首 项 : 


. 2 1 
六 (88.11) 
QW QW 之 


它们 在 z 一 0 时 趋 于 无 穷 大 . 
当然 , 实际 上 由 于 介质 中 必定 会 存在 的 哪怕 是 很 小 的 吸收 , 场 只 会 达到 较 
大 的 (与 周围 的 弱 本 上 底 相 比 ) 但 仍 是 有 限 的 值 . 然而 , 有 趣 的 是 , s 中 存在 的 无 
论 多 小 的 虚 部 也 会 导致 有 限 的 能 量 耗 散 . 设 e = 一 az 十 i6,6 一 十 0. 此 时 (88.11) 
tt 当 在 复 z 平 面 的 下 半 平 面 进 
行 , 且 当 z <0 时 将 是 


E,; = 





一 (m |xz| 一 in). 


泊 z 轴 方 同 的 时 间 平 均 能 流 


Cn 


C 米 
2 一 天 RelEsH,) 


(参见 (59.9a) ) 在 z > 0 时 等 于 零 , 而 当 z < 0 时 五 内 出 现 的 实 部 导致 指 回 
一 0 平面 的 不 为 零 的 能 流 , 这 这 个 能 量 在 该 处 被 耗 散 包 : 





H2 (88.12) 


(B. B. 基 里 登 保 , 1963). 


GO 从 单位 体积 中 耗 散 的 能 量 表达 式 (80.4) 出 发 , 也 可 以 得 到 这 个 结果 : 
O = we IE xem 5 人 6(z); 


87 8Tw ”6 一 0 a2z2 十 02 8 


对 z 积分 即 可 得 到 (88.12) 式 . 
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区 着 分 别 具 有 正 的 和 负 的 介 电 常量 (sl 和 一 |eo|) 的 介质 之 间 的 分 界面 可 
a 太 波 , 试 确定 波 的 频率 和 波 拓 之 间 的 关系 ， 

解 : 选择 分 界面 为 zy 平面 , 同时 波 沿 zZ 轴 方 向 传播 , 而 磁场 及 平行 于 vy 

轴 . ee Zz >>0 充 满 介 电 壳 量 为 正 (sli) 的 介质 , 而 半空 间 z<0 则 充满 介 


电 常 量 为 负 (一 |sz|) 的 介质 . 我 们 要 寻求 在 zz 一 上 +oo 时 具有 以 下 形式 的 波 : 
jk ww2 
Hi 一 万 0e- ee Xl] 一 k2 四 oel 当 > 0, 
C 





2 
。 LU 
I 站 是 且 V 好 十 全 lez| 当 z< 0， 


同时 ,x1, x2 为 实数 ,HH 二 刀 连 续 的 边界 条 件 已 经 满足 , 而 配 连续 的 边界 


条 件 给 出 
10H! 1 6H, 


E1 Oz E2 Oz 


不 | 动 MA1/E1 = 2t2 /sa|. 这 一 等 式 仅 在 





El < eo| 


的 条 件 下 (以 及 不 言 而 喻 ele2 < 0) 才能 成 立 . 此 时 此 与 w 间 的 关系 由 方程 


> w sl|lsz| 
(ls2|—61) 





容易 证 明 , 表面 马 波 一 般 不 可 能 传播 . 


889 倒 易 性 原理 


描写 处 于 任意 介质 中 的 细 导 线 为 源 发 出 的 单 色 电磁 波 辐射 的 方程 是 
rotE = 这 九 rotH = -这 万 十 a Jex (89.1) 


其 中 jex 为 流 过 导线 的 周期 “外 ”( 相 对 于 介质 而 言 ) 电流 密度 . 

假设 在 介质 中 放置 有 两 个 不 同 的 源 (具有 相同 频率 ) ; 我 们 将 用 下 标 1 和 
2 分 别 标记 这 两 个 源 各 目 产 生 的 场 . 介质 可 以 是 任意 地 不 均匀 和 各 疝 异性 的 . 
我 们 对 介质 性 质 的 唯一 假定 , 是 线性 关系 D; = sir Ek, Bi = jir Hi 成 立 , 其 中 
Eik 和 Hik 为 对 称 张 量 . 在 这 些 条 件 下 , 有 可 能 得 到 联系 两 个 源 产 生 的 场 及 其 
中 外 电流 之 间 的 关系 式 . 
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将 两 个 方程 
4r . 
rot Ei -一 ik Bi1, rot Hi -一 一 1K 7] 十 — Jex,l 
C 


分 别 乘 以 五 和 Eo， 而 将 场 五 和 五 , 的 方程 分 别 乘 以 -Hi 和 一 Bi. 把 这 些 
方程 逐 项 相 加 , 我 们 得 到 


UE2 :rot Ei — Ei:rot H2)+ (EK2 :rot Hi— Hi:rot FE;)= 
人 zi 47,. 
i (Bi bf 也 >) 办 i (Bi Da 一 D1: 五 > ) 二 一 ex -Eb» 2 Ei). 


然而 Bi1: 有 H2 = jwir HikH2i = 万 .万 ,已 .Do = Di Eo, 因此 上 式 右 端 的 头 两 
项 变 成 零 . 等 式 左 端 按 矢 量 分 析 的 已 知 公 式 作 变换 , 于 是 我 们 求 得 


8 4 ，. 
div[E1 x 万 ? — E> x Hi|= — (jex1: BE2 一 Tex2 Bi1). 


我 们 将 此 等 式 对 全 空间 积分 ; 等 式 左 奖 的 积分 可 变换 为 对 无 穷 远 表 面 的 积 4 
而 等 于 零 . 所 以 我 们 得 到 


i ‘ E2dVi = | je “BidVy: (89.2) 


上 式 左 端 和 右 端 分 别 对 第 一 个 和 第 二 个 源 的 体积 积分 , 因为 只 有 在 这 些 
体积 内 外 电流 jex,1 和 jox,z 才 不 为 零 . 由 于 导线 很 细 , 它们 中 的 每 一 个 对 另 一 
个 导线 产生 场 的 影响 可 以 忽略 , 因此 公式 (89.2) 中 的 Bl 和 Es 是 第 一 和 第 二 
个 源 中 的 每 一 个 源 在 另 一 个 源 所 在 地 产生 的 辐射 场 . 公式 (89.2) 即 是 我 们 所 
要 寻求 的 以 倒 易 定理 著称 的 关系 式 . 

如 果 源 的 尺度 比 波长 小 , 同时 也 比 它们 之 间 的 相互 距离 小 , 则 对 易 定理 的 
表达 可 以 化 简 . 每 一 源 的 场 在 另 一 源 的 尺度 范围 内 变化 很 小 , 因而 在 (89.2) 式 
中 可 将 Bl 和 Es 从 积分 号 内 提出 , 把 它们 简单 地 写作 Bi(2) 和 E2(1), 其 中 1 
和 2 分别 表 示 两 个 源 所 在 点 


E,(1) | ja = Ei1(2) “ ad 


积 人 / 和 dy 正好 是 源 的 总 偶 极 年 多 的 时 间 导 数 . 因为 多 = _iw 多 , 故 最 后 
我 们 有 

E2(1) . 1 二 Ei (2) F,. (89.3) 
倒 易 定理 的 这 种 形式 当然 只 适用 于 偶 极 辐射 如 果 源 的 偶 极 矩 等 于 零 (或 者 
反常 地 小 ), 则 使 得 普遍 公式 (89.2) 化 为 (89.3) 式 的 近似 是 不 合适 的 ( 见 本 节 
习题 1). 
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习 是 
1. 试 推 导电 四 极 子 辐射 源 与 磁 偶 极 子 辐射 源 的 倒 易 定理 . 
解 : 如 果 | isav 二 0, 则 在 积分 (89.2) 中 应 当 取 展开 的 下 一 阶 项 ， 


8 OP; ] DE,; OE / 5 
fa apydy de /and 三 一 2 /sa + Tij1k)d V1 
OTk 4 OTk DZ; 


(a _ OEsx 
4 


OZ hh 








) /om — Tijik)dVi 
(为 了 简洁 , 略 去 了 jex 的 下 标 “ex”). 按照 
oP eR i 玫 
1 / 
MM = 一 "| r x 7dV 
Ze 


引入 四 极 憩 张 量 与 磁 天 矢 量 ， 利 用 方程 rot 百 = iwB/c 并 假设 靠近 源 处 so 二 
const (因此 div 五 =0). 我 们 得 到 


fi : EodV = -15 ( 守 十 Be DY) 书 iw B,(1) .Mi1. 





由 此 可 见 , 四 极 子 辐射 源 的 倒 易 定理 为 : 


222id) | 2) DY = OB) A OP UM) DD 
OZ Ox; 


OZ OT; 
而 磁 偶 极 子 辐射 源 的 倒 易 定理 则 为 
万 (1) . .Hi = 万 (2) . Ms. 


2. 试 确定 浸入 均匀 各 向 同性 介质 中 的 偶 极 辐射 源 的 辐射 强度 与 介质 介 
电 涝 量 s 和 磁 导 率 凡 的 依赖 关系 . 





解 : 作 代 换 

/ 

而 二 上 区 :ER 
Val 

后 , 方程 (89.1) 取 以 下 形式 : 
。 / 
rot EF’ -一 se rot 万 一 人 机 2 

C C C 


其 中 不 再 含 e 和 ji. 这 些 方程 的 偶 极 辐射 解 给 出 波 区 内 场 的 矢量 势 (参见 本 教 
程 第 二 卷 867) 


1 
4 = 本 /ea 
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其 中 Ro 为 离开 源 的 距离 ; 此 处 及 以 下 我 们 略 去 对 强度 计算 不 重要 的 相位 因 
子 . 由 此 可 见 , 在 给 定 jox 情况 下 可 以 写 为 4' = Ao, 其 中 0 表示 真空 中 的 辐 
射 源 场 , 对 于 理 ', EB' 两 个 量 我 们 有 
H’=ik’ x A’=iVeuk x Ao = VEsH1E0， 五 = 万 
由 此 
H = ven Ho, E = bEo, 


而 辐射 强度 为 
Fs Jom /2e 2 


于 是 所 提问 题 得 解 . 
890 空 腔 共振 器 中 的 电磁 振 沪 


我 们 现在 人 研究 被 理 想 导体 辟 限 制 的 真空 空间 内 的 电场 . 真空 中 的 单 色 场 
方程 为 : 
rot E = i H, rot H = -i (90.1) 


在 理想 导体 (阻抗 ¢ =0 的 物体 ) 表面 上 的 边界 条 件 为 
E:=0, Hn,=0. (90.2) 


为 了 求解 问题 , 只 需 研 究 量 EB 和 五 中 的 一 个 即 可 . 比如 说 , 从 方程 (90.1) 中 
消去 五 , 我们 得 到 EE 满足 的 波动 方程 


ww2 
AE+ 3E=0, (90.3) 
还 应 当 将 不 能 从 方程 (90.3) 自动 得 出 的 方程 
divE=0 (90.4) 


与 它 结合 . 在 边界 条 件 Ei = 0 情况 下 解 这 些 方 程 , 我 们 先 求 出 场 五 , 然后 从 方 
程 (90.1) 中 的 第 一 个 直接 算出 五 , 而 且 边 界 条 件 五 ,, = 0 自动 满足 . 

在 空 腔 的 尺度 和 形状 给 定时 , 方程 (90.3) 和 (90.4) 仅 在 完全 确定 的 频率 
值 集 合 内 有 解 . 这 些 频 率 称 为 给 定 共 振 器 电磁 振荡 的 本 征 频 率 .¢ = 0 时 电厂 
场 不 透 入 金属 内 部 并 在 其 中 没有 损失 . 因此 所 有 本 征 振 荡 都 不 衰减 , 亦 即 所 有 
的 本 征 频 率 都 是 实数 . 共振 器 的 不 同 本 征 频 率 的 数目 有 无 穷 多 .其 中 最 低频 
率 的 数量 级 为 wl ~ cyl, 其 中 1 是 空 腔 的 线性 尺度 . 这 可 从 量 纲 考虑 直接 看 出 ， 
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因为 1 是 表征 问题 条 件 (在 共振 需 形 状 给 定 情 况 下 ) 的 唯一 尺度 参量 . 大 的 本 
征 频率 (w > c/l) 彼此 之 间 离 得 很 近 , 而 且 它 们 在 单位 频率 区 间 的 数目 等 于 
Vw2/(2r2c5); 这 个 数目 仅 依赖 于 共振 器 的 体积 V 而 与 其 形状 无 关 (参见 本 教 
程 第 二 卷 852). 

共振 器 内 场 的 电能 和 磁 能 的 时 间 平 均值 分 别 由 积分 


1 /|El i A dl 
on (ah ed 
2 8A ee 5 ST 


给 出 . 我 们 将 证 明 , 这 两 个 量 彼此 相等 . 借助 (90.1) 式 的 第 一 个 方程 我 们 写 出 





fH Hav = 5 | rot Brot ErdV 
WwW 
我 们 对 等 式 右 端的 积分 作 分 部 变换 : 
te ‘rot E*dV = pro :df xE +/E ‘rot rot E*dV. 
由 于 在 体积 的 边界 上 Ei = 0, 故 上 式 右 端的 面积 分 为 零 , 只 剩 下 : 
2 2 
/apar 二 二 /Protrot 一 a /5 .AE*dV, 
WwW WwW 


或 者 由 于 (90.3) 式 ， 
/apavr= /BipPar (90.5) 


这 即 是 所 要 证 明 的 包 . 

共振 器 内 的 不 衰减 振荡 是 在 器 壁 的 阻抗 为 零 的 假设 下 得 到 的 . 我 们 现在 
来 阐明 , 器 壁 中 存在 的 很 小 但 仍 为 有 限 的 阻抗 对 本 征 频率 有 何 影 啊 . 

共振 一 絮 壁 1 秒 钟 内 耗 散 的 (时 间 ) 平均 能 量 , 可 以 作为 从 空 腔 内 电磁 场 
流入 的 能 流 来 计算 . 考虑 到 具有 阻抗 5 的 物体 表面 上 的 边界 条 件 (87.6), 我 们 
写 出 能 流 密度 的 法 同 分 量 : 

es 元 Re(E, x 五 四 = | Hl? 

(和 为 5 的 实 部 ). 在 这 个 已 经 包含 了 小 因子 0 的 表达 式 内 , 在 一 级 近似 下 , 可 
将 瑟 理解 为 是 从 解 ¢ =0 的 问题 中 得 到 的 . 被 耗 散 的 总 能 量 由 积分 


f oHPas (90.6) 


”“”@ 我 们 处 处 将 巨 和 五 理解 为 对 应 于 某 一 确定 本 征 频 率 的 场 强 . 不 难 证 明 , 对 应 于 
两 个 不 同 本 征 频率 w。 和 ws 的 场 满 足 正 交 关 系 : 
| Ba: Bav= | .Hr*dV =0. 
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给 出 , 积分 是 在 共振 器 的 内 表面 上 进行 的 
场 振 的 幅 随时 间 误 减 的 衰减 率 由 这 个 量 除 以 总 能 量 
3/ (EP+IH v= /APav 
二 倍 得 到 . 衰减 率 与 复 频 率 w = w'+iw' 的 虚 部 |lw”| 相同 也 . 将 公式 写 为 复 
数 形式 
sl 


? flaPav Hav 


(w 和 wo 分 别 为 计 及 和 未 计 及 5 时 的 本 征 频 率 ), 借助 这 个 公式 我 们 不 仅 可 以 
求 出 衰减 率 , 还 可 以 求 出 本 征 频 率 本 身 的 移动 . 如 我 们 所 看 到 的 , 本 征 频 率 的 
移动 取决 于 5 的 虚 部 . 在 887 中 曾 指出 , 通常 6 < 0, 于 是 本 征 频 率 的 移动 出 
现在 频率 减 小 的 一 侧 . 

对 于 实际 计算 而 言 , 将 (90. 让 式 右 端 分 母 上 的 体积 分 变换 为 面积 分 可 能 
更 方便 . 

由 于 矢量 互 与 表面 相 切 , 我 们 恒 等 地 写 出 


(90. 7 


WC 一 Wo 二 一 


fu- Ha = fH Ha fH rp) fH 


利用 代 换 df 一 dV .VV 将 上 式 右 端的 积分 变换 为 体积 分 ; 此 时 利用 方程 (90. 让， 
我 们 得 到 


fH- Ha -in fr (Hx Bp: -Hx Eavt /H.H'av 


类 似 地 , 考虑 到 恒等式 7 x (Exdf)= E(r.df) 一 (r.E)df =0 (作为 边界 条 
件 Et = 0 的 结果 ), 我 们 得 到 


fe rn) =— fp. raf) + fr)’.an) 
+ fp nean -i fr (HxE-H x Bav — | E. Brav 
把 刚 得 到 的 这 两 个 等 式 逐 项 相 减 , 并 计 及 (90. 5) 式 , 我 们 得 到 公式 
farav = 3 faP -le af) (90. 8) 


Q@ 在 无 线 电 工程 中 ,通常 引进 定义 为 w'/2lw”| 的 共振 腔 品质 因数 (Q 因子 ) 来 替代 
衰减 率 |w "| 
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空 腔 内 充满 = 值 和 j 值 不 等 于 1 的 非 吸收 介 电 体 的 共振 器 的 所 有 公式 ， 
可 以 通过 作 以 下 替代 : 


w, E, Ho wvwn, veE, vuH, (90. 9 


从 真空 空 腔 共 振 器 的 公式 得 到 . 从 在 这 种 变换 下 方程 (90. 1) 转变 为 适用 于 介 
质 的 麦克 斯 韦 方程 


rotE 一 i rot H = —i<eEk 
C C 


这 一 事实 , 即 可 清楚 地 看 出 这 点 . 特别 是 , 介质 的 存在 使 所 有 的 本 征 频 率 减 小 
为 原来 的 1/ Vak. 
习 融 


1. 试 确定 具有 直角 平行 六 面体 形状 的 理想 导体 壁 的 共振 器 的 本 征 振动 
频 率 . 

解 : 选择 平行 六 面体 的 长 度 为 a1,a2,Qa3 的 三 个 棱 分 别 为 z 轴 ,V 轴 和 z 轴 . 
方程 (90. 3 和 (90. 站 的 满足 边界 条 件 ,== 0 的 解 为 : 


Ey = Aicos kyx sin ky sin kz 0 (1) 


以 及 类 似 的 VE 共 中 


(n1,n2,n3 为 正 整 数 ) ; 常量 41, 4A, A3 间 以 关系 式 

A di 0 (3) 
相 联 系 , 而 本 征 频 率 为 

w= (kr + Fb) 
从 (1) 式 算 出 磁场 : 


—iwt 


ys ls 一 A2k;)sin kyr cosk,ycosksz.e 
W 


以 及 类 似 的 HH,, HH;. 
如 果 N11,n2,N3 中 的 三 个 或 两 个 等 于 零 ， 则 五 三 0. 因此 第 一 个 (最 小 的 ) 
频率 对 应 于 三 个 数 中 一 个 为 0 另 两 个 为 1 的 振动 . 
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由 于 存在 关系 式 (3), 解 (1) (其 中 ni,n2,ns 均 不 为 0) 中 含有 两 个 独立 的 
任意 常量 , 亦 即 每 一 个 本 征 频 率 是 二 重 简 并 的 . 而 若 ni,mn2,n3 中 一 个 为 0, 则 
频率 不 简 并 . 

2. 试 确定 半径 为 a 的 球形 共振 器 中 电 偶 极 振动 和 磁 偶 极 振动 的 频率 . 

解 : 在 球形 电 偶 极 型 驻 波 内 , 场 忆 和 五 的 形式 为 


五 =e !rotrot (到 rp ) ， FH = —ike rot (2 
Fr T 





其 中 心 为 常 矢 量 , 而 二 w/c ( 见 本 教程 第 二 卷 872). 7 = a 处 的 边界 条 件 
nx 马 =0 给 出 方程 


] 
tka = 一 一 KaQ. 
人 Q 


此 方程 的 最 小 根 为 ka = 2.74, 频率 w= 2.74c/a 是 球形 共振 器 的 所 有 本 征 频 率 
中 最 小 的 频率 . 
在 球形 磁 偶 极 型 驻 波 内 


je 
万 REG “ey ,， H =e trotrot (= ; 
7 T 


tan ka = ka. 


其 第 一 个 根 为 ka = 4.49. 

3. 在 共振 器 内 放 入 一 具有 电极 化 率 和 磁极 化 率 分 别 为 ae 和 am 的 小 球 ， 
A 器 本 征 频率 的 移动 . 

解 : 设 羽 , 理 为 共振 器 内 无 小 球 时 的 场 强 , 而 Bi, Hi 为 有 小 球 时 的 场 强 . 
场 五 和 百 满 足 方程 (90.1), 而 Bl 和 有 H1 则 满足 方程 


4 

rot El = FH, rot Hi = 一 入 a Lp, (1) 
其 中 旋 为 小 球 内 的 电流 密度 . 将 (1) 式 中 的 第 一 个 方程 乘 以 百 *, 第 二 个 方程 
乘 以 一 五 *, 对 方程 (90.1) 进行 复 共 罗 操 作 并 将 其 中 第 一 个 方程 腾 以 Hi, 第 二 
个 方程 来 以 一 Bi. 然后 将 四 个 方程 相 加 , 我 们 得 到 


8 4 
div[E x H* + E* x Hi|= i (FH 二 一 六 .EE*, 


其 中 6w = wj 一 o 为 待 求 的 频率 移动 . 我们 在 共振 器 体积 内 对 这 个 等 式 积分 . 因 
为 在 器 壁 上 EE 一 0, Eis 一 0, 所 以 等 式 左 端的 积分 按 高 斯 定理 变换 后 成 为 零 . 
由 于 小 球 尺 度 很 小 , 故 右 端 第 一 项 积分 中 的 主要 贡献 出 现在 离 它 很 大 的 距离 


. 388 . 第 十 章 电磁波 的 传播 


上 ; 另 一 方面 ,在 这 些 距 离 上 小 球 产 生 的 扰动 场 小 到 可 以 令 五; 吃 E,Hi 守 H. 
对 于 第 二 项 的 积分 可 作 类 似 于 在 889 (和 该 节 习 题 1) 所 作 的 变换 , 结果 给 出 


fa ‘EF*dV = -i .E+NM: Hi)= -iwvW(ael Bol’ + om|Hol’), 


其 中 Bo = EB(r0), Ho = 右 (70); ro 为 小 球 的 坐标 , 6 为 小 球 的 体积 ; 当然 , 小 
球 的 尺度 小 到 使 轧 , 顾 在 这 个 距离 上 的 变化 可 以 忽略 . 
因此 , 考虑 到 (90.5) 式 , 我 们 寻 得 待 求 的 频率 移动 为 : 
3Sw _ QelEol? 二 am 上 五 o 


apar 


如 果 极 化 率 为 复数 , 则 这 个 公式 既 给 出 振动 本 征 频 这 的 移动 ,也 给 出 了 这 些 振 
动 的 懈 减 系数 . 
共振 器 中 充满 了 介 电 常量 为 e 的 无 色散 透明 介 电 体 , 试 确定 当 介 电 常 
量 有 小 变化 6e(7) 时 本 征 频 率 的 改变 . 
解 : 共振 器 中 的 未 扰动 场 五 0, Ho 满足 方程 





rt Ho, rot Ho = 一 
而 扰动 场 五 ,万 满足 方程 


i(wo 让 Sw) 
C 


rotEh= H, rotH= = + wode + E00w)E 
C 


(我 们 略 去 了 含 6w6e 的 项 ). 对 这 四 个 方程 作 类 似 于 上 一 题 中 所 进行 的 处 理 , 我 
们 得 到 
div[(E x H*) + (E: x 再 )] = t+(wobde + eodw)E .E+ -6H .H: 


La 
~ 


1 
C 
~ (wode + e08w) Eo on -8wHo :i 
由 此 可 得 

本 /mopasdy 

wo nd 
| 我 们 考虑 到 了 这 一 事实 , 即 对 于 充满 介 电 体 的 共振 
器 , 关系 式 (90.5) 所 取 的 形式 为 


/apayr = so | leolav, 


从 (90.9) 式 可 清楚 地 看 出 这 点 . 
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与 前 一 节 人 研究 的 具有 有 限 体 积 的 共振 器 不 同 ,波导 是 长 度 不 受 限 制 的 空 
腔 , 亦 即 具有 无 限 长 度 的 空 管 品 . 与 共振 器 中 的 本 征 振动 都 是 驻 波 不 同 ,波导 
中 的 波 仅 在 横 回 是 驻 波 ， 而 沿 着 管 长 方向 则 可 能 以 行 波 传播 

我 们 来 研究 具有 任意 ( 单 连 通 ) 形状 横 截 面 的 直 波 导 , 横 截 面 形状 不 随 长 
度 变 化 . 我 们 先 假设 波导 壁 是 理想 导电 的 . 选 波导 的 长 度 方向 为 z 轴 . 在 沿 
2 轴 行 进 的 波 内 , 所 有 物理 量 与 z 的 依赖 关系 都 由 形 为 exp(iksz) 的 因子 给 出 ， 
其 中 kz 为 浓 量 . 

在 这 种 波导 内 , 所 有 可 能 的 电磁 波 分 为 两 种 类 型 : 其 中 之 一 互 : = 0; 而 在 
男 一 种 内 EB, = 0 ( 瑞 利 , 1897). 第 一 类 具有 纯 横 向 磁场 的 波 称 为 电 型 波 或 
波 . 而 具有 纯 横 向 电场 的 波 则 称 为 磁 型 波 或 及 波 乌 . 

我 们 先 来 研究 波 ; 方程 (90.1) 的 z 分 量 与 y 分 量 给 出 

OE, _ 08, 


一 一 — ikzb, = 
OV C 





lw) 
三 一 卢 : 
轩 计 
人 


ik, 1, = a 
C C 








由 此 
iks OE, iks OE, 
”x Or yx Ov 
(91.1) 
iw OE, iw OP 
”cm Ov ” czx2 Or 
= 
pe 
C2 


因此 , 在 王波 中 五 和 五 的 所 有 横 同 分 量 部 可 通过 电场 的 纵 癌 分 量 表 示 出 来 . 
而 后 者 则 必须 通过 求解 已 外 归结 为 二 维 方程 


A2F; + x EF,=0 (91.2) 

(A2 为 二 维 拉 普 拉 斯 算 符 ) 的 波动 方程 来 确定 . 这 个 方程 的 边界 条 件 是 五 在 
波导 壁 上 的 切 回 分量 为 零 . 为 此 只 需要 求 在 截面 的 廊 线 上 

万 二 者 (91.3) 


Q@ 以 下 我 们 所 写 的 全 部 公式 都 是 对 于 真空 波导 的 . 把 这 些 公 式 转 换 为 充满 非 吸收 
电介质 的 波导 的 公式 , 要 利用 (90.9) 式 的 变换 来 实现 . 
互 波 和 五 波 还 分 别 被 称 为 TM 波 ( 横 磁 波 ) 和 TE 波 ( 横 电波 ). 
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根据 公式 (91.1), 具有 Ej, ,分量 的 二 维 矢量 正比 于 量 EB 的 二 维 梯度 . 所 以 
在 满足 边界 条 件 (91.3) 时 五 在 zy 平面 的 切 向 分 量 也 自动 成 为 零 . 
类 似 地 , 在 万 波 内 万 和 五 的 横向 分 量 可 按照 公式 














四 _ ikz OHs 
TT 9 9 ) yy 9 9 ) 
(91.4) 
jw OF; iw OF; 
~” cw Ov ”cz Or 
通过 磁场 的 纵向 分 量 表示 . 万 : 的 纵向 分 量 由 方程 
A2H, + x H,=0 (91.5) 
的 解 给 出 , 方程 的 边界 条 件 是 在 截面 的 廓 线 上 : 
9F。 
和 0. (91.6) 





按照 公式 (91.4), 这 个 条 件 保 证 了 五 的 法 问 分 量 为 零 . 

因此 , 确定 波导 内 电磁 场 的 问题 归结 为 寻求 二 维 波动 方程 Af 十 xf=0 
的 解 , 这 个 解 必 须 满 足 在 横 截 面 廊 线 上 f= 0 或 9f/6n =0 的 边界 条 件 . 对 于 
给 定 的 廓 线 , 仅 在 参量 x 取 完 全 确定 的 本 征 值 时 才 有 这 样 的 解 . 

对 于 每 一 个 本 征 值 ze2, 我 们 有 相应 的 频率 与 波 天 jz 之 间 的 关系 


do (91.7) 
波 沿 波导 长 度 方向 传播 的 速度 由 导数 
Ow ck ck (91.8) 





OY /Rr 
给 出 .在 给 定 的 x 值 下 , 当 上 有 从 0 变 到 co 时 , 其 取 值 从 0 变 到 c. 

沿 波导 长 度 的 时 间 平 均 能 流 密 度 由 坡 印 学 矢量 的 z 分 量 给 出 . 对 于 互 波 ， 
借助 公式 (91.1), 通过 简单 计算 给 出 
(Vhs 


3nd 
将 5; 对 波导 的 横 截 面积 求 积 分 得 到 总 能 流 gq, 我 们 有 


E, 
[Iva = fm 二 dl - | BiAsB.df. 


上 式 右 端 第 一 个 积分 对 截面 的 廊 线 进行 , 由 于 边界 条 件 = 0 而 为 零 . 在 第 
二 个 积分 中 将 As 无 : 蔡 换 为 -x Es, 最 后 得 到 


q = 2 J lesPar (91.9) 


Rr2 





Se C 四 
se 和 Re(E x H*), = N20 
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对 于 厂 波 , 得 到 用 五 : 代替 已 : 的 同样 的 公式 . 
用 同样 的 方式 , 可 以 计算 波导 单位 长 度 的 电磁 能 密度 W. 不 过 , 由 于 应 当 
有 gq = Wwus, 直接 从 g 得 到 W 更 简单 些 . 例如 , 从 (91. 8) 和 (919) 式 我 们 得 到 


人 
= | (Bar (91.10) 


从 (91.7) 得 出 , 对 于 每 一 类 型 (对 应 于 确定 的 冯 ) 的 波 , 存在 一 个 等 于 cx 的 最 
小 可 能 频率 值 . 在 频率 更 小 时 , 该 类 型 的 波 变 得 不 可 能 传播 . 但 在 所 有 的 本 征 
频率 x 值 中 , 有 一 个 最 小 的 xmin, 也 不 等 于 零 ( 见 下 文 ). 所 以 我 们 的 结论 是 : 
存在 一 个 频率 下 限 wmin = cxmin, 低 于 这 个 频率 , 无 论 是 什么 样 的 波 一 般 都 不 
可 能 沿 波 时 传播. 按 数量 级 wmin ~ c/a, 其 中 a 为 波导 管 的 横向 尺度 . 

然而 , 这 一 论断 仅 对 具有 单 连通 形状 的 截面 的 波导 适用 ,我 们 到 现在 为 止 
考虑 的 都 是 这 种 波导 . 在 多 连通 形状 截面 时 , 情况 完全 改变 .在 这 样 的 波导 
中 , 除了 前 面 描述 的 瑟 波 和 瑟 波 外 ,还 有 一 种 类 型 的 波 可 以 传播 , 其 频率 不 受 
任何 条 件 的 限制 . 

称 为 主 波 的 这 一 类 型 的 波 由 有 = 土 k ( 亦 即 x = 0) 所 表征 ; 其 传播 速度 与 
光速 c 相同 . 下 面 我 们 就 来 解释 这 种 波 的 基本 性 质 , 同时 我 们 也 会 明日, 为 什 
么 在 单 连通 形状 截面 的 波导 中 不 可 能 有 这 种 波 . 

主 波 内 的 所 有 分 量 都 满足 二 维 拉 次 拉 斯 方程 Azj = 0. 当 边 界 条 件 为 
f = 0 时 , 这 个 方程 在 所 有 区 域 ( 单 连通 区 和 多 连通 区 ) 都 正则 的 唯一 解 是 
=0. 因此 在 主流 内 Es = 0. 

当 边 界 条 件 为 9f/6n = 0 时 , 方程 的 正则 解 为 f = const. 但 是 容易 看 出 ， 
对 于 /= 互 。, 这 个 常数 (const) 只 能 为 零 (我 们 要 记 住 , const 表示 不 依赖 于 zx, y 
的 量 )， 实 际 上 , 将 方程 

GF .. OF. . 0 


div 互 = 一 一 上 十 —H, = 
一 OT sa y 





对 模 截 面 面 积 积分 , 我 们 得 到 


fimar ef Haft=0; 
由 于 在 截面 廊 线 上 HH, = 0 以 及 万 在 截面 的 面积 上 为 常量 , 从 而 得 出 已. = 0. 
因此 , 主流 是 纯 横 波 . 在 Bs = 五: = 0 时 , 方程 (90.1) 的 z, y 分 量 给 出 
H; -BE,, H,=B,, (91.11) 


这 里 所 指 的 既 可 能 是 互相 骨 套 的 两 个 管子 之 间 的 空间 ,也 可 能 是 指 两 条 平行 导 
线 之 外 的 空间 . 
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这 也 就 是 说 五 和 玖 相互 壬 直 且 大 小 相等 . 为 了 确定 这 些 场 , 我 们 有 方程 








且 边 界 条 件 为 EB, = 0. 

我 们 看 到 , E (以 及 五) 对 xz, y 的 依赖 关系 由 二 维 静 电学 问题 的 解 给 出 : 
= 一 Voy, 其 中 o 满足 具有 边界 条 件 o = const 的 方程 Asp = 0. 在 单 连 通 
区 域 这 个 边界 条 件 给 出 yp = const (从 而 五 =0) 为 在 全 区 正则 的 唯一 解 . 因此 
表明 这 一 类 型 的 波 不 可 能 沿 单 连通 截面 的 波导 传播 . 而 在 多 连通 区 域内 , 边界 
条 件 中 的 const 之 值 在 不 同 的 边界 廓 线 上 并 不 一 定 是 一 样 的 , 且 此 时 拉 普 拉 斯 
方程 有 非 平 庸 解 . 在 这 种 情况 下 , 波导 横 截面 上 的 电场 分 布 对 应 于 具有 给 定 电 
势 差 的 电容 需 极 板 间 的 平面 静电 场 . 

到 此 为 止 我 们 一 直 假 设 波 导 壁 是 理想 导电 的 包 , 壁 内 存在 很 小 但 有 限 的 
阻抗 将 导致 损耗 的 出 现 ,并 因此 引起 沿 着 波导 传播 时 波 的 衰减 . 可 类 似 于 上 一 
节 中 计算 共振 器 内 电磁 振动 随时 间 衰 减 那 样 , 算出 衰减 系数 . 

单位 长 度 波导 壁 中 单位 时 间 耗 散 的 能 量 由 沿 截 面 廊 线 所 取 的 积分 


C / 
0 fl Ed 
给 出 ; 五 为 在 假设 C= 0 时 算出 的 磁场 强度 . 将 这 个 量 除 以 能 流 g 的 2 倍 , 即 
得 到 所 要 求 的 衰减 系数 a. 采用 这 样 的 定义 , a 给 出 了 沿 波导 长 度 以 e-% 方 
式 衰 减 的 波 振幅 的 衰减 速度 . 
按照 方程 (91.1) 或 (91.4) 将 所 有 物理 量 用 五。 或 五 : 表示 , 我 们 得 到 马 波 


吸收 系数 的 以 下 公式 : 
Le 由 [V2 Ez|*dl 











0 Zak TE par (91.12) 
而 互 波 的 吸收 系数 公式 则 为 : 
» 2 oC $IHD + (K2/x V2 HN}di a 


~ 2kzw iar 


对 实际 计算 而 言 ,将 分 母 中 的 面积 分 变换 为 沿 慷 线 的 积分 更 方便 些 . 这 里 我 们 
直接 给 出 这 样 做 所 得 到 的 公式 , 其 推导 类 似 于 公式 (90.8) 的 推导 : 


1 
lapaf 一 D7 fo 5 7)| WE,|*dl, 
(91.14) 


[iPar= za fm nla -| va la 


9 yc2 


@ 特别 是 , 只 有 在 这 个 条 件 下 , 才 有 可 能 严格 地 把 Es = 0 的 波 和 =0 的 波 分 开 . 
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当 js 一 0 时 ( 亦 即 频率 w 一 cx 时 ), 表达 式 (91.12) 一 (91.13) 趋 于 无 穷 大 . 不 
过 此 时 这 些 公式 不 再 适用 , 因为 它们 的 推导 假设 x 要 比 ks 小. 

公式 (91.12) 一 (91.13) 不 适用 于 (具有 多 连通 截面 的 波导 中 的 ) 主 波 , 在 主 
波 内 五 :, 万 : 以 及 x 都 等 于 零 . 在 这 种 情况 下 , 可 以 将 所 有 的 场 的 分 量 通过 标 
量 势 yp 表示 . 考虑 到 在 主 波 内 及 和 轧 = 一 Vow 相互 垂直 上 且 大 小 相等 , 我 们 得 
到 其 吸收 系数 的 以 下 表达 式 : 


¢ ¢ lvapha 
(LE 一 ”一 一 ， 
2 /vappPd/ 
在 吸收 系数 不 是 小 量 (因而 公式 (91.15) 不 再 适用 ) 的 情况 下 , 如 果 此 时 波 
长 c/u 比 波导 的 横向 尺度 大 得 多 , 主 波 沿 波导 的 传播 也 可 相对 简单 地 研究 
如 前 所 述 , 主 波 内 的 横 电场 (在 每 一 时 刻 ) 对 应 于 由 带 有 大 小 相等 符号 相 


反 电 和 茶 的 波导 壁 组 成 的 电容 能 中 的 静电 场 . 我 们 将 波导 单位 长 度 所 具有 的 这 
些 电 信用 土 e(z) 表示 . 它们 与 在 波导 壁 内 流 过 的 电流 土 J(z) 以 连续 性 方程 


(91.15) 


Oe 9J 
Ot Oz¢ 
或 者 对 于 单 色 场 
| OJ 
iwe = > 
相 联 系 . 其 次 , 设 C 为 单位 长 度 波导 的 电容 . 波导 壁 之 间 的 “电势 差 ” 为 pa 一 


p1 = e/C; 将 此 式 对 z 求 微 商 , 我 们 得 到 维持 壁 内 流 过 电流 的 电动 势 (存在 吸 
收 时 . 场 不 再 是 纯 横 场 ). 令 其 与 ZJ (2 为 单位 长 度 波导 的 阻抗 ) 相等 , 我 们 
得 到 


DO e 
0. 
可 9 /18J 
(这 2 (91.16) 


将 Z=R-iwL/e? (其 中 RR 和 工分 别 为 单位 长 度 波导 的 电阻 和 上 自 感 ) 代入 上 
式 , 我 们 可 以 由 电流 为 单 色 分量 回 到 电流 为 时 间 的 任意 电 数 的 情况 . 再 假设 电 
容 C 沿 波 导 的 长 度 为 常量 , 我 们 得 到 所 谓 电报 方程 : 
1 02J 0] LO2J 
人 RA ee 0. (91.17) 
在 没有 吸收 时 (R = 0), 这 个 方程 理所当然 地 归结 为 传播 速度 等 于 c/VLC = 
c 的 波动 方程 . 等 式 LC = 1 由 在 给 定 廓 线形 状 下 定义 1/C 和 工 的 数学 等 价 性 
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问题 得 出 . 理想 导体 表面 之 间 的 电场 和 磁场 相互 垂直 且 量 值 相等 ( 见 (91.11) 
式 ), 同时 , 在 壁面 上 的 这 个 量 值 在 电场 情况 下 确定 电荷 密度 , 而 在 磁场 情况 下 
确定 电流 密度 . 所 以 场 能 与 电荷 平方 和 电流 平方 之 间 的 比例 系数 (1/C 和 工 ) 
分 别 相等 . 


习 冲 


1. 试 求 出 沿 矩 形 ( 边 长 分 别 为 a,b) 截面 波导 传播 的 波 的 x 值 , 并 求 出 这 
些 波 的 衰减 系数 ， 


解 : 在 羽 波 内 名 
五 : = const . sin kyx sin kyy, 
其 中 
NI1N N27 
1 一 Ty k 二 ”了 ) 
a " b 


而 n,n2 为 从 1 开始 的 正 整 数 . 在 五 波 内 
H;, = const : cos ky x cos kyy, 


而 且 数 nl,n2 中 有 一 个 可 以 为 零 . 在 两 种 类 型 的 波 内 


最 小 的 x 值 对 应 于 Hio 波 (下 角 标 表示 ml,na 之 值 ) 且 等 于 xmnin = N/a (我 们 
假设 a > 呈 ). 
衰减 系数 按照 公式 (91.12) 一 (91.13) 计算 并 等 于 : 


对 于 书 波 
2w0 


cx?2k,ab 


CC Dp 
Do (« 4 
而 对 于 pe er a 二 0) 波 


.ee 
whkab 





2 2 
(有 20 + k2a), 


对 可 > Hnio 波 








jz 
i 十 十 六 (akz 十 pk?)| | 


2. 对 于 圆 (半径 为 a) 截面 波导 求解 与 上 题 相 同 的 问题 . 
解 : 采用 极 坐 标 mw 解 波动 方程 , 我 们 得 到 : 
@ 我 们 略 去 了 所 有 的 expfi(ksz 一 wt)} 因子 . 
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在 互 波 内 


E; = const: J (xr)eong, 


并 由 条 件 (xa) = 0 确定 x 值 .在 万 波 内 , 同样 的 公式 给 出 万 ,, 而 x 值 
则 由 条 件 (xa) = 0 确定 .Hi 波 中 的 第 一 个 波 具 有 最 小 的 x 值 ; 它 等 于 


imin 一 1.84/a. 
衰减 系数 按照 公式 (91.12) 一 (91.14) 计算 , 对 于 万 疲 
_ WC 
~ cak;s’ 
而 对 于 万 波 


CC 
= | 
whza C2x2 (a2 x — ne) 
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我 们 来 研究 宏观 粒子 对 电磁 波 的 散射 , 粒子 的 尺度 比 被 散射 波 的 波长 
入 ~ c/w 小 得 多 ( 瑞 利 , 1871). 当 这 一 条 件 满足 时 , 可 以 假定 徘 近 粒 子 的 电磁 场 
是 均匀 的 . 处 于 均匀 周期 场 中 的 粒子 具有 确定 的 电 和 矩 多 和 磁 矩 .YM, 它们 对 
时 间 的 依赖 关系 由 因子 et 给 出 . 散射 波 可 以 描述 为 这 些 交 变 矩 的 辐射 的 结 
果 . 在 波 场 内 距 粒 子 很 大 (与 入 相 比 ) 的 距离 上 散射 波 的 场 由 公式 (参见 本 教 
程 第 二 卷 871) 





n2w? 


ee 
H'= Si{nx B+nx (hx)), EF=H'xn (92.1) 


给 出 , 其 中 单位 矢量 rn 指出 散射 方向 , 而 多 和 .NH 应 当 取 它们 在 t+ 一 R/c 时 刻 
的 值 ; 我 们 将 用 市 撤 的 字母 标记 散射 波 的 场 , 而 用 不 市 撤 的 字母 标记 入 射 波 的 
场 . 散射 到 立体 角 中 的 时 间 平 均 辐 射 强度 等 于 


1 
= | Rdo, 
C 2 a ] " 
除 以 入 射流 中 的 能 流 密度 
C C 
IHP = IE| 
37 37 


后 , 就 得 到 散射 截面 . 

如 有 果 粒 子 的 尺度 不 仅 比 波长 入 小, 而 且 也 小 于 粒子 所 属 物质 内 的 频率 w 
对 应 的 “波长 ”5, 则 多 和.N 的 计算 特别 简单 . 在 此 情况 下 , 可 以 根据 均匀 外 
静 场 的 公式 计算 粒子 的 极 化 率 , 当然 还 是 有 一 点 区 别 , 即 = 和 不 是 取 静 态 值 ， 
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而 是 取 与 给 定 频率 w 相对 应 的 值 . 假如 yj 和 通常 一 样 接近 1 则 在 公式 (92.1) 
中 可 去 掉 磁 偶 极 项 . 
例如 , 对 于 半径 为 a 的 球形 粒子 我 们 有 ( 见 (8.10) 式 ) ) 





2 Vagb, 0Q 一 te 二 3 (92.2) 
以 及 散射 截面 
do = S|al?V? sin? 9do, (92.3) 
C 


其 中 0 为 散射 方向 另 与 线 偶 振 人 射 波 的 电场 五 的 方向 之 间 的 夹 角 . 总 截面 为 
ee 8nlal2wV? 
364 
截面 与 频率 的 关系 既 依赖 于 因子 w4, 也 依赖 于 极 化 率 与 频率 的 关系 . 如 
果 频 率 小 到 使 a 没有 色散 , 则 散射 正比 于 w4. 我 们 也 注意 到 , 散射 截面 正比 于 
粒子 体积 的 平方 . 
如 果 入 射流 是 非 偏 振 的 (自然 光 ), 则 为 了 得 到 微分 散射 截面 , 必须 在 垂直 
于 人 射 波 传播 方向 ( 亦 即 波 矢 形 方 回 ) 的 平面 内 按 矢 量 五 的 所 有 方向 对 (92.3) 
式 作 平均 . 用 8 和 标记 到 方向 相对 于 大 的 极 角 和 方位 角 (同时 角 由 大 和 
五 所 在 平面 起 算 ), 我 们 有 cos0 = sin Vcosy (图 47), 因此 


(92.4) 


4 
do = 和 lovV2(1 — sin? 9 cos? p)do. (92.5) 





图 47 
对 wp 角 平均 后 , 我 们 得 到 以 下 非 偏振 波 散 射 截面 公式 : 


4 
do = aV?lol? (1 + cos? Y)do, (92.6) 
C 


其 中 为 人 射 方向 和 散射 方 加 之 间 的 夹 角 . 我 们 注意 到 角 分 布 (92.6) 相对 于 
二 Xt/2 平面 的 对 称 性 : 回 前 散射 和 向 后 散射 是 一 样 的 . 
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从 公式 (92.5) 也 容易 求 得 散射 光 的 退 偏振 度 . 为 此 我 们 看 到 , 当 五 的 方 
问 给 定时 E' 的 方 同 在 EB, ni 平面 内 . 所 以 散射 波 内 电场 EE' 的 方向 在 及 和 了 
平面 (散射 面 ) 或 垂直 于 该 平面 , 分 别 对 应 于 矢量 五 相对 于 和 平面 的 方 
位 角 为 wp =0 或 /2 的 情况 . 设 中 和 了 工 为 具有 这 两 个 偏振 的 散射 强度 , 退 偶 
振 度 定义 为 这 两 个 量 中 较 小 的 量 与 较 大 的 量 之 比 . 根据 (92.5) 式 我 们 得 到 


TI/T! = cos” 由. (92.7) 


如 果 散 射 粒子 具有 很 大 的 介 电 常量 , 则 6 ~ c/wVle| 之 入 在 这 种 情况 下 ， 
粒子 的 尺度 可 能 比 入 小 同时 又 比 5 大 .在 1/s 的 一 级 近似 下 , 粒子 的 电 矩 可 直 
接 当 作 处 于 均匀 静电 场 中 的 导体 (e 一 co) 的 矩 来 算 . 在 这 些 条 件 下 计算 磁 矩 
时 , 在 粒子 中 出 现 的 感应 电流 很 重要 , 问题 不 能 归结 为 静态 问题 ; 代替 的 办 法 
是 我 们 必须 寻求 方程 (83.2) 


2 
AH + HH = (92. 8) 


(我 们 设 1 = 1) 的 解 , 这 个 解 在 远离 粒子 处 趋 于 入 射流 的 场 . 在 此 情况 下 电 乱 
和 磁 矩 属于 同一 数量 级 , 在 公式 (92.1) 中 两 项 都 必须 保留 . 与 前 面 研 究 过 的 情 
况 相 比 , 此 时 角 分 布 和 散射 量 发 生 重 大 变化 (见习 题 2). 
避 谨 
1. 线 偏 振 光 被 混乱 取向 的 小 粒子 所 散射 , 粒子 的 电极 化 率 张 量具 有 三 个 
不 同 的 主 值 . 试 确定 散射 光 的 退 偏振 系数 . 
解 : 如 在 正文 中 一 样 略 去 磁 矩 , 从 (92.3 式 我 们 有 
2 
六 
及- 二 Zan XD) xn. 
待 求 的 退 偏振 系数 由 二 维 张 量 
Tap = (BoE8) 
主 值 之 比 给 出 , 其 中 角 括 号 表示 在 给 定 散 射 方向 n 时 按 散 射 粒子 取向 的 平均 ， 
而 下 标 Qa 和 6 取 垂 直 于 nn 的 平面 上 的 两 个 值 (参见 本 教程 第 二 卷 850). 然而 ， 
更 方便 的 是 对 三 维 张 量 iG 求 平均 , 然后 将 其 投影 到 垂直 于 nn 的 平面 ; 张 
量 (Bi2X) 的 这 些 分 量 与 相应 的 分 量 有 8 成 正比 . 
将 人 2; = air Br 代入 后， 我 们 有 


(2 Sa BE. 
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为 了 进行 平均 , 我 们 利用 公式 
( QQkm)= Abidpm + B(Oirdm 十 0 ing). 


这 是 对 于 下 标 对 记 和 km 对 称 并 仅 侈 标量 常数 的 四 秩 张 量 的 最 普遍 形式 . 标 
量 第 数 由 通过 一 次 按 1 = 1 三 mm 取 对 , 另 一 次 按 i= k,l = 二 mm 取 对 使 张 量 降 
秩 所 得 到 的 两 个 等 式 确定 , 它们 为 


六 水 * . 
4 一 Ts (20iiQkk = Qik Oy. )) Be a0 (3 Qi Qin Qii Qk): 


在 线 偏振 波 内 , 场 百 的 振幅 (我 们 略 去 时 间 因 子 eict) 永远 可 以 定义 为 
实 量 . 此 时 我 们 得 到 


(Di Dj) = (A+ BBB + BE’6x. (1) 


设 z 轴 指 向 见方 向 , 而 zz 平面 通过 矢量 n 和 万 ; 这 些 轴 为 张 量 Ig 的 主轴 . 
取 张 量 (1) 的 相应 分 量 , 我 们 得 到 退 偏振 系数 
1 B 


Ls (A+B)sif0+4+B 


(0 为 马 和 nn 之 间 的 夹 角 ). 
2. 半径 为 a 的 小 球 具 有 很 大 的 e) 假设 入 污 a~6, 试 求 小 球 的 散射 截面 . 
解 : 计算 处 于 交 变 磁场 有 态 中 的 具有 给 定 e 值 ( 且 j 几 一 1) 的 小 球 的 磁 矩 的 
问题 与 859 (习题 1) 中 解 过 的 问题 相同 , 只 有 一 点 差别 , 那 就 是 应 当 在 那里 得 
到 的 公式 中 假设 有 二 wyVE/c. 因此 有 


1 3 3 
a 二 0 ka— | 
M a“yH, 7 5 (+ cot Ka 大 


我 们 注意 到 ,在 | 有 < 委 1 时 :7 之 一 (ka)2/30; 而 当 | kal 全 1 时, 我们 有 cot ka 一 
yo ( 于 吕 
2 kay 

在 1/e 的 一 次 近似 下 , 电 算 可 简单 地 如 同 处 于 均匀 静电 场 中 的 导电 (e 一 

co) 球 那 样 计算 : 
DF = aib. 

考虑 到 瓦 和 五 相互 重 直 , 在 借助 (92.1) 作 简 单 计 算 后 我 们 得 到 以 下 的 

散射 截面 公式 


06w4 


do = [ly cos* p+ sin yp — (y+7y)cosd+ 





C4 
cos2 (cos* 9 + |y|* sin? wp)]do, 
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其 中 必 与 妇 如 图 47 所 示 . 在 非 偏 振 光 散射 时 





auw“ [1 2 2 * 
村 三 ed )(1 二 +cos’ 9)— (y+Y )cosd|do, 
人 YC— cosvd | 
J 1—ycosd| 
总 散射 截面 bo 
8TQ w 
二 1 


在 la 一 oo 的 极限 下 ( 亦 即 入 污 a 污 6 时) 我们 有 Y=1/2; 这 个 极限 对 应 
于 对 理想 反射 球 的 散射 ,无论 是 电场 还 是 磁场 一 般 均 不 能 透 入 球 的 内 部 .对 于 
微分 散射 截面 , 我 们 有 
5adw4 
8c4 
注意 角 分 布 相 对 于 吧 = /2 平面 的 鲜明 的 非 对 称 性 : 散射 主要 发 生 在 向 后 散 
射 (向 前 散射 的 光 强 与 向 后 散射 的 光 强 之 比 为 1 :9). 
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小 粒子 对 电磁 波 的 散射 同时 也 伴随 着 对 电磁 波 的 吸收 . 这 个 过 程 的 截面 


由 1 秒 钟 内 粒子 耗 散 的 平均 能 量 8 与 人 射 能 流 密 度 之 比 给 出 . 此 时 为 了 计算 
Q 可 以 使 用 公式 


OS== 


( + cos 9— 5 COS 9 do. 


Q=-B.E- M.S, (93.1) 


其 中 多 与 .Y 为 粒子 的 总 电 矩 和 总 磁 窍 , 而 外 场 ECE 往 则 是 散射 波 的 电场 
五 和 磁场 五 (与 (59.11) 式 对 比 ). 
使 用 物理 量 的 复数 表示 , 我 们 写 出 (参见 859 最 后 一 个 脚注 ) : 
es -5 Re{9 .Db + HH'} = (ol + aE, 
其 中 Qe,anm 为 粒子 的 电极 化 率 和 磁极 化 率 . 除 以 入 射 能 流 密度 , 我 们 得 到 
4Tw 


天 二 (oe + Qa%)V. (93.2) 


将 这 个 公式 用 于 半径 为 a (a 之 入) 的 小 球 的 吸收 上 , 假定 构成 小 球 的 物 
质 不 是 磁性 物质 (4 = 1). 吸收 的 特征 与 介 电 篆 量 的 数值 有 重要 的 依赖 关系 . 
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如 果 s 不 是 太 大 , 则 除了 a 之 入 我 们 还 有 a < 5. 在 这 种 情况 下 , 与 电极 
化 率 相 比 磁极 化 率 可 以 忽略 不 计 . 取 (92.2) 式 中 的 电极 化 率 , 我 们 得 到 


12nxwa}e’ 


CA (93.3) 


[9 = 
而 如 果 |e| 沁 1, 则 吸收 中 的 电 部 分 变 小 而 磁 吸 收 可 以 成 为 主要 的 , 即使 
仍然 有 56 渤 a. 在 6 污 a( 亦 即 |ka| 之 1) 时 ,磁极 化 率 为 ( 见 892 习题 2)) 
(Ka)” a?2w?e 


一 三 


40x 40nxc?2’ 








而 且 总 吸收 截面 为 


192 3 _/ 1 2 :2 
7 i ) (93.4) 


c lel CR 90c” 


在 < 进一步 增 大 时 , 电 吸 收 部 分 变 得 比 磁 吸 收 部 分 小 , 在 6 之 a ( 即 |ka| 六 
1) 的 极限 情况 下 , 我 们 有 


3 31 3 3ic 
om 
其 中 <= 1/vVe 为 小 球 的 表面 阻抗 . 由 此 得 到 
o = 6na’C.. (93.5) 


我 们 发 现 , 这 个 公式 可 以 不 使 用 小 球 磁极 化 率 am(w) 的 普遍 表达 式 而 通过 更 
直接 的 途径 得 到 . 在 小 5 时 , 能 量 耗 散 @ 可 通过 对 平均 坡 印 享 矢量 在 小 球 表 
面 作 面 积分 算出 , 同时 小 球 表面 的 磁场 分 布 可 由 均匀 磁场 中 超 导 (C4 = 0) 球 问 
题 的 解 (54.3) 给 出 . 

知道 小 球 的 吸收 截面 后 , 可 以 直接 求 出 它 发 出 的 热 辐 射 强度 . 按照 基 尔 
专 夫 定律 ( 见 本 教程 第 五 卷 863), 辐射 强度 dT (dw 频率 区 间 内 ) 通过 o(w) 由 
Sa 

dI = 4rco(w)eo(w)dw (93.6) 
表示 , 其 中 
v3 


人 4n3c3 (enw/T — 1) 


为 单位 体积 和 单位 立体 角 区 间 内 的 黑体 辐射 谱 密 度 . 
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894 劈 上 的 衍射 


通常 的 近似 衍射 理论 (参见 本 教程 第 二 卷 , 859 ~ 861) 是 基于 对 几何 光 
学 的 偏离 很 小 这 个 假设 . 因此 , 首先 假设 所 有 的 尺度 都 比 波长 大 ; 这 既是 指 物 
体 ( 光 屏 ) 或 其 上 的 孔 的 尺度 , 也 指 由 物体 到 光 的 发 出 点 和 观察 点 的 距离 . 其 
次 , 只 研究 小 角 衍 射 , 亦 即 光 沿 接近 几何 暗影 边缘 方向 的 分 布 . 在 这 些 条 件 下 ， 
构成 物体 的 物质 的 具体 光学 性 质 一 般 并 不 重要 , 重要 的 只 是 光 屏 不 透明 这 一 

如 果 上 述 条 件 不 满足 , 则 衍射 问题 的 解决 要 求 精确 求解 波动 方程 ,并 考虑 
物体 表面 上 依赖 于 其 具体 性 质 的 相应 边界 条 件 . 寻求 这 样 的 解 在 数学 上 极端 
困难 , 因而 只 可 对 较 少 的 一 些 问题 进行 . 此 时 通常 要 对 发 生 衍 射 的 物体 的 性 质 
作 一 定 的 简化 假设 : 将 它们 假设 为 理想 导电 体 (因此 , 从 光学 的 观点 看 , 理想 
反射 体 ). 

与 此 相关 我 们 注意 到 以 下 情况 . 假设 物体 表面 是 “黑体”, 也 就 是 对 入 射 
到 其 上 的 光 是 完全 吸收 的 , 对 于 解 衍 射 问题 这 可 能 是 很 自然 的 . 然而 , 实际 上 
就 衍射 问题 的 准确 提 法 而 言 , 有 关 物 体 性 质 的 这 种 假设 存在 内 部 矛盾 . 问题 在 
于 , 如 果 构 成 物体 的 物质 是 强 吸收 的 , 则 其 表面 的 反射 系数 不 是 小 量 , 相反 应 
是 接近 1 ( 见 887). 因此 , 为 了 实现 反射 系数 接近 为 0 要 求 物 质 是 弱 吸 收 的 , 但 
这 又 要 求 物体 具有 足够 大 的 厚度 (与 波长 相 比 ). 在 精确 的 衍射 理论 中 , 物体 表 
面 徘 近 (在 波长 量 级 的 距离 上 ) 其 边缘 的 部 分 不 可 避免 地 起 主要 作用 , 而 靠近 
边缘 部 分 的 物体 厚度 在 所 有 情况 下 都 是 小 的 , 因此 有 关 表 面 是 “黑体 ”的 假设 
在 此 明显 是 不 正确 的 . 

光 从 由 两 个 相交 半 和 平面 围 成 的 理想 导电 劈 边 缘 衍 射 问题 的 精确 解 有 重要 
的 理论 兴趣 (A. 索 示 菲 , 1894). 完整 地 叙述 这 一 需要 运用 特殊 技巧 的 复杂 的 
数学 理论 超出 了 本 书 的 范围 , 我 们 这 里 为 了 参考 的 目的 仪 讲述 其 最 终结 果 @. 

我 们 选取 壁 的 边缘 为 柱 坐 标 系 7,w,z 的 z 轴 ， 辟 的 前 表面 (图 48 中 的 
O4) 对 应 于 yp = 0, 而 后 表面 (0B) 对 应 于 p=, 其 中 2r 一 > 为 壁 的 张 角 ; 劈 
外 的 区 域 对 应 于 角度 0 < yp < YY. 设 振幅 等 于 1 的 平面 单 色 波 在 rp 平面 内 以 
角度 oo 人 射 到 臂 的 前 表面 上 (由 于 臂 的 对 称 性 只 研究 wo < 7y/2 的 值 已 足够 ). 


Q@ 计算 的 详细 步骤 可 在 A. 索 末 菲 以 及 P. 夫 兰 克 和 R. von 米 塞 斯 的 以 下 书籍 
中 找到 : A Sommerfeld, Optics, Academic Press，New York, 1954; Frank P, Von Mises R.. 
Die Differential-und Integralgleichungen der mechanik und Physik Part 2, Chapt. XX, Vieweg, 
Braunschweig, 1937; 另外 一 种 解 的 方法 是 由 M. 开 . 康 托 洛 维 奇 和 H. H. 列 别 杰 夫 给 出 的 ， 
刊载 于 TI. A. 格林 伯 格 的 专著 中 : Tpunbepz I. A. HH36paHHbIie€e BOIPOcPI MaTEMATHUYUECKOH 


TeoDHIM 5TeKTDPMdecKHX UH MTHHTHPIX HABANEHUN. M3n-Bo. AH CCCP, 1948, ran. XXII. 
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我 们 将 区 分 人 射 波 (从 而 也 有 衍射 波 ) 的 两 种 独立 偏振 情况 : 矢量 巨 或 者 矢量 
瑟 平行 于 臂 的 边缘 (z 轴 ). 用 字母 标记 在 这 些 情况 下 相应 的 五 - 或 万 :. 
此 时 全 空间 的 电磁 场 由 公式 ( 略 去 各 处 的 时 间 因 子 ei%!) 
ul(7, Pp) 至 v(7, PC po) QA Wp 四 p0) (94.1) 
给 出 , 式 中 上 面 和 下 面 的 正 负 号 分 别 对 应 于 怠 和 五 沿 z 轴 的 偏振 , 而 也 数 
v(7, 多 ) 由 复 积 2 
1 : d 
v(7, Vy) 一 有 (94.2) 


(k = w/c) 定义 .在 5 平面 内 的 积分 路 径 C = C1 十 C2 由 图 49 示 出 的 两 个 回 


SG 
HY 多 

2 ,YS 

2 2 2 


(94.2) 式 中 被 积 图 数 有 极点 , 这 些 极点 处 于 5 平面 实 轴 的 C= -多 +2n7 点 (n 
为 整数 ) 上 . 取代 路 径 C, 可 以 沿路 径 D = Di + Ds (图 49) 进行 积分 , 并 在 积 
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分 中 加 上 被 积 函 数 在 -x < C7 区 间 的 极点 (如 果 存 在 的 话 ) 的 留 数 . 将 v 表 
示 为 

v(m) = vo( $Y) + va( TW) ( 94. 

的 形式 , 其 中 va 为 沿路 径 D 的 积分 , 而 vo 为 上 述 极点 产生 的 留 数 给 出 的 贡 
献 . 每 一 个 极点 在 vo 中 产生 等 于 

exp| 一 iKr cos(m 一 2n7Y)| 
的 一 项 , 该 项 或 描写 人 射 波 , 或 描写 依照 几何 光学 定律 由 臂 的 表面 反射 的 波 中 


的 一 个 . 而 函数 va 则 代表 波 的 衍射 畸变 . 最 有 意义 的 是 距 臂 的 边缘 很 大 距离 
(与 波长 相 比 ) 处 的 场 . 当 kr 污 1 时 , 渐 近 公式 叫 


ei(kr+n/4) sin(T /7) 
0 届 症 9 
适用 , 只 要 角 儿 满足 条 件 
9 2 
GC 一 COS 型 ) > = (94.9 


因数 va 以 及 与 其 相关 的 场 
val(T, Pp) = va( Tp — Po) 二 va( ™, P+ po) 


对 7 的 依赖 关系 由 因子 e*"/Vr 给 出 , 亦 即 这 个 场 具 有 犹如 从 臂 边 缘 辐 射出 来 
的 柱 面 波 的 特征 . 

写 为 以 上 形式 的 公式 (94. 1) 一 (94.5) 在 和 wo 取 任 何 值 时 都 正确 . 为 确 
定 起 见 , 我 们 在 角 7 和 wo 角 之 间 存 在 一 关系 式 (7> zt 十 po0) 的 假设 下 对 这 些 
公式 进行 更 详细 的 讨论 . 从 几何 光学 的 观点 看 , 这 个 关系 式 将 导致 两 个 边界 的 
产生 : 全 影 (图 48 中 的 III 区 ) 的 边界 Ob 和 从 表面 O4 反射 的 波 的 阴影 边界 
Oa. 在 图 48 中 wo < x/ 2; 假若 % > Xx/2, 则 Oa 将 位 于 入 射 波 方向 的 右边 . 当 
7 之 十 po 时 , 全 影 区 一 般 不 存在 , 而 反射 (一 次 反射 或 甚至 多 次 反射 ) 从 臂 的 
两 面 产生 . 

在 II 亚 区 栅 数 


uo(T, O) = vo( 5 PC— po) 干 Vo( % V+ po) 


Q 这 个 渐 近 展开 的 后 续 项 是 由 W. 泡 利 给 出 的 , 见 Pauli W. Phys. Rev. 1938. V. 54. 
Pp. 924. 
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有 以 下 形式 : 


I 区 , wo = exp[—ikr cos(P — po0)] 二 expl—ikr cos (y+ p0)]， 
I 区 , wo = exp[—ikr cos(% — 2o)j， (94.6) 
了 区 ., ?0 一 0. 


这 些 在 kr 一 co 时 不 为 零 的 表达 式 描 写 了 未 被 衍射 畸变 的 人 射流 (在 工区 ) 或 
入 射流 和 反射 波 (在 I 区 ) 的 集合 . 场 的 衍射 畸变 由 公式 (94.4) 给 出 ,但 在 儿 值 
过 于 接近 x 时 , 条 件 (94.5) 遭 到 破坏 ( 当 差 值 lw 一 x| 不 再 比 1/Vkr 大 时 ). 

二 zx 对 应 于 阴影 的 几何 边界 . 当 多 = yp 一 yo 时 对 应 的 是 全 阴影 边界 , 而 
当 多 = 8 十 po 时 对 应 反射 波 阴 影 的 边界 . Le 一 个 源 
近 表 达 式 , 其 适用 性 只 要 求 满 足 不 等 式 | 一 | 科 1. 这 个 条 件 和 kr > 1 的 条 
件 一 起 正好 保证 了 通 负 an 与 此 相应 , 在 全 影 区 
边 窜 Ob 附近 得 到 以 下 渐 近 表达 却 : 


u(r, P) = exp| 一 ipr cos(O — yo) 3 ei dy 
(94.7) 
w= —(p— po— NA)vVEkr/2. 
类 似 地 , 在 反射 波 阴 影 边 界 Oa 附近 , 有 
u(7, Pp) = exp[—ikr cos (P — 0)] 十 
exp| 一 iKr cos (OP 十 wo) 地 | ein dm, 
=—(p+ po — A)vVEkr/2. (94.8) 


在 这 一 近似 下 , 衔 射 花样 与 波 的 偏振 方 同 及 臂 的 张 角 无 关 . 
公式 (94.4) 和 公式 (94.7) 一 (94.8) 的 适用 区 部 分 重合 . 例如 , 在 全 影 边 界 
附近 公共 适用 区 由 不 等 式 
1 
人 区 
给 出 , 而 且 在 其 中 


ei(kr 十 T/41) “下 Eee- 
u(r, DO) = UV0( = /one wD— po—n po—7 


(uo 由 (94.6) 式 给 出 ). 这 个 表达 式 是 借助 菲 涅 耳 积分 在 大 |w| 时 的 已 知 渐 近 


(94.9) 
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人 
元 上 六 
177 下 120 > Ek 
ak | HD+ a ( 当 w > 0 时 )， 
0 1] .» 
in 二 iw” / Me 

[: d7 ( 当 w<0 时 ) 

从 (94.7) 式 得 到 的 . 
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在 半 平 面 衍射 的 特殊 情况 下 (对 应 于 7y = 27), 辟 上 衍射 的 精确 公式 (94.2) 
可 以 化 为 较 简 单 的 形式 . 确切 地 说 ，(94.2) 式 中 的 复 变 积分 可 以 约 化 为 菲 涅 耳 
积 了 
ee / ei qn, 
(95.1) 
Ww = V2kr cos 


这 个 公式 对 于 任何 + 和 值 都 适用 . 当 kr 泡 1 以 及 角 |w-z| 赎 1/Vkr 时 , 合 
适 的 渐 近 表达 式 是 

一 _ 到 一 一 
2V2nkr cos(W/2) 


Va) (95.2) 
(Y= 27 时 的 公式 (94.4) ). 

此 助 公式 (95.2) 可 以 得 到 任意 形状 的 平面 理想 导电 屏 上 衍射 问题 的 封闭 
形式 的 解 . 这 时 只 需 假设 屏 的 尺度 及 到 达 屏 的 距离 远大 于 波长 , 以 及 衍射 角 
不 是 太 小 (而 且 这 个 角度 范围 与 通常 的 菲 涅 耳 衍射 公式 适用 的 小 角度 区 重 倒 )， 
结果 以 沿 屏 边 缘 的 廓 线 积分 的 形式 表示 , 类 似 于 在 通常 的 近似 理论 中 以 遮盖 
屏 上 小 孔 的 表面 积分 表示 衍射 场 . 我 们 不 在 此 详细 讨论 这 些 计算 . 

在 平面 理想 导电 屏 的 精确 衍射 理论 中 , 可 以 得 出 一 个 定理 (首先 由 I. 1. 
曼 德尔 施 塔 姆 和 M. A. 列 昂 托 维 奇 提出 ), 在 已 知 意义 上 , 这 个 定理 与 近似 衍 
射 理 论 中 的 巴 比 涅 定理 相似 . 

我 们 来 研究 带 有 任意 形状 孔 的 平面 屏 ; 选 屏 平 面 为 z = 0 的 平面 , 并 设 
电磁 波 从 z < 0 一 侧 入 射 . 设 Eo, Ho 为 人 射 波 和 从 屏 反 射 的 波 (就 像 屏 上 无 
孔 那 样 ) 的 总 的 电场 和 磁场 . 我 们 假定 场 延续 到 屏 的 另 一 侧 (z > 0). 因为 在 
z 二 0 时 万 ; = 0, 及 =0 (由 于 理想 导电 表面 上 边界 条 件 ), 则 Eo, Ho 在 z>0 


. 406 ， 第 十 章 ”电磁 波 的 传播 
和 >z<0 时 的 值 由 关系 式 


Foz (X,Y,Z) Foz (7%,Yy, 一 过) Eo (ZU 2) = — Eo (x, 2 二 这儿 (95 3) 
Bor (wd z) = —Hoz2 (X,Y, 二 必用 Ho (7x,Yy, 2) 一 五 ot(Z, V， 一 2 


相 联 系 . 

其 次 , 假设 BE',H' 为 在 Eo, Ho 场 内 放置 了 一 个 形状 、 大 小 和 位 置 都 与 屏 
上 小 孔 相 同 并 具有 磁 导 率 /= co 的 平板 后 得 到 的 场 . 此 时 屏 上 小 孔 衍 射 问题 
的 解 由 下 列表 达 式 给 出 


E==(Eo+E), H= (Ho+H')(z <0 时 ), 


(95.4) 
EbE= 


(Eo — bE’), 于 (Ho 一 五 ”) 多 > 0 时 ) 


DIP 一 DIC— 
DC Di.= 


为 了 证 明 此 一 论断 , 我 们 注意 到 场 EB',H' 具有 与 场 Eo, Ho 同样 的 对 称 性 
((95.3) 式 表示 出 来 的 ). 所 以 在 z= 0 平面 上 , 这 些 场 满足 条 件 


E' 二 0，H' 一 0 (在 小 孔 外 ) 
Ei = —Bis, Hzi = 一 Hy, (在 小 孔 上 ) 


(下 标 1 2 分 别 对 应 于 z 一 土 0). 除 此 之 外 , 它们 也 满足 条 件 
B' =0，H!=0 (在 小 孔 上 )， 


因为 在 j= oo 的 物体 表面 的 边界 条 件 与 理想 导电 (se = co) 表面 的 边界 条 件 
倒 易 (在 E,H 互 换 的 意义 上 ). 由 此 可 知 , 场 (95.4) 满足 孔 外 屏 平 面 (z 一 一 0) 
的 必要 条 件 Et = 0, 五 ; = 0 和 在 孔 上 连续 . 最 后 , 由 于 场 B',H' 在 无 穷 远 处 趋 
于 Eo, Ho, 故 (95.4) 式 在 z 一 -co 时 趋 于 Bo, Ho, 而 当 z 一 十 oo 时 趋 于 零 . 
此 它们 满足 衍射 问题 提出 的 所 有 条 件 , 从 而 定理 得 证 . 

如 此 一 来 , 具有 =o 的 屏 内 小 和 孔 上 衍射 的 问题 等 价 于 j= oo 的 互补 屏 
上 的 衍射 问题 . 

习 右 

1. 平面 单 色 波 正 入 射 到 在 理想 导电 屏 上 切 开 的 宽度 为 2a 的 颖 上 , 颖 宽 
远大 于 波长 . 试 确定 狭 缝 后 远 距 离 处 大 角度 衍射 的 光 分 布 强度 . 

解 : 当 a 污 入 时 , 狭 颖 后 的 衍射 场 可 以 看 作 是 狭 颖 的 两 个 边缘 的 独立 行 
射 产生 的 场 的 登 加 , 并 可 利用 渐 近 公式 (95.2) 确定 四 当 从 狭 颖 边缘 到 观察 点 

Q@ 然而 , 当 衍射 角 充分 接近 x/2 ( 即 r/2 一 x <1/Vka 时 ), 这 个 假设 变 得 不 再 适用 . 
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的 距离 AP=7ri 和 BP=7r (图 50) 比 a 大 得 多 时 , 在 因子 e*"! 和 er 中 我 
们 写 出 : 


TI1=7—Qasnx, Yo 一 71 十 QSinX; 





在 其 他 所 有 地 方 , 我 们 都 假设 71 完 72 洁 7, 而 4AP,OP,BP 和 zz 轴 之 间 的 夹 角 ， 
则 假设 都 等 于 同一 个 衍射 角 X. 





结果 我 们 得 到 
9 2 sinx) :Cos(ka si | 
V2nkr | sin(X/2) cos(X/2) 


由 此 衍射 到 dx 角度 间隔 的 光 强 (相对 于 入 射 到 狭 缝 的 光 的 总 强度 ) 为 : 


_ ak {ee 





2 一 2 
- COS X 十 |2ak COS | | dx. 
元 ak sin x 2 


在 x 角 小 时 这 个 表达 式 转 化 为 狭 缝 上 的 夫 琅 禾 党 衍射 公式 
1 sin (akX) 
nak x 

2. 平面 波 入 射 到 带 有 圆 孔 的 理想 导电 平面 上 , 孔 的 半径 a 小 于 波长 . 试 
确定 通过 圆 孔 的 衍射 光 强 度 ( 瑞 利 , 1897). 

解 : 按照 正文 所 述 , 这 个 问题 可 化 为 在 1 = 00 的 圆 盘 上 的 衍射 问题 ,而 由 
于 a < 巡 入 我 们 要 处 理 的 是 小 粒子 上 的 散射 . 按照 892, 要 解决 这 样 的 散射 问 
题 , 必须 求 出 圆 盘 的 静电 极 化 率 和 静 磁 极 化 率 . 场 Bo 各 直 于 圆 盘 平面 ,而 边界 
条 件 EB/ 二 0 形式 上 与 在 c= 二 0 的 物体 表面 上 的 静电 学 中 出 现 的 条 件 相 同 . 而 


d= 
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场 Ho 平行 于 圆 盘 , 边界 条 件 Hl = 0 对 应 于 内 = oo 的 静 磁 学 问题 . 所 以 , 圆 盘 
的 电 矩 和 磁 矩 分 别 为 (参见 84 的 习题 4 和 854 的 习题 ) : 
00 4a3 


PF-_“ EF Es 
3 元 “0 rit 


在 转化 为 小 孔 衍 射 间 题 时 , 为 与 公式 (95.5) 一 致 , 这 些 表 达 式 必须 乘 以 1/2, 然 
后 代入 散射 公式 (92. 1) 
因此 , 在 立体 角 do 内 的 衍射 光 强 度 为 加 


C we 


和 
上 这 ot nx Eo—2n x (Ho x n)}’ do 


cC_ WwWw4a6 


”47972c4 


总 衍射 强度 由 对 半球 积分 得 到 并 等 于 


——{(n x Eo)’+4(n x Ho)* +4n. Ho x Eo}do 


衍射 截面 可 定义 为 衍射 光 强 度 与 入 射 波 能 流 密度 
示 入 射 波 场 ) 之 比 . 我 们 把 入 射 波 的 偏振 分 为 两 种 情 

(a) 入 射 波 和 失 五 垂直 于 入 射 面 (zz 平面 )， 亦 
入 射 波 场 和 反射 波 场 在 屏 表 面 之 和 为 


ee 


J (zy 平面 ). 


Fo=0, Hozr = 2Hceosa= 2Ecosa 


(a 为 入 射 角 ). 由 此 


16 6, ,4 
do’= a cos2 a(1l — sin ¥ cos? wp)do. 


其 中 9 为 衍射 方向 n 与 屏 的 法 线 (z 轴 ) 之 间 的 夹 角 , 而 wp 为 矢量 n 相对 于 入 
射 面 的 方位 角 . 总 截面 为 


”rn 
(b) 和 拓 量 忆 位 于 入 射 面 内 . 此 时 
Fo = Foz = —2Esina, Ho = Hoy = 2H = 2E. 
微分 截面 为 
一 0 {es 0 + sin* 人 9 (eos + 7 sin? o) — sinW sin a cos | do, 


” ”我们 假定 上 略 去 因子 e-iwt, 故而 巨 和 五 均 为 实数 . 
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对 于 自然 光 , 我 们 有 
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第 十 一 草 
各 回 异 性 介质 内 的 电磁 疲 


896 晶体 的 介 电 音量 


相对 于 电磁 波 , 各 向 异性 介质 的 性 质 决定 于 张 量 sik(w) 和 Mk(w), 这 两 个 
张 量 确立 了 感应 强度 和 场 强 度 之 间 的 关系 为 包 


De erwLb. .Bre yl Hy (96.1) 


下 面 为 明确 起 见 , 我 们 只 研究 电场 和 张 量 ej; 但 得 到 的 全 部 结果 也 完全 适用 
于 张 量 Hik-: 

当 w 一 0 时 , ejx 取 其 静态 值 ,在 813 内 已 证 明 , 它们 对 下 角 标 i 和 此 是 
对 称 的 . 这 种 证 明 纯 粹 是 热力 学 性 质 的 , 因而 只 适用 于 热力 学 平衡 态 . 在 交 变 
场 内 , 物质 状态 当然 不 是 平衡 态 , 因而 上 述 证 明 不 适用 . 为 了 阐明 张 量 sik 的 
性 质 , 我 们 现在 必须 应 用 广义 的 动 理学 系数 对 称 性 原理 (参见 本 教程 第 五 卷 
8125). 

我 们 提醒 读者 , 这 个 原理 表述 中 出 现 的 广义 响应 率 aubg(w) 取决 于 系统 对 
形 如 

V = 一 2 万 的 


的 扰动 的 响应 (其 中 zu 为 表征 系统 的 一 系列 量 ), 并 表示 为 平均 值 z(t) 的 傅 
里 叶 分 量 与 广义 力 falt) 之 间 线 性 关系 的 系数 : 
大羽 


@ 记 住 这 里 讨论 的 所 有 量 指 的 都 是 波 内 交 变 场 的 量 ;在 压 电 或 铁 磁 晶体 中 可 能 
在 的 恒定 感应 强度 与 这 里 所 讨论 的 问题 无 关 . 
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在 扰动 影响 下 系统 能 量 随时 间 的 变化 由 公式 
WY = 一 太子 
表示 . 如 果 系统 没有 处 于 外 磁场 中 且 不 具有 磁 结 构 , 根据 对 称 性 原理 ， 
aab(w) = Qa(w); 


在 相反 的 情况 下 应 当 取 “时 间 反 演 了 的 ”系统 的 Qas(w). 
容易 将 张 量 ei (w) 的 分 量 与 广义 啊 应 率 联系 起 来 . 为 此 , 我 们 注意 到 , 交 
变 电 场 内 介 电 体 的 能 量变 化 率 由 下 列 积分 给 出 : 


| Dy (96.2) 


与 前 面 写 出 的 公式 比较 , 我 们 将 看 到 , 如 果 选 择 物体 每 一 点 处 的 矢量 EE 的 分 
量 为 量 元 , 则 相应 的 量 f 将 是 矢量 DD 的 分 量 (下 角 标 a 取 一 系列 的 连续 值 ， 
标记 矢量 的 分 量 和 物体 上 的 点 ). 这 时 系数 aus 的 角色 由 张 量 ej 的 分 量 扮演 ， 
但 逆 张 量 (es 六 ) 和 正 张 量 (ei;x) 的 对 称 性 质 当 然 是 相同 的 . 由 于 在 积分 (96.2) 
中 只 有 同一 点 处 的 吾 值 和 厂 值 相 乘 ,下角 标 a 和 ? 的 置换 实际 上 归结 为 只 
是 张 量 下 角 标 的 置换 , 因此 , 我 们 得 到 张 量 six 是 对 称 张 量 的 结论 马 : 


Eik(wW) = epi 人 让 (96.3) 


我 们 注意 到 , 在 广义 啊 应 率 定 义 下 还 包括 整个 物体 的 极 化 率 张 量 的 分 量 ， 
也 即 是 等 式 


i Vo 
中 的 系数 . 实际 上 , 置 于 外 交 变 场 C 内 的 物体 的 能 量变 化 由 公式 
dC 
_F. 3 (96.4) 


给 出 . 由 此 可 见 , 若 量 z。 是 张 量 的 三 个 分 量 , 则 相应 的 量 fi 为 矢量 € 的 分 
量 , 于 是 系数 wu 和 Yaik 相同 . 

以 前 对 于 各 问 同 性 介质 所 得 到 的 一 系列 公式 可 和 直接 推广 到 各 问 异 性 情 

况 . 重复 880 内 的 推导 过 程 , 我 们 得 到 单 色 电 磁场 中 能 量 耗 散 由 下 式 给 出 : 

iw 

® = 167 

这 与 公式 (80.5) 类 似 . 不 存在 吸收 的 条 件 是 e% = epi = si 也 即 是 所 有 的 eix 
必须 为 实数 (对 于 jwix 也 同样 ). 

@ 存在 外 磁场 时 的 张 量 szx 的 性 质 , 将 在 8101 中 研究. 


{(eh. — Epi) BiBrR + (Mir 一 Ai (96.5) 


vA 第 十 一 章 各 向 异性 介质 内 的 电磁 波 


当 吸 收 不 存在 时 , 如 在 880 中 所 指出 的 , 可 以 求 出 物体 单位 体积 的 电磁 内 
能 . 对 各 回 异 性 介质 , 电磁 内 能 由 类 似 于 (80.11) 式 的 公式 
a 1 d d 
VU := 16z Em 十 (pn) | (96.6) 
给 出 . 
在 887 中 曾 引 进 了 “表面 阻抗 ”5 这 一 概念 , 即使 当 介 电 常 量 的 概念 失去 
意义 时 , 利用 它 仍 可 以 表述 出 金属 面 上 的 边界 条 件 . 在 各 问 异 性 物体 表面 上 ， 
类 似 于 (87.6) 式 的 边界 条 件 必 须 写 成 


ba = Cap(H x n)p (96.7) 


的 形式 , 式 中 C6(w) 为 物体 表面 上 的 二 维 张 量 . 应 该 注意 到 , 这 个 张 量 的 数值 ， 
一 般 而 言 , 也 与 曲面 的 晶体 学 取向 有 关 . 


流入 物体 内 部 的 能 流 为 
c C C 
—E :nN 二 bE: 三 一 
ee H.n iP Hxn i a(H x n)a 


( 式 中 五 和 互 为 实数 ). 由 此 可 见 , 者 在 应 用 动 理学 系数 对 称 性 原理 时 选择 分 量 
Es 为 量 zw, 则 相应 的 量 六 将 是 -( 五 xm)u, 也 即 是 量 f 将 是 一 (i/w)(H xn)。 
( 回 到 复数 表示 ). 因此 , 准确 到 一 个 乘 数 因子 , 系数 wa 和 分 量 Cae 相同 , 于 是 
我 们 得 到 的 结论 为 


Cg = Cpa (96.8) 
(不 存在 外 磁场 时 ). 
习 融 


假设 物体 是 非 磁 性 的 (Li 三 Oik )， 试用 张 量 aB 三 En8 的 分 量 来 表示 张 
量 Cwg 的 分 量 (假定 前 者 存在 ). 
解 : 在 各 向 异性 介质 内 , 将 等 式 (87.2) 62 = 1/e 用 下 式 代替 : 


Gay6y6 = Map. 


C1 + C2C21 = M1, C2 + C12C21 = 722， 
C12(011 十 22) = 712, 621(011 十 622) = 7121. 
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这 些 方 程 的 解 为 


612 一 n12/&€, (te Wo Ey 


1 ae 外 
人 本 一 Em 土 V7T117122 一 7127121]， 422 三 EL722 十 V11722 一 7127121 | 


人 = 11 十 722 土 2Vm11722 一 7127721 ). 
正 负 号 的 选择 取决 于 能 量 的 吸收 必须 为 正 的 条 件 . 我 们 没有 假定 C12 = C21, 故 
而 结果 也 适用 于 有 外 磁场 存在 的 情况 . 
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研究 各 向 异性 物体 晶体 的 光学 时 , 我 们 只 限于 研究 一 种 最 重要 情况 ， 
即 在 给 定 的 频率 范围 内 , 可 以 认为 介质 是 非 磁 性 的 和 透明 的 . 与 此 对 应 , 电场 
和 磁场 的 强度 与 感应 强度 之 间 的 关系 由 等 式 





D; 一 Eik Erk, Be (97. 1) 


给 出 , 同时 介 电 张 量 sx 的 全 部 分 量 都 是 实数 , 而 张 量 的 主 值 为 正 . 
单 色 波 场 的 麦克 斯 书 方程 为 


iwH = crot E, iwD = 一 crot H. (97. 3 


在 透明 介质 内 传播 的 平面 波 内 , 全 部 量 都 与 e*” 成 正比 , & 为 实 波 矢 . 对 坐标 
求 币 商 后 , 我 们 得 到 


wH/c=k x E, wD/c=—kxH. (97. 3) 


由 此 我 们 首先 看 出 , 三 个 矢量 k,D 和 五 是 相互 牌 直 的 . 此 外 , 矢量 五 与 
矢量 忆 垂直 . 因为 矢量 五 同时 与 三 个 矢量 也 , EB, 垂直 , 后 三 个 矢量 都 在 一 
个 平面 内 .图 51 示 出 所 有 矢量 的 相互 位 置 . 相对 于 波 矢 方向 , D 和 五 是 横向 
的 ,但 五 不 是 . 图 51 也 示 出 了 波 内 的 能 量 流 S 的 方向 . 它 决定 于 矢 积 (Ex H)， 
也 即 是 它 垂直 于 轧 和 二 .与 各 向 同性 介质 内 的 波 不 同 , 这 里 能 流 的 方向 与 波 
矢量 方向 不 相同 . 显然 , 矢量 S 与 矢量 B, D, 上 共 面 , S 和 间 的 夹 角 等 于 也 
和 万 间 的 夹 角 . 

我 们 从 矢量 的 绝对 值 中 分 出 因子 二 并 写 为 


CU 
‘ 


-n. (97. 4) 


“ 414 ， 





在 各 向 异性 介质 内 , 这 样 定 义 的 矢量 n 的 大 小 与 它 的 方向 有 关 , 这 与 各 向 同 
性 介质 中 n= Ve 只 依赖 于 频率 不 同名. 借助 于 (97.4) 的 标记 符号 , 基本 公式 
(97.3) 可 以 写 为 

H=nxE, D=-nxH. (97.5) 


我 们 也 写 出 平面 波 内 能 流 矢量 的 表达 式 : 





C C 
二 一 =—Inp’— E(E. , 
9 EXH 区 [mn E(E.n) (97.6) 


( 式 中 五 和 互 均 为 实 矢量 )， 
到 此 为 止 , 我 们 还 未 利用 含有 表征 物质 性 质 的 第 量 sik 的 关系 式 (97.1)， 
将 这 个 关系 式 与 (97.5) 式 联 合 利 用 , 可 以 求 出 函数 w(k). 
将 (97.5) 式 的 第 一 式 代 入 第 二 式 , 我 们 得 到 
D=nx(Exn)=nE-n(n.:.E). (97.7) 
如 果 根 据 (97.1) 式 令 这 个 矢量 的 分 量 等 于 表达 式 eix Bk, 则 得 到 矢量 五 
三 个 分 量 的 三 个 线性 齐 次 方程 : 


n* Ei — ning Bk = eik Bk, 
或 者 
(N26ik 一 Ti? — Eik) Er = 0. (97.8) 
这 些 方程 的 相 容 性 条 件 要 求 它 们 的 系数 行列 式 为 零 : 
det In? 6x — Ning — Eik| = 0. (97.9) 


利用 张 量 sx 的 主轴 (因此 称 为 主 介 电 轴 ) 作为 笛 卡 儿 坐 标 轴 z, y, z, 这 
个 行列 式 就 可 以 方便 地 实际 计算 出 来 . 张 量 的 主 值 分 别 用 se),sto),st2) 标记 . 


@ 量 n 在 这 里 仍 称 为 “折射 率 ”, 虽然 它 现在 不 具有 各 向 同性 物体 中 那 种 与 折射 定 
律 的 简单 关系 . 
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由 简单 计算 得 到 下 列 方程 : 


n2(e(®)n2 十 e(Wn2 es [ete ee n2ety) (el®) ey ee 
n2et® (el®) 十 E 的 )] +el etWe(?) =0. (97.10) 


我 们 注意 到 高 次 项 (mw 的 六 次 项 ) 在 行列 式 展开 后 相互 消去 ; 这 种 情况 当然 不 
是 偶然 的 , 这 归根 到 底 是 因为 波 只 有 两 个 而 不 是 三 个 独立 偏振 方向 . 

方程 (97.10) 称 为 菲 涅 耳 方程 , 是 品 体 光学 的 基本 方程 之 一 吕 . 它 非 显 式 
地 确定 色散 关系 , 也 即 是 频率 与 波 矢 之 间 的 函数 关系 (el 的 主 值 是 频率 的 郑 
数 , 而 在 某 些 情况 下 (参见 899), 张 量 eix 的 主轴 方向 也 是 如 此 ). 但 是 通常 在 
钱 究 单 色 波 时 , 频率 以 及 全 部 se 都 是 给 定 的 常数 值 ,于 是 方程 (97.10) 给 出 波 
矢量 的 大 小 为 其 方向 的 因数 . 当 n 方 同 给 定时 ，(97.10) 式 为 n? 的 二 次 方程 ， 
其 系数 为 实数 . 因此 在 一 般 情况 下 , 对 应 于 n 的 每 一 个 方向 , 波 矢 量 有 两 个 不 
同 的 大 小 . 

系数 ae 中 为 常数 时 , (97.10) 式 在 ny,ny,ns 坐标 系 内 确定 一 个 表面 一 一 “ 波 
矢 面 * 包 . 在 一 般 情况 下 这 是 一 个 四 次 曲面 , 我 们 将 在 下 一 节 内 进行 详细 研究 . 
这 里 我 们 只 是 指出 它 的 一 些 重 要 的 一 般 性 质 . 

我 们 首先 再 引入 表征 在 各 向 异性 介质 内 传播 的 光 的 一 个 量 . 几何 光学 中 
光线 方向 由 群 速度 矢量 9w/6k 决定 . 在 各 向 同性 介质 内 , 这 个 矢量 的 方向 永 
远 和 波 矢 方向 重合 ; 但 在 各 问 异 性 介质 内 ,一 般 说 来 并 不 重合 . 为 了 表征 光线 ， 
我 们 引入 矢量 s, 它 的 方向 和 群 速度 方向 相同 , 但 其 大 小 由 下 面 的 等 式 给 出 : 


(4 (97.11) 


我 们 称 s 为 射线 矢量 . 这 个 量 的 意义 说 明 如 下 . 
我 们 来 全 究 从 某 一 中 心 向 各 方向 传播 的 光线 束 (具有 相同 频率 ). 在 光线 
每 一 点 处 , 程 昌 光 (准确 到 因子 w/c, 它 与 波 的 相位 相同 , 参见 885) 的 值 由 沿 光 


线 所 取 积分 fr 给 出 . 引入 确定 光线 方向 的 矢量 s 后 , 我 们 将 之 写 为 


v= fn-a= /Tas= A (97.12) 
S S 


在 均匀 介质 中 s 沿 光 线 为 常量 , 因此 w= LL/s, 其 中 工 为 给 定 光 线段 落 的 长 度 . 
由 此 看 出 , 如 果 从 光束 中 心 沿 每 一 半径 取 一 线段 等 于 s (或 与 s 成 正比 ), 则 我 
- @@ 远 在 电磁 理论 建立 之 前 , 早 在 19 世纪 20 年 代 , 菲 涅 耳 就 从 力学 类 比 出 发 商定 了 
晶体 光学 的 基础 
@ 文献 中 使 用 的 另 一 种 图 示 “法 线 面 * (或 指标 面 ") 是 通过 沿 每 一 方向 取 线段 1/n 
(而 不 是 n) 得 到 的 , 它 用 起 来 不 太 方便 . 
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们 得 到 一 个 表面 , 在 这 个 表面 的 每 一 点 上 , 光线 有 相同 的 相位 . 这 个 面 称 为 射 
线 面 . 
这 样 引 入 的 波 矢 面 和 射线 面 构成 一 种 确定 的 对 偶 关 系 . 我 们 把 波 矢 面 方 
程 写 为 f(w,k) = 0. 于 是 群 速度 矢量 为 
Ow of of 


Ok DK Ow 
也 即 是 与 矢量 9f/B6k 成 正比 , 或 者 同样 地 与 矢量 9f/6m 成 正比 (因为 取 导 数 
时 设 w 为 常数 ), 因此 射线 矢量 也 与 5 成 正比 , 但 矢量 5 垂直 于 表面 /= 0 
由 此 可 见 , 我 们 得 到 结果 为: 及 为 给 定 值 的 波 的 射线 矢量 如 向 为 波 矢 面 上 相应 
点 处 的 法 线 方向 
容易 看 出 , 倒 过 来 的 说 法 也 是 正确 的 : 射线 面 的 法 线 方向 也 给 出 相应 波 
矢量 的 方向 . 实际 上 , s 与 波 和 撩 面 乖 直 可 用 下 列 关系 表示 - 


(97.13) 


s .0n=0, 


陈 中 9m 为 n 的 无 穷 小 变化 (保持 w 给 定 ), 也 即 是 波 矢 面 的 无 穷 小 位 移 矢 量 . 
然而 , 对 等 式 m:s=1 求 微分 ( 仍 保持 w 给 定 ), 我 们 得 到 n.6s 十 s.5n = 0, 由 
此 看 出 
7 .05 一 0， 

因此 证 明了 上 述说 法 . 

上 述 的 到 表面 与 s 表面 间 的 关系 , 还 可 以 进一步 精确 化 . 设 mo 为 波 和 天 面 
任 一 点 的 径 矢 , 而 so 为 与 它 对 应 的 射线 矢量 . 我 们 写 出 (用 坐标 ny,ny,ns 表 
示 的 ) 这 一 点 处 的 切 平 面 的 方程 为 


s0: (nn — no0)=0, 


这 表明 so 与 这 一 平面 上 任 一 矢量 n 一 no 垂下. 因为 so 和 mo 的 关系 为 so:mo = 
1, 因而 这 个 方程 可 以 写 为 
Ep (97.14) 


由 此 看 出 , 1/so 是 从 坐标 原点 至 波 和 撩 面 no 点 的 切 平面 的 垂直 线 的 长 度 . 

反 过 来 , 如 果 在 射线 面 某 一 点 so 处 作 一 切 平面 , 则 从 坐标 原点 至 这 切 平 
面 的 垂直 线 的 长 度 等 于 1/no. 

我 们 来 前 明 射 线 矢 量 相对 于 波 内 场 强 矢量 的 位 置 .为 此 我 们 注意 到 , 群 速 
度 方 问 总 是 和 时 间 平 均 能 流 矢量 方向 相同 . 实际 上 , 我 们 来 观察 处 在 空间 某 一 
小 区 域内 的 波 包 . 显然 , 当 波 包 移 动 时 , 集中 在 波 包 内 的 能 量 必须 与 波 包 一 起 
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移动 , 这 就 表明 能 流 方 问 与 波 包 速度 方 回 亦 即 群 速度 方 问 一 致 ,也 可 以 直接 从 
(97.5) 证 明 , 群 速度 方向 与 坡 印 亭 失 量 方 回 相同 . 在 保持 w 不 变 的 条 件 下 对 公 
式 (97.5) 求 微分 , 我 们 得 到 
SD=S5Hxn+HxSn, SH=nxE+nxEkE. (97.15) 
用 五 标 乘 第 一 式 , 五 标 乘 第 二 式 , 我 们 有 
E.SD=H.S8SH+ExH.n, H:.SH=D.SE+ExH.n 
但 吃 .SE = siiBrSB; 二 :SD: 因此 将 两 式 相 加 后 , 我 们 得 到 


ExH:.Sn=)0, (97.16) 


也 即 是 矢量 EB x 也 垂直 于 波 矢 曲 面 , 这 就 是 所 要 证 明 的 &. 
因为 坡 印 亭 矢量 与 五 和 瑟 垂 直 , 因而 我 们 的 结论 是 , 失 量 s 也 分 别 垂直 
于 互 和 五 : 
二 (97.17) 


利用 公式 (97.5)，(97.11) 和 (97.17), 由 直接 计算 得 到 关系 式 为 
H=sxD, E=-sxH. (97.18) 


例如 ， 
sxH=sx(nxE)=n(s:.E)- En.s)=—b. 


如 果 将 (97.18) 式 与 (97.5) 式 比较 , 我 们 看 到 , 利用 下 面 的 代 换 : 


DD (97.19) 


Le 


可 以 从 其 中 一 式 得 到 另 一 式 (当然 关系 式 n.:s = 1 不 遭 到 破坏 ). 之 所 以 必须 
引入 上 面 最 后 一 个 代 换 , 是 为 了 使 DD 与 忆 的 关系 式 (97.1) 仍然 有 效 . 这 样 一 
来 , 可 以 提出 下 面 一 个 对 各 种 计算 非常 有 用 的 规则 : 如 果菜 一 方程 对 上 述 的 一 
组 量 正确 , 则 由 (97.19) 的 代 换 , 可 以 得 到 对 男 一 组 量 正确 的 类 似 方程 . 
特别 是 , 把 这 一 规则 应 用 到 (97.10) 式 , 立即 得 到 矢量 s 的 类 似 方程 : 


s2(e(Wel®)s? 4 (als)s2 + elr)ely)s?2) — 
[s2(e(W + el®)) + sd(e(®) + el )+ se +eW)+1=0. (97.20) 


Q@ 这 样 得 到 的 结果 指 的 是 能 流 的 瞬时 秆 ,而 不 仅 是 平均 值 .但 是 在 上 述 证 明 中 , 主 
要 是 利用 了 张 量 six 的 对 称 性 . 因此 这 种 形式 的 结果 对 ejx 为 非 对 称 的 介质 ( 旋 性 介质 ， 
参见 8101) 不 再 是 正确 的 . 这 一 论断 对 坡 印 亭 矢 量 的 平均 值 也 仍然 正确 ( 见 8101 习题 
i 
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由 这 一 方程 确定 射线 面 的 形状 . 和 波 矢 面 一 样 , 它 也 是 一 个 四 次 曲面 . 当 s 方 
向 给 定时 ，(97.20) 式 得 出 s 的 二 次 方程 , 在 普遍 情况 下 它 有 两 个 不 同 的 实 根 . 
因此 , 在 晶体 内 的 每 一 方向 可 以 有 波 矢 不 同 的 两 条 射线 传播 . 

我 们 来 研究 在 各 向 异性 介质 内 传播 的 波 的 偏振 特性 . 推导 出 菲 涅 耳 方 程 
的 (97.8) 式 不 适合 于 这 一 目的 , 因为 其 中 包含 有 场 强 E, 而 感应 强度 DD 在 波 
内 是 横向 的 (相对 于 给 定 的 n). 为 了 一 开始 就 计 及 矢量 D 的 横向 性 , 我 们 暂 
时 选择 一 个 新 坐标 系 , 令 它 的 一 个 轴 沿 波 矢 方向 , 其 余 两 个 横向 轴 用 希腊 字母 
Q,B 作 下 角 标 ,它们 的 取 值 为 1, 2. 由 等 式 (97.7) 的 横向 分 量 给 出 Ds = n?2Bo; 
将 Eo 一 ej3Ds (其 中 ew3 为 张 量 ea6 的 逆 张 量 分 量 ) 代入 前 式 后 , 我 们 得 到 


(gap — eid)De=0. (97.21) 


含 未 知 函 数 D 和 D。 的 这 两 个 方程 (a = 1,2) 的 相 容 性 条 件 , 是 它们 的 
系数 行列 式 等 于 零 . 
det |In “ap 一 szs| = 0， (97.22) 


当然 , 这 个 条 件 和 用 原来 的 坐标 x, y, z 表示 的 菲 涅 耳 方 程 相 同 . 但 是 我 
们 现在 看 到 , 与 n 的 两 个 值 对 应 的 矢量 D 的 方向 沿 二 秩 二 维 对 称 张 量 23 的 
主轴 方向 . 根据 普遍 定理 , 由 此 得 出 这 两 个 矢量 互相 垂直 . 因此 , 在 波 矢 方 向 相 
同 的 两 个 波 内 , 电感 应 矢量 在 两 个 互相 垂直 平面 内 是 线 偏 振 的 . 

(97.21) 式 有 一 个 简单 的 几何 解释 . 我 们 在 z, y, z 坐标 系 内 (重新 返回 到 
主 介 电 轴 ) 绘 出 一 个 对 应 于 张 量 ej 的 张 量 椭 球 , 也 即 是 绘 出 一 个 表面 


7 y 区 


2 rt a (97.23) 





(图 52). 我 们 用 通过 椭 球 中 心 并 垂直 于 给 定 nn 方向 的 平面 与 椭 球 相 截 . 在 一 
般 情况 下 , 这 个 截面 为 一 椭圆 ; 它 的 主轴 长 度 决定 nn 的 取 值 , 而 其 主轴 的 方向 
决定 相应 的 振动 方向 (矢量 DD). 


A 
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从 张 量 椭 球 作 图 中 (在 sf) st) ,st2) 不 相同 的 普遍 情况 下 ) 可 以 直接 看 出 ， 
如 果 波 矢 方向 例如 沿 z 轴 , 则 DD 的 偏振 方向 是 y 轴 与 z 轴 方 向 . 如 果 矢 量 nn 
处 于 一 个 坐标 平面 , 例如 在 zy 平面 内 , 则 有 一 个 偏振 方向 也 处 于 zy 平面 内 ， 
而 忆 一 个 偏振 方向 与 它 垂 直 . 

射线 矢量 方向 相同 的 两 个 波 的 偶 振 有 完全 类 似 的 性 质 . 代替 感应 强度 DD 
的 方向 , 我 们 在 这 里 必须 考虑 处 于 s 横向 的 矢量 EE 的 方向 , 而 且 代 替 (97.21) 
式 , 我 们 得 到 类 似 方程 为 


(s 608 =E0B)bEe=0. (97.24) 
在 这 种 情况 下 , 利用 张 量 椭 球 
cikZi2 = El + ey 二 ez2 =1 (97.25) 


进行 几何 作 图 , 这 个 张 量 椭 球 对 应 于 正 张 量 si ( 称 为 菲 涅 耳 椭 球 ). 

应 该 强调 指出 , 在 各 疝 蜡 性 介质 内 传播 的 平面 波 ,在 确定 的 平面 内 是 线 偏 
振 的 . 在 这 方面 , 各 问 异 性 介质 的 光学 性 质 与 各 癌 同 性 介质 非常 不 同 . 在 各 加 
同性 介质 内 传播 的 平面 波 , 在 一 般 情 况 下 是 椭 同 偏振 的 , 只 在 特殊 情况 下 , 椭 
圆 偏振 才 变 成 线 偏 振 . 这 种 本 质 性 的 差别 是 由 于 介质 的 完全 各 向 同性 情况 在 
某 种 意义 上 是 简 并 的 : 两 个 偏振 方向 此 时 对 应 于 同一 个 波 矢 量 , 而 不 是 像 在 各 
回 异 性 介质 的 一 般 情 况 下 那样 对 应 于 两 个 不 同 的 波 矢 量 (方向 相同 ). 于 是 当 
以 同一 个 n 和 值 传播 时 , 两 个 线 偏 振动 波 就 并 合成 为 一 个 椭圆 偏振 波 . 


习 十 


试 把 射线 矢量 s 的 分 量 用 主 介 电 轴 内 的 n 的 分 量 表 示 出 来 . 
解 : 将 方程 f(n) = 0 即 方程 (97.10) 的 左 端 对 ni; 求 微 商 ,并 从 条 件 n.s= 二 1 
求 出 si 与 DO1/6m 的 比例 系数 , 我 们 得 到 和 失 量 s 与 no 的 关系 为 : 


tr) (EW) 十 2)) = 2e(T)n2 = SY 十 Ely))n2 ee 人 十 E(z))722 
Nz De(T)e(Yy)c(z) 一 722E(7) (E(y) 下 elz)) 一 2E(V)(E(z) 十 Ee(z)) a n2e(z) (E(z) -十 ely)) 


对 于 sy 和 ss 有 类 似 公式 ,， 
898 单 轴 晶 体 的 光学 性 质 


唱 体 的 光学 性 质 首 先 依赖 于 介 电 张 量 six 的 对 称 性 . 在 这 方面 , 全 部 晶体 
可 以 分 为 三 类 : 立方 品系 晶体 、 ee (参见 813). 
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在 立方 晶 系 晶体 内 ei = se6ix,; 也 即 是 张 量 的 三 个 主 值 相等 , 而 主轴 的 方 
向 完全 是 任意 的 . 因此 就 光学 性 质 来 说 ,立方 品系 晶体 一 般 说 来 与 各 向 同性 物 
体 没 有 差别 . 

单 轴 品 体 包括 三 方 品系 、 四 和 角 唱 系 和 六 方 品 系 . 在 这 种 晶体 内 , 张 量 eix 
有 一 个 主轴 分 别 与 三 重 、 四 重 或 六 重 对 称 轴 重 合 . 这 个 轴 在 光学 中 称 为 晶体 
的 光 轴 (下 面 我 们 选择 此 轴 为 > 轴 , 而 相应 的 张 量 ej 的 主 值 用 sl | 表示 ). 其 他 
两 个 主轴 的 方向 (在 垂直 于 光 轴 的 平面 内 ) 是 任意 的 , 而 相应 介 电 张 量 的 主 值 
相等 (在 下 面 把 它们 表示 为 sl ). 

如 果 在 菲 涅 耳 方 程 (97.10) 中 令 stz) = elW = su et 一 <sl 则 其 左 端的 表 





(2 一 ei)la 72 el (nz 十 on 一 ssl||= 0， 
换 句 话说 , 四 次 方程 分 解 为 两 个 二 次 方程 : 
1 (98.1) 
n2 nztny_] (98.2) 
El a 


这 在 几何 上 表明 : 波 矢 面 (在 一 般 情况 下 为 四 次 曲面 ) 分 解 为 两 个 单独 的 曲 
面 球面 和 椭 球 面 . 图 53 所 示 为 这 些 曲面 的 纵向 剖面 . 这 里 有 两 种 可 能 情 
况 : 若 =， > cl, 则 球 在 椭 球 外 , 若 e1 < sl, 则 球 在 椭 球 内 ( 见 图 53). 在 第 一 种 
情况 下 , 单 轴 晶体 称 为 负 单 轴 晶体 , 而 在 第 二 种 情况 下 , 称 为 正 单 轴 晶体 . 这 两 
个 曲面 相 切 于 两 点 ns 轴 的 两 个 相反 的 极点 上 . 换 句 话说 , 光 轴 方向 只 对 
应 于 波 矢 的 一 个 值 . 





图 53 
射线 面 有 相似 形状 . 根据 规则 (97.19), 从 (98.1) 和 (98.2) 可 以 得 到 射线 面 
方程 为 
5 三 了 (98.3) 
i 十 el (sz 加 网 82) = (98.4) 
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在 正 单 轴 晶体 内 , 椭 球 在 球 内 , 而 在 负 单 轴 唱 体内 , 椭 球 在 球 外 . 
于 是 , 我 们 看 到 , 在 单 轴 唱 体内 可 以 传播 两 种 类 型 的 波 . 对 其 中 一 种 波 ( 称 
为 寻常 波 ), 品 体 行为 类 似 于 折射 率 为 n= Vel 的 各 向 同性 物体 . 波 矢 的 大 小 
等 于 全 ,与 它 的 方向 无 关 , 射线 矢量 方向 则 和 n 方向 相同 ， 
在 第 二 种 波 内 ( 称 为 非常 波 ), 波 矢 量 的 大 小 依赖 于 它 和 光 轴 所 成 的 夹 角 
0. 按照 (98.2) 式 
1 sin20 cos20 
他 el a 
非常 波 的 射线 矢量 方向 和 波 矢 方向 不 相同 , 但 是 处 于 通过 光 轴 的 同一 平面 内 ， 
这 个 平面 称 为 n 的 主 截 面 . 令 这 一 平面 为 zz 平面 ; 将 (98.2) 式 左 端 对 n。 和 
nz 求 微 商 , 并 取 这 些 导 数 之 比 , 我 们 得 到 射线 矢量 方向 为 


Sr E 上 7 人 





S> ETLz 
换 句 话说 , 射线 矢量 和 光 轴 间 的 夹 角 0' 与 9 角 有 人 简单 关系 ; 


tanb’ = 2+ tanb. (98.6) 
.| 


只 有 对 沿 光 轴 和 垂直 于 光 轴 传播 的 波 , n 和 s 的 方向 才 是 相同 的 . 

寻 篆 波 和 非常 波 的 偏振 方向 问题 , 可 以 很 简单 地 解决 . 为 此 只 要 注意 到 ， 
在 每 种 波 内 四 个 矢量 EB, D, s, n 总 是 共 面 的 , 就 已 足够 . 在 非常 波 内 ,s 和 nn 
的 方向 不 重合 , 但 处 于 同一 主 截面 内 . 因此 , 这 种 波 的 偏振 要 使 得 和 失 量 忆 和 号 
仍 处 于 这 一 截面 内 . 男 一 方面 , n 方向 相同 的 寻常 波 和 非常 波 内 的 矢量 DD (或 
者 s 方 向 相同 的 寻常 波 和 非常 波 内 的 矢量 五 ) 互相 垂直 . 因此 , 寻常 波 的 偏振 
是 使 忆 和 D 位 于 和 王 直 于 主 截面 的 平面 内 . 

只 有 在 光 轴 方向 传播 的 波 是 一 种 例外 . 在 这 个 方向 上 , 寻常 波 和 非常 波 
之 间 的 差别 消失 , 因而 它们 的 偏振 三 加 起 来 , 在 一 般 情况 下 给 出 椭圆 偏振 波 . 

和 人 入射 到 晶体 表面 上 的 平面 波 的 折射 现象 , 和 在 两 种 各 癌 同 性 介质 分 界面 
上 的 折射 现象 大 不 相同 , 但 折射 定律 和 反射 定律 在 这 里 仍 可 以 从 波 矢 与 分 界 
面相 切 的 切 向 分 量 ni 的 连续 性 条 件 得 到 . 因此 , 折射 波 和 反射 波 的 波 矢 都 在 
人 入射 平面 内 . 但 这 时 晶体 内 同时 产生 两 种 不 同 的 折射 波 , 称 为 双 折 射 现 象 , 它 
们 对 应 于 ni 给 定时 由 菲 涅 耳 方 程 所 给 出 的 法 向 分 量 mn 的 两 个 可 能 值 . 此 外 ， 
必须 记 住 , 所 观察 到 的 射线 传播 方向 , 不 是 由 波 失 而 是 由 财 线 矢量 s 决定 的 . 
尼 与 n 的 方向 不 同 ,一般 情 况 下 位 于 入 射 面 之 外 . 

在 单 轴 晶体 内 折射 时 产生 寻常 的 和 非常 的 折射 波 . 第 一 种 波 完 全 类 似 于 
各 向 同性 物体 内 的 寻 稼 折射 波 ; 特别 是 , 它 的 射线 矢量 (方向 和 波 矢 方向 相同 ) 
处 于 入 射 面 内 . 但 非常 波 的 射线 矢量 方向 , 一 般 说 来 , 不 在 人 射 面 内 . 
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1. 试 求 出 从 真空 入 射 到 单 轴 晶 体 表面 上 的 光 折 射 时 非常 射线 的 方向 , 设 
单 轴 晶体 表面 与 它 的 光 轴 各 直 . 

解 : 在 现在 情况 下 , 折射 光线 仍 在 入 射 面 内 (选择 它 为 2z 平面 , z 轴 垂 直 
于 表面 ). 折射 时 波 矢 的 x 分 量 ns 二 sin (V 为 入 射 角 ) 保持 不 变 , 折射 波 的 ms 
分 量 按照 (98.2) 式 求 得 为 ; 


1/2 
Nel — Pin 
-| 


于 是 从 (98.6) 式 求 出 折射 光 射 线 的 方向 为 (0 为 折射 角 ) 


Ea Elnz VEL Sinvy 
AT = 二 


SITLz Val (el 3 Sin 9) 


2. 试 求 出 重 直 入 射 到 单 轴 唱 体 表 面 时 非常 光 射 线 的 方向 , 设 单 轴 晶体 的 
光 轴 取 任 意 方向 . 

解 : 折射 光线 在 zz 平面 内 , 这 平面 通过 表面 法 线 (z 轴 ) 和 光 轴 ; 设 光 轴 
与 法 线 间 的 夹 角 为 a. 于 是 射线 矢量 s (其 分 量 与 (98.2) 式 左 端 对 ni 相应 分 量 
的 导数 成 正比 ) 与 下 式 成 正比 : 


1 
s« + (二 -十 ) 
5l el él 


式 中 1 为 光 轴 方向 的 单位 矢量 . 在 现在 情况 下 , 波 和 拓 n 在 z 轴 方向 , 因此 


| 1 | ) sin2a cos?a 
Sr CC CO0S Q SIn CQ | -一 一 -一 z = 
| el “| 
由 此 求 得 折射 角 W 为 
二 。 (sl 一 scL)sin 2a 


5 
tan 7 二 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 —， 
gy, Ell 
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在 双 轴 品 体 中 , 张 量 ej 的 三 个 主 值 各 不 相同 . 属于 这 类 晶体 的 有 三 斜 唱 
系 、 单 斜 品系 和 正 交 台 系 的 品 体 . 在 三 斜 系 唱 体 内 , 主 介 电 轴 的 位 置 与 任何 特 
定 的 晶体 学 方向 无 关 . 特别 是 , 它们 随 频 率 变 化 而 变化 , esx 和 
率 变化 . 在 单 斜 品系 唱 体 内 有 一 个 主 介 电 轴 在 晶体 学 上 是 固定 的 , 这 个 主轴 
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与 二 重 对 称 轴 重 合 或 者 垂 百 于 对 称 平面 ; 而 其 他 两 个 主轴 的 位 置 依赖 于 频率 . 
最 后 , 在 正 交 晶 系 晶体 内 三 个 主轴 位 置 全 部 固定 , 即 它们 必须 和 三 个 互相 垂直 
的 二 重 对 称 轴 重 合 . 

双 轴 晶体 光学 性 质 的 研究 涉及 普 过 形式 的 菲 涅 耳 方程 的 研究 ， 

为 明确 起 见 , 我 们 今后 假定 


四 (99.1) 


为 了 阐明 (97.10) 式 所 定义 的 四 次 曲面 形状 的 特征 ,我们 首先 求 出 它 与 坐 
标 平 面相 交 的 截面 形状 . 在 (97.10) 式 中 令 ns = 0, 我 们 发 现 , 其 左 问 部 分 可 分 
解 为 两 个 因 式 : 


(We eS ct)m22 — el?)e(y)) = 0 
由 此 可 见 , 在 zy 平面 内 的 截面 的 轮廓 线 包 括 圆 : 
本 (99.2) 


和 椭圆 : ， 

n2 而 六 了 
cl(y) el7) ， 
而 且 根 据 (99.1) 的 条 件 , 椭圆 位 于 圆 内 . 类 似 地 我 们 还 得 到 , 与 yz 平面 和 zz 
平面 相交 的 截面 也 包括 椭圆 和 圆 , 但 在 yz 平面 内 , 椭圆 位 于 圆 外 , 而 在 zz 平 
面 内 . 二 者 相交 . 由 此 可 见 , 波 矢 面 为 图 54 所 示 的 自 相 交 型 的 曲面 (图 中 所 示 


是 一 个 卦 限 内 的 曲面 ). 


(99.3) 











这 个 曲面 有 四 个 奇 点 一 一 四 个 分 别 位 于 zz 平面 的 每 一 个 象限 内 的 自 相 
交点 . 由 形 如 f(ny,ny,nz) = 0 的 方程 给 出 的 曲面 的 奇 点 , 众所周知 , 由 函数 
f 的 三 个 一 阶 导 数 全 等 于 零 求 出 , 对 (97.10) 左 端 的 表达 式 求 微 商 , 得 到 下 列 
方程 : 

nole (elW) 二 ce) -en2 — (en + en? + en2)] =0, 
Wy [EtW{e 2 i 2 + et‘*)n2)] 一 0， (99.4) 


le (ee Ee elYn2 十 stz)mn2)] = 0， 


(当然 (97.10) 式 本 号 也 必须 同时 被 满足 ). 我 们 已 经 知道 , 所 要 求 的 n 的 方向 
位 于 zz 平面 内 , 我 们 令 wy = 0, 从 其 余 两 个 方程 经 过 简单 计算 后 得 到 岂 


下 £(2) (el(y) 有 E 2 el(z) (GE = el(y)) 


2 | == 2 
人 (9 
这 些 失 量 的 方 回 与 z 轴 的 倾角 为 6, 于 是 
和 
(z) (sc(Yy) — =(Z) 
nz E\*)(e e'®)) 


这 个 方程 确定 了 zz 平面 内 的 两 个 轴 (两 个 方向 ), 其 中 的 每 一 个 轴 通 过 相对 的 
两 个 奇 点 , 而 与 z 轴 的 倾角 为 6. 两 个 轴 称 为 晶体 的 光 轴 (或 称 为 副 法 线 ) ; 图 
54 上 的 虚线 即 表示 其 中 一 个 光 轴 ， 显然, 光 轴 方向 是 波 矢 只 取 一 个 值 的 唯一 
方向 ®@. 

射线 面具 有 类 似 的 性 质 . 要 推导 出 相应 公式 , 只 需 用 s 代替 n, 二 代替 = 
特别 是 也 有 两 个 “光线 轴 ” (或 副 光 轴 ) 在 zz 平面 内 , 并 且 与 z 轴 的 倾角 为 让 


(y) ce(zZ) | elz) 
E E : 
tan’”y 一 ' (2) — 0) 一 Zz) tan Bb. (99.7) 


因为 stz) < st), 因而 y< 0 

只 对 沿 坐 标 轴 方 向 ( 即 主 介 电 轴 方向 ) 传播 的 波 , mn 和 s 的 方向 才 相 同 . 如 
果 nn 位 于 某 一 个 坐标 平面 内 , 则 s 也 位 于 同一 平面 内 .但 是 , 这 个 规则 有 一 个 
引 人 注 日 的 例外 , 那 就 是 对 于 指向 光 轴 的 波 矢 . 

@ 容易 直接 证 实 ,， 这 样 求 得 的 解 为 (99.4) 式 的 唯一 的 实数 解 ， 如 果 三 个 分 量 
nz,nvy,nz 都 不 为 零 , 则 (99.4) 式 的 三 个 方程 相互 矛盾 (实质 上 , 这 三 个 方程 中 只 有 两 
个 未 知 数 : m2 和 s(z)n2 十 en2 十 el*)n2). 若 nz = 0, 或 mw = 0, 则 方程 的 解 为 虚数 . 

@ 在 张 量 椭 球 (97.23) 上 , 副 法 线 方向 为 垂直 于 椭 球 的 圆 截 面 的 方向 . 大 家 已 经 知 
道 ,一 个 三 轴 椭 球 有 两 个 这 样 的 截面 . 
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在 用 矢量 n 确定 矢量 s 的 普遍 关系 式 ( 见 897 习题 ) 中 代入 (97.5) 式 的 
n 值 , 得 到 0/0 型 的 不 定式 . 从 下 面 的 几何 观点 可 以 完全 明了 这 种 不 确定 性 的 
来 源 和 意义 . 在 奇 点 附近 , 波 矢 面 的 外 腔 和 内 腔 为 具有 公共 顶点 的 锥 面 . 在 这 
个 项 点 (可 点 ) 上 , 波 矢 面 的 法 线 方 同 成 为 不 确定 的 ; 而 且 由 上 述 公 式 确 定 的 s 
方向 正好 是 法 线 方向 .实际 上 , 沿 光 线 轴 方向 ( 副 法 线 方向 ) 的 一 个 波 矢 对 应 着 
无 限 多 个 射线 矢量 , 它们 的 方向 占据 一 个 确定 的 锥 面 , 称 为 内 锥 形 折射 锥 中， 


为 了 求 出 这 个 射线 锥 , 本 来 可 以 研究 奇 点 附近 的 法 线 方向 .但 是 更 直观 的 
方法 是 利用 射线 面 进行 几何 作 图 . 


图 55 示 出 了 一 个 象限 内 的 射线 面 与 zz 平面 相交 的 截面 ( 实 曲 线 所 示 ). 
在 同样 的 坐标 轴 下 示 出 了 波 矢 面 的 截面 (使 用 任意 改变 的 比例 ). 直线 05 为 
副 光 轴 , 而 ON 为 副 法 线 . 对 应 于 N 点 的 波 矢量 用 mw 表示 . 容易 看 出 , 波 矢 
面 上 的 奇 点 N 对 应 于 射线 面 上 的 奇异 切 平面 一 一 垂直 于 ON 方向 的 平面 , 并 
且 它 与 射线 面 不 是 在 一 个 点 上 相 切 , 而 是 沿 着 一 条 曲线 (一 个 圆 ) 相 切 . 在 图 
55 上 , 这 平面 的 截面 用 线段 ab 表示 . 从 897 所 指出 的 波 和 撩 面 与 射线 面 的 几何 
对 应 立即 可 以 得 出 : 者 对 射线 面 菜 一 点 s 作 一 切面 , 则 从 坐标 原点 至 这 切面 的 
垂直 方向 与 n 相同 , 而 其 长 度 等 于 1/n, 此 外 对 为 对 应 于 s 的 波 矢 . 在 现在 情 
况 下 , 必须 有 无 限 多 个 矢量 s 对 应 于 同一 个 n= nw; 因此 , 射线 面 上 代表 这 些 
矢量 s 的 点 必须 在 同一 个 切面 上 , 而 这 切面 与 nn 垂直 . 由 此 可 见 , 图 55 上 的 
三 角形 Oab 为 内 圆锥 形 折射 锥 与 zz 平面 相交 的 截面 . 





对 上 述 几 何 图 形 进行 定量 计算 并 没有 什么 特别 的 困难 , 但 是 我 们 不 在 这 
里 叙述 它 . 而 只 限于 引入 最 后 的 公式 . 折射 锥 与 射线 面相 交 的 圆 方程 由 下 列 两 


Q 以 下 所 摘 述 的 圆锥 形 折 射 现 象 是 哈密 顿 预言 的 (W. R. Hamilton, 1833) 


站 质 内 的 电磁 波 


> 


' 426 ， pe 各 回 异 性 


才 


(Se 二 e(®))s? 十 ( (5z Vel®) (el® es ely)) 一 S; (2z) (E(y) 二 elz))) x 


(z) _ eo FlY) > 
区 CO 四 个 -0 (99.8) 


ez) 


gan/ eto (ey) = eo)) + Ce i Ee ee 


其 中 第 一 个 方程 , 车 把 s。, sy, ss 理解 为 三 个 独立 变数 , 即 为 折射 锥 方程. 第 二 
个 方程 为 与 射线 面相 切 的 切面 方程 . 特别 是 当 sy = 0 时 ，(99.8) 的 第 一 个 方 
程 分 解 为 两 个 方程 

ss JaeW -ea) se fel (ew) els)) 

s\n ey) eed ew)’ 


这 些 方程 确定 与 zz 平面 相交 的 截面 内 的 边界 射线 (分 别 为 图 55 上 的 Oa 和 

Ob) 的 方向 . 前 者 与 副 法 线 方向 重合 [对 照 (99.6) 式 ], 它 同 时 与 切线 ab 垂直 . 

与 给 定 射线 矢量 对 应 的 波 矢 情况 完全 相似 . 方向 沿 副 光 轴 方向 的 矢量 s 

对 应 无 穷 多 的 波 矢 , 它们 的 方向 占据 着 一 个 所 谓 外 锥 形 折射 锥 (图 55 中 的 三 

角形 Oo'l 为 这 折射 锥 与 zz 平面 相交 的 截面 ) 和 往常 一 样 , 在 (99.8) 式 中 进 
eA 


= 
Lo 


=()(eG) — el2))n ,VE — ely) — ns Vely) — elz)) 
= 0 一 a ely) — el(z)) =0, (99.9) 
ee et a VelW (el 下 


为 了 实际 观察 内 锥 形 折 射 出, 可 以 利用 一 片 垂直 于 副 法 线 方向 从 晶体 上 
切 下 来 的 平行 平面 薄片 (图 56). 在 薄片 面 上 履 盖 一 狭 罕 的 光 病 , 它 从 垂直 人 
射 到 薄片 上 的 平面 波 ( 波 矢 具 有 确定 方 品 的 ) 内 分 出 罕 波 束 . 透射 到 薄片 内 的 
光 的 波 和 天 方向 与 副 法 线 方向 相同 ,因此 它 的 射线 分 布 于 内 折射 锥 面 上 . 从 薄 乒 
为 一 面 射出 来 的 光 , 其 波 和 撩 和 入 射 光 的 相同 , 分 布 于 圆柱 面 上 . 

为 了 观察 外 锥 形 折射 ,平行 平面 薄片 必须 垂直 于 副 光 轴 方 向 切 下 , 而 它 的 
两 面 都 用 有 小 孔 的 光 阑 履 盖 , 两 光 阑 上 的 小 孔 正 好 互相 对 准 . 用 会 聚 光 束 ( 即 
射线 含有 一 切 可 能 n 方向 ) 照射 薄片 时 , 光 阐 在 注 片 内 分 离 出 s 方向 沿 副 光 
轴 的 光线 , 因而 其 n 方 回 占据 一 外 锥 形 折射 锥 面 , 从 第 二 个 小 孔 出 射 的 光 因 
此 也 分 布 在 锥 面 上 (但 由 于 在 出 口 处 发 生 折 射 , 这 个 锥 并 不 完全 和 外 折射 锥 
相同 ). 

下 面 的 描述 非常 概括 ,不 涉及 细 市 . 
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图 56 


当 和 人 射 方向 任意 时 , 双 轴 品 体 表面 上 的 折射 定律 极其 繁复 ,我 们 这 里 不 去 
讨论 它 吕 . 只 是 指出 , 和 单 轴 晶体 不 同 , 双 轴 晶体 的 两 个 折射 波 都 是 “非常 波 ”， 
它们 的 射线 都 不 在 入 射 平面 内 . 

在 $897 中 曾经 约定 , 我 们 只 研究 透明 晶体 的 光学 . 但 是 , 这 里 我 们 要 提 到 
双 轴 晶体 的 一 个 性 质 , 这 个 性 质 可 以 在 计 及 吸收 时 出 现 . 

我 们 来 研究 在 晶体 中 传播 的 均匀 平面 波 ; 其 中 n 为 复 矢量 , 但 n 的 实 部 
和 虚 部 有 同一 个 方向 : ne = nv, 其 中 为 实 单位 矢量 , 而 n= n(w) 为 一 复数 量 . 
企 给 定时 写成 展开 形式 的 色散 方程 (97.21) 为 


nn (mi 十 722) 十 711722 一 9 和 = 0, 
其 中 ix = ej, 而 下 角 标 1, 2 为 在 与 v 垂直 的 平面 上 的 张 量 的 下 角 标 . 如 果 
122 — M1 = 二 217112; (99.10) 


则 有 mn? = (mi 十 22)/2, 于 是 这 个 w ”的 二 次 方程 有 重 根 . 存在 吸收 时 , 张 量 
Wik 三 Wy 十 i 为 复数 . 

在 双 轴 品 体 中 张 量 椭 球 7 和 mi 是 三 轴 椭 球 , 同时 它们 的 半 轴 长 度 比 
(在 三 斜 系 和 单 斜 系 唱 体 中 ,还 有 它们 的 方向 ) 对 于 两 个 张 量 是 不 一 样 的 . 在 这 
些 条 件 下 , 一 般 而 言 , 二 维 张 量 路。 和 wj 不 能 同时 对 角 化 . 两 个 张 量 主轴 之 
间 的 夹 角 3 是 两 个 独立 变量 (给 出 v 方 向 的 两 个 角度 ) 的 图 数 . 所 以 对 于 给 定 
频率 w 可 以 存在 v 方向 的 单 参量 集合 , 对 于 它们 , 3 = x/4. 在 这 样 的 3 值 下 
复数 方程 (99.10) 的 虚 部 恒 能 满足 , 而 实 部 取 以 下 形式 : 


/ 


2 二 0 宇 衬 (1 一 (99.11) 


其 中 下 角 标 1, 2 表示 相应 张 量 的 主 值 包 . 在 任意 选择 xz1,xo 轴 的 情况 下 方程 


GO 对 详细 计算 的 叙述 , 可 在 刊 于 Handbuch der. Physik, Bd. XX，(Berlin, 1928) 中 的 
G. 西 维 架 的 长 篇 论文 Kristaloptik 中 找到 . 

加 选 z1,z2 为 张 量 ms 的 主轴 方向 并 将 张 量 mj 的 分 量 用 其 主 值 表示 , 容易 证 实 
所 述 . 
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(97.21) 现在 给 出 
D2 > 1122 二 (人 


nd 


Di 2712 


其 中 等 式 右 端的 两 个 正 负 号 对 应 于 (99.10) 式 的 两 个 正 负 号 . 因此 , 3 =x/4 和 
(99.11) 这 两 个 条 件 一 起 为 每 一 个 w 值 区 分 出 确定 的 v 方向, 在 这 个 方向 上 只 
可 能 传播 一 种 符号 的 圆 偏振 波 , 究竟 是 左 圆 偏振 波 还 是 右 圆 偏振 波 , 则 根据 哪 
一 个 符号 满足 条 件 (99.10) 来 决定 (W. 沃 伊 特 , 1902). 在 晶体 中 这 样 的 方向 称 
为 奇异 光 轴 或 圆 光 轴 . 

与 微分 方程 的 普遍 理论 相对 应 , 在 这 种 情况 下 场 方程 的 第 二 个 独立 解 在 
包含 指数 因子 exp(inv :7) (其 中 含有 阻尼 ) 的 同时 , 还 包含 形 如 a 十 bv :7 的 与 
坐标 成 线性 关系 的 因 式 外 . 这 个 波 的 偏振 沿 射线 变化 , 但 归根 结 底 , 随 着 vr 
的 增 大 建立 起 第 一 种 波 中 那样 的 圆 偏振 (如 果 注 意 到 在 所 述 极限 下 将 解 代 人 
场 方程 时 应 当 被 微分 的 只 有 指数 因子 , 此 时 两 个 解 之 间 的 差别 消失 . 这 个 结论 
就 是 显然 的 ). 

这 里 我 们 要 强调 奇异 轴 与 因为 晶体 的 对 称 性 使 色散 方程 自动 出 现 二 重 根 
情况 的 差别 . 对 于 沿 单 轴 晶体 光 轴 传播 的 光 , 二 维 张 量 m6 具有 mae = map 的 
形式 且 条 件 (99.10) 恒 能 满足 . 在 这 种 情况 下 方程 (97.21) 允许 具有 不 同 偏振 
的 两 个 独立 解 . 


= +i, 
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各 向 同性 物体 放 在 恒定 电场 内 会 变 成 光学 各 向 异性 物体 . 这 种 各 向 异性 
的 出 现 可 以 描述 为 介 电 常量 在 恒定 电场 作用 下 发 生 改 变 的 结果 . 虽然 这 种 改 
变 是 相当 微弱 的 , 但 在 现在 的 情况 下 加 十 分 重要 ,因为 它 导致 物体 的 光学 性 质 
发 生 了 质 的 变化 . 

在 这 一 节 内 , 我们 用 五 表示 物体 内 的 恒定 电场 强度 包 , 并 把 介 电 张 量 ejx 
展开 为 EB 的 震级 数 . 在 各 向 同性 物体 内 , 在 零 级 近似 下 , si = <s(05ik. 在 eix 
内 不 存在 电场 的 一 次 项 , 因为 在 各 向 同性 物体 内 不 存在 任何 常 天 量 可 以 用 来 
构成 己 五 成 线性 关系 的 二 秩 张 量 . 因此 si 的 展开 式 中 接 下 来 的 项 为 场 的 二 
次 项 . 由 矢量 分 量 可 以 构成 两 个 二 秩 对 称 张 量 : EB?6i 和 EiBx. 前 者 不 改变 张 
量 et0)6ix 的 对 称 性 , 在 这 个 张 量 上 加 上 形式 为 const.B?6i 的 项 仅 归 结 为 对 标 
量 常量 s(0) 增加 一 个 小 修正 ; 显然 , 这 个 小 修正 不 会 导致 任何 光学 各 向 异性 的 


例如 , 在 沿 奇异 轴 传 播 的 光 的 反射 和 折射 问题 中 , 必须 考虑 这 个 解 . 
@ 不 要 把 殖 与 波 的 很 弱 的 交 变 电场 相 混 清 . 
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出 现 , 故 没 有 什么 意义 . 因此 , 我 们 得 到 下 面 形式 的 依赖 于 电场 的 介 电 张 量 : 
Eik = EVNBir + QB Er, (100.1) 
其 中 a 为 标量 常量 . 
这 个 张 量 的 一 个 主轴 与 电场 方向 重合 , 相应 的 主 值 等 于 
el = eV +ap?. (100.2) 


其 余 两 个 主 值 彼此 相等 : 
el = et0), (100.3) 
而 与 之 对 应 的 主轴 在 垂 生 于 场 的 平面 中 的 位 置 是 任意 的 . 由 此 可 见 ,在 电场 内 
各 向 同性 物体 的 光学 性 质 和 单 轴 品 体 完 全 一 样 ( 称 为 克 尔 效应 ). 
光学 对 称 性 在 电场 中 的 改变 也 可 以 在 品 体内 发 生 (例如 , 光学 单 轴 品 体 
可 以 变 成 双 轴 唱 体 , 光学 各 加 同性 的 立方 晶体 , 可 以 变 成 光学 各 癌 异 性 品 体 ). 
但 它们 与 各 向 同性 物体 内 所 出 现 的 相应 现象 的 区 别 在 于 此 时 效应 可 以 是 电场 
的 一 级 效应 . 对 应 于 这 种 线性 效应 的 介 电 张 量 为 
E = > + Qikl bl, (100.4) 
其 中 系数 ai 的 总 体 构成 一 个 三 秩 张 量 , 它 对 下 角 标 i 和 是 对 称 的 (air = 
axit). 这 个 张 量 的 对 称 性 和 压 电 张 量 的 对 称 性 相同 . 因此 , 上 述 效应 存在 于 容 
许 压 电 现象 的 20 类 品 体 内 . 
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当 存在 恒定 磁场 万 时 @, 张 量 ein(w; 五 ) 不 再 是 对 称 的 . 广义 动 理学 系数 
对 称 性 原理 按照 以 下 方式 联系 不 同 场 中 的 ess 和 ej 分量: 
sk( 百 ) = em(—H). (101.1) 
无 吸收 条 件 只 要 求 这 个 张 量 为 厄 米 型 的 : 
Sh (101.2) 


(这 可 以 从 (96.5) 式 看 出 ), 但 并 不 要 求 它 为 实数 . 从 (101.2) 式 只 能 得 到 ex 的 
实 部 和 虚 部 必须 分 别 是 对 称 的 和 反对 称 的 : 
Eip = Ekiy Ek = —ERi (101.3) 


中 不 要 将 五 与 电磁 波 的 周期 性 弱 场 相 混 消 . 
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考虑 到 (101. 1) 我们 有 
aig(H) = exi(H) = ei (—H), 


(101. 4) 
eh(H)= -ek(H) = -eh(-H), 


亦 即 在 非 吸收 介质 内 , es， 是 五 的 偶 函 数 , 而 sw 为 瑟 的 奇 函 数 

显然 , 道 张 量 sx 也 其 有 相同 的 对 称 性 质 . 在 下 面 的 计算 中 , 更 为 方便 的 
是 利用 这 一 张 量 . 为 了 避免 使 用 下 角 标 太 多 , 我 们 对 它 引 进 一 个 专用 标记 符 
EA 

Eh = Wk = Wk + nh (101.9 

(以 前 我 们 已 用 过 它 ). 

大 家 知道 , 任何 二 秩 反 对 称 张 量 等 价 于 (对 偶 于 ) 某 一 轴 矢 量 ; 我 们 用 G 
表示 这 个 与 张 量 m% 对 应 的 轴 秋 量 . 利用 反对 称 单位 张 量 ein, 张 量 m% 的 分 
量 与 天 量 G 的 分 量 间 的 关系 可 以 与 为 


Gs (101.6 


与 成 分 量 形式 为 : 
J = 人 的 2 = Gy, 中 3 Ga 
此 时 电感 应 强度 和 电场 强度 之 间 的 关系 EB; = mirDk 变 成 


及 (ng 让 ieip1 GL ) DE 一 nix Dk 十 i(D x Cr )i. (101. 0) 
类 似 地 , 疡 和 五 的 线性 关系 为 
D; = ein Er +i(E x g)s. (101. 8) 
(101.7) 和 (101. 8) 式 内 的 系数 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 : 
l /一 / ] / 
Nix = Es le |— gigk}, Gi = el tr; (101. 9) 


其 中 |e| 和 |e'| 为 张 量 sx 和 i， 的 行列 式 (参见 822 习题 ). D 和 五 的 关系 具 
有 这 种 形式 的 介质 称 为 旋 性 介质 , 矢量 9 称 为 回转 矢量 , G 称 为 旋光 矢量 . 

我 们 现在 对 在 任意 旋 性 介质 内 传播 的 波 的 性 质 进 行 一 般 性 研究 , 这 时 我 
们 假定 介质 是 各 向 异性 的 , 并 且 对 磁场 大 小 不 作 任 何 限制 包 . 

Q@ 当然 mw; 和 wi 本身 不 是 el， 和 es 的 逆 张 量 . 

@ 和 前 面 一 样 , 我 们 假定 介质 对 电磁 波 的 交 变 场 为 非 磁性 的 ( 亦 即 假定 kr(w) = 
5ir). 但 是 , 这 并 不 排除 介质 被 恒定 磁场 所 磁化 的 可 能 性 (也 即 是 静 磁 导 率 可 以 不 为 1). 

当 在 给 定 频 率 范围 内 磁 导 率 的 色散 重要 时 , 上 述 sik(w) 的 性 质 同样 适用 于 张 量 


Hik(w). 
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选择 波 矢 方 向 为 z 轴 方向 , 于 是 (97.21) 式 变 为 
/ 。 _1/ ] 
(ws 二 Do (ns A 00 ) Da= 心 (101.10) 


式 中 下 角 标 a,6 取 z,y 值 , 我 们 选择 x 和 yy 轴 方 向 沿 二 维 张 量 wg 的 主轴 , 这 
个 张 量 的 相应 主 值 以 no? 和 noz 表示 ; 于 是 方程 变 为 


] 1 


0 i (101.11) 
i 
这 个 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 零 的 条 件 给 出 n? 的 二 次 方程 为 
( 襄 二 二) (让 Ee 本) = (101.12) 
对 给 定 方 向 的 n, 方程 的 根 给 出 的 两 个 值 : 包 
让 1 1/1 Ds 
鼎 -}( 寺 + 志 )= 由 去- 去) i (101.13) 
把 这 些 值 代 回 (101.11) 式 内 , 得 到 相应 的 比值 为 
D, i |1/1 1 l1/ 1 LN 2 
| | (101.14) 








比值 Dy/D; 为 纯 虚 数 意 味 看 波 是 椭圆 偏振 的 , 椭圆 的 两 个 主轴 与 z,y 轴 
重合 . 容易 看 出 , 这 个 比值 的 两 个 值 的 乘积 等 于 1. 换 句 话说 , 奋 当 一 种 波 内 


Be 


( 式 中 实数 p 为 偏振 椭圆 的 轴 长 比 ), 则 在 第 二 种 波 内 ， 


这 表明 两 种 波 的 偏振 椭 凤 具有 相同 的 轴 长 比 ,但 彼此 相对 转动 了 90°; 在 两 个 
椭圆 中 场 的 旋转 方向 相反 (图 57). 

Q 当场 不 存在 时 , G =0 和 n=nol 或 n= noz. 但 是 应 注意 到 , 当场 存在 时 ， (101.12) 
式 内 的 nol 和 mo, 一 般 说 来 不 是 及 =0 时 的 nn 值 , 因为 这 时 依赖 于 场 的 不 只 是 矢量 GG, 
而 且 还 有 张 量 光 的 各 分 量 
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如 果 把 两 种 波 中 的 和 失 量 D 表示 为 Di 和 D, 则 所 得 到 的 关系 式 可 以 写 
为 
Di:D; = DisD}, + DiyD}, =0. 


这 种 关系 式 是 在 将 厄 米 张 量 (在 现在 的 情况 下 为 张 量 mag) 约 化 为 对 角形 式 时 
产生 的 本 征 矢量 的 普遍 性 质 . 


图 57 


矢量 G 和 张 量 wy 的 分 量 为 磁场 强度 的 函数 . 如 果 ( 像 通常 发 生 的 那样 ) 
磁场 是 比较 弱 的 , 则 可 以 展开 为 场 的 客 级 数 . 当 磁场 不 存在 时 , 矢量 G 等 于 零 ; 

因此 , 在 弱 场 内 可 以 令 
Gi = fir Hey, (101.15) 


式 中 fi 为 二 秩 张 量 , 它 在 一 般 情 况 下 是 非 对 称 的 . 这 种 依赖 关系 的 形式 和 普 
遍 规则 一 致 , 按照 普遍 规则 , 在 透明 介质 内 反对 称 张 量 7 (以 及 张 量 e%) 的 分 
量 必须 是 互 的 育 函 数 . 而 对 称 张 量 my 的 分 量 则 是 磁场 的 偶 男 数 . 因此 , mi 
中 打头 的 那些 修正 项 , 与 场 不 存在 时 的 值 比较 , 为 场 的 二 次 项 ，( 在 (101.9) 中 
略 去 这 些 项 后 , 我 们 就 只 有 7 = e 先 "). 

在 波 矢 量 为 任意 方向 的 普遍 情况 下 , 磁场 对 光 在 晶体 内 的 传播 影响 很 小 ; 
只 引起 很 小 的 振动 椭圆 率 , 振动 的 偏振 椭圆 轴 长 比 很 小 (为 场 的 一 阶 小 量 ). 

就 磁 光 效应 特征 而 言 , 只 有 光 轴 方向 (和 其 邻近 方向 ) 是 一 个 例外 , 在 这 
些 方向 上 , 当场 不 存在 时 , n 的 两 个 值 是 相等 的 . 于 是 方程 (101.12) 的 根 和 这 
些 值 只 相差 一 个 一 阶 小 量 包 , 因而 所 发 生 的 效应 类 似 于 各 向 同性 物体 内 的 效 
应 , 我 们 现在 就 来 研究 它们 . 

各 同 同性 物体 以 及 立方 唱 系 晶体 内 的 磁 光 效应 , 由 于 它们 的 独特 性 , 又 有 
较 大 数值 , 因而 具有 特别 意义 . 

略 去 二 阶 小 量 以 后 , 我 们 得 到 my = e716ix, 其 中 es 为 磁场 不 存在 时 各 问 
”” @ 注 意 (101.12) 式 的 两 个 根 这 时 相互 不 等 , 在 几何 上 , 这 表明 波 矢量 表面 的 内 腔 和 
外 腔 是 完全 分 开 的 . 
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同性 介质 的 介 电 和 常量. D 和 瑟 之 间 的 关系 为 
D=eEp+iEkxyg, (101.16) 
而 且 在 同一 近似 下 , 矢量 g 与 G 的 关系 为 
G- -59. (101.17) 
在 各 向 同性 物体 中 g (或 G) 对 外 磁场 的 依赖 关系 归结 为 简单 的 比例 关系 : 


9 一 fH:; (101.18) 


标量 Se 0 
率 . i 


1 ] 
i 
2 
或 者 在 同样 精确 度 下 ， 
人 nneren | (101.19) 


记得 z 轴 选 在 矢量 nw 方向, 可 以 在 同样 精确 度 下 把 这 个 公式 写成 拓 量 形式 : 


| 2 


由 此 看 出 , 波 矢 面 在 现在 情况 下 为 两 个 半径 为 no 的 球面 , 球 心 分 别 从 坐 
标 原点 沿 G 方向 移动 了 + 
n 的 两 个 值 中 每 一 和 /于 各 自 的 波 的 偏振 即 


D; = FiD,, (101.21) 


式 中 正 负 号 与 (101.19) 内 的 正 负 号 相对 应 . 当 D; 与 D, 之 间 的 相位 差 为 干 r/2 
时 , 它们 的 大 小 相等 表明 波 是 圆 偏 振 的 , 如 果 沿 波 矢 方向 看 去 , 矢量 D 的 旋转 
方向 分 别 为 逆 时 针 或 顺 时 针 方 向 (或 者 按 习 惯 说 法 ,分别 为 右 旋 偏 振 波 或 左旋 
偏振 波 ). 

左旋 偏振 波 和 右 旋 偏振 波折 射 率 的 不 同 , 导致 在 旋 性 物体 表面 上 折射 时 
产生 两 种 圆 偏振 的 折射 波 , 这 种 现象 称 为 双 圆 折射 . 

设 线 偏振 平面 波 垂直 人 射 到 物质 的 平行 平面 屋 上 (厚度 为 0). 我 们 选择 入 
射 方向 为 z 轴 , 入 射 波 内 的 矢量 巨 = DD 的 方向 为 x 轴 . 于 是 线性 振动 可 以 表 
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示 为 旋转 方向 相反 的 两 个 圆 振动 之 和 , 它们 之 后 在 波 矢 不 同 (k+ = (三 ) ms 
的 物质 层 内 传播 . 假定 波 的 振幅 等 于 1, 我 们 得 到 

1 . ] | 

es 0 eu 2 到 LE | 

或 者 引进 

k= (ki +k)/2, x=(k: —k)/2, 
得 到 

D, i 人 稚 SB = eikz COS 3x2， 

Dy = a 下 i eicz sin x%, 
当 波 从 物质 层 内 出 射 时 , 我 们 得 到 


万 
万 = tan xl = tan (1 ) | (101.22) 


这 个 比值 为 实数 表明 , 这 个 波 仍 然 为 线 偏 振 波 , 但 偏振 方向 相对 于 原来 的 方向 
已 有 转动 ( 称 为 法 拉 第 效应 ). 仿 振 平面 转动 的 角度 与 流 所 经 过 的 路 程 成 正比 ; 
在 波 矢 方向 单位 长 度 上 这 个 角度 为 


“9 cos 0， (101.23) 
2c7z0 





其 中 0 为 nn 与 g 间 的 夹 角 . 

应 注意 的 是 , 当 磁 场 方 向 给 定时 , 偏振 平面 的 旋转 方向 (相对 于 nn 方 同 而 
言 ) 在 nn 变 号 时 改变 为 相反 方 同一 一 即 右 旋 变 成 左旋 , 或 者 反 过 来 . 因此 , 乔 
射线 通过 同一 路 程 两 次 (来 回 ), 则 偏振 平面 的 总 转动 为 通过 一 次 时 的 二 售 . 

当 0 = 5 ( 波 矢量 垂直 于 磁场 ) 时 ，(101.19) 式 描 写 的 场 的 线性 效应 消失 
(这 与 上 述 的 普遍 规则 一 致 , 即 矢量 g 的 全 部 分 量 中 , 对 光 传 播 有 影响 的 只 是 
它 在 n 方 向 上 的 投影 ). 因此 , 当 9 接近 5 时 , 还 必须 考虑 到 与 场 的 平方 成 比 
例 的 项 . 特别 是 在 张 量 7 内 必须 计 及 二 次 项 .由 于 对 场 方向 是 轴 对 称 的 , 因而 
对 称 张 量 7 的 两 个 主 值 相等 (如 同 单 轴 曲 体 的 情况 ). 下 面 我 们 选择 x 轴 为 
磁场 方向 , 并 且 将 平行 于 和 垂直 于 磁场 方向 的 7 的 主 值 分 别 用 媳 和 从 表 
示 , 于 是 差 值 川 一 9 与 H? 成 正比 . 

我 们 现在 研究 n 和 g 互相 垂直 时 所 发 生 的 二 次 效应 ( 称 为 科 顿 - 穆 顿 效 
应 ). 在 这 种 情况 下 , 在 (101.11) 和 (101.12) 式 内 , 我 们 有 Gs = 0, 而 mi 和 noz 
分 别 等 于 WH 和 mi. 因此 , 在 其 中 的 一 种 波 内 ， 


n=mN, Dy,y=0; 
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这 个 波 是 线 偏振 的 , 矢量 DD 的 方向 与 x 轴 平 行 . 在 另 一 种 波 内 ， 


全 12) 三 U， 


亦 即 其 中 DD 沿 y 轴 方 向 . 假设 线 偏 振 光 垂直 入 射 到 与 磁场 方向 平行 的 物质 的 
平行 平面 层 上 , 于 是 透 入 物质 的 光 的 两 个 分 量 (矢量 DD 分 别 在 zz 和 yz 平面 
内 ) 以 不 同 n 值 传播 . 结果 从 物质 层 咏 一 面 出 来 的 光 为 椭圆 偏振 光 . 

最 后 , 我 们 研究 发 生 在 具有 与 (恒定 ) 磁场 成 线性 关系 的 旋光 矢量 (101.15) 
的 介质 中 的 一 个 独特 的 效应 : 非 磁 性 透明 介质 被 交 变 电场 所 人 磁化 ( 皮 塔 耶 夫 斯 
基 , 1960). 

我 们 将 从 普遍 公式 (31.6) 


出 发 , 而 且 考 虑 由 公式 (80.11) 给 出 的 交 变 电场 对 UU 的 贡献 . 根据 对 热力 学 量 
的 小 增 量 定理 , 在 介 电 常量 发 生 小 改变 时 这 一 贡献 的 变化 87 与 自由 能 的 变 
化 5F 相同 (通过 相应 的 变量 表示 ). 在 将 公式 (14.1) 以 显然 的 方式 推广 到 各 
向 异性 介质 后 , 对 于 SF 可 以 使 用 该 式 . 关于 这 个 公式 在 有 色散 的 透明 介质 中 
对 于 交 变 场 (而 不 是 像 在 814 那样 只 对 恒定 场 ) 仍然 正确 一 事 , 已 经 在 881 提 
到 中 . 因此 , 我 们 有 





一 VY Do D; DY 
© | 一 和 1 一 0 1 Cen 
y 5 16X 16X 


( 式 中 多 出 的 一 个 1/2 因子 是 因 使 用 了 到 的 复数 表示 ) ; (101.24) 式 的 后 一 个 
等 式 的 来 源 , 是 因为 从 定义 sim = 5ix, 我 们 有 siiSmx = 一 m5en 中 . 
将 介 电 稼 量 的 变 分 理解 为 恒定 人 磁场 改变 的 结果 , 我 们 写 出 


(101.24) 





B OUo Onigp DiD? 
4x OH 6H 16nx 
其 中 页 与 无 电场 时 的 介质 有 关 .， 如果 介质 本 身 是 非 磁化 的 (4 = 1), 则 有 
800/0H = -有 H/(4n). 此 时 磁化 强度 M = ( 瑟 - 互 )/(4r) 等 于 














@ 我 们 提醒 读者 , 这 里 UU 上面 的 “~” 符号 针对 的 是 磁 变 量 而 不 是 电 变 量 ! 为 了 简 
化 书写 , 我 们 舍 去 了 上面 的 时 间 平 均 符号 . 

@ 为 要 直接 导出 公式 (101.24), 应 当 以 研究 充满 电介质 的 共振 腔 来 代替 在 881 研究 
过 的 振荡 回路 . 计算 出 在 介 电 常量 有 小 变化 时 的 频率 改变 (参见 890 中 的 习题 4) 并 利 
用 浸 渐 不 变量 定理 , 我们 可 以 求 得 共振 腔 的 能 量变 化 . 
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在 没有 外 磁场 时 导数 mik/6 互 应 当 取 五 =0 时 的 值 . 使 用 (101.6) 式 和 
(101.15) 式 给 出 的 mix, 我 们 最 终 得 到 由 交 变 电场 产生 的 磁化 强度 的 以 下 表达 
3 


Mi 二 一 a Dr; (101:25) 
它 与 电场 成 平方 关系 . 如 果 没 有 磁场 , 介质 各 向 同性 , 则 有 fr = fom, 且 此 时 
入 二 (101.26) 

167n 


对 于 线 偏振 场 , D 矢量 可 以 仅 与 实数 相差 一 个 位 相 因 子 ; 此 时 妃 与 D* 
共 线 , 而 且 表 达 式 (101.25) 或 (101.26) 为 零 . 因此 , 只 有 在 旋转 电场 的 作用 下 
才 产 生 磁 化 . 在 某 种 意义 上 , 这 个 效应 与 在 磁场 中 偏振 平面 转动 效应 相反 并 可 
用 同一 个 张 量 fix 表示; 所 以 称 为 逆 法 拉 第 效应 . 


习 题 


1. 试 通过 直接 计算 证 明 , 在 透明 旋 性 介质 中 传播 的 波 的 时 间 平 均 坡 印 亭 
矢量 的 方向 与 群 速度 方向 相同 . 
解 : 根据 (59.9a) 式 
二 和 Re(E x 


其 中 羽 和 万 均 以 复数 形式 表示 . 采用 类 似 于 推导 (97.16) 式 的 步骤 , 将 (97.15) 
式 分 别 乘 以 BR* 和 HH*: 
E*.8D= H*.SH+(E* x H).:n 
H*.SH=D*.SE+(Ex H*).Sn 
将 两 式 相 加 , 并 注意 到 由 于 张 量 eix 的 厄 米 性 : JB* .56D = D* .5E, 我们 求 得 所 
需 结 采 : 


Sn. Re(E* x H)=0. 
2. 试 求 从 真空 入 射 到 磁场 内 各 向 同性 物体 表面 的 光线 折射 时 的 方向 . 
解 : 射线 矢量 8 的 方向 由 波 和 拓 面 的 法 线 定 出 ; 将 (101.20) 式 左 端 对 矢量 nn 
的 分 量 求 微 商 , 我 们 发 现 ,矢量 s 与 nn 土 g/2no 成 正比 . 这 个 表达 式 的 绝对 值 
的 平方 等 于 md; 因此 , 射线 方向 上 的 单位 矢量 由 下 式 给 出 : 


S 1 1 
:二 (n+ 于 9) 6 
我 们 用 0 表示 入 射 角 . 一 般 说 来 , 折射 光线 不 在 入 射 面 内 , 它们 的 方向 由 
与 表面 法 线 方向 所 成 的 0 角 和 从 入 射 面 算 起 的 方位 角 yp' 所 决定 . 我 们 选择 
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入 射 面 为 zz 平面 , 其 z 轴 王 直 于 发 生 折 射 的 表面 . 折射 时 波 矢 的 分 量 ns,n， 
仍然 保持 不 变 . 而 在 入 射 光 线 内 , 它们 等 于 ns = sin0,ns = 0. 把 这 些 值 代入 
(1) 式 内 ,就 得 到 单位 矢量 = 的 分 量 和 Vy 分 量 ,它们 直接 给 出 折射 光 的 方向 
a 
sin0 cosw = 人 sin 0 土 5189， 


1 
sin O'sinw’ 三 :十 二 0， 
2n6 4 


若 入 射 角 不 太 小 , 则 方位 角 w' 很 小 ,并且 可 以 写 为 


p! ce yy sing gz 








。 mm/ 
一 Si 二 9 
2no sing 720 2721 


当 重 直入 射 时 (0 = 0), 我 们 选择 Xz 平面 通过 矢量 g; 于 是 oj =0, 而 0 为 


0 ~ sng = +3ra0° 
虽然 这 个 公式 内 并 不 包含 gs, 但 是 如 果 gs = 0, 这 个 公式 不 再 适用 , 因为 nn 和 
9 互相 垂直 时 , 不 能 对 场 采 用 线性 近似 . 

3. 试 求 线 偏振 光 从 真空 内 和 王 直 入 射 到 因 磁 场 而 变 得 各 向 异性 的 物体 表 
面 时 反射 光 的 偏振 . 

解 : 在 重 直 入 射 时 , 波 夭 方向 在 波 进 入 第 二 种 介质 时 仍然 保持 不 变 . 因此， 
在 三 种 波 内 (入 射 波 、 反 射 波 和 折射 波 ), 矢量 及 都 平行 于 分 界面 (zy 平面 ). 
至 于 电场 矢量 五, 在 入 射 波 和 反射 波 内 , 它 也 平行 于 zy 平面 , 但 在 折射 波 内 ， 
虽然 马 ; 关 0, 但 思 和 及 的 x 分 量 和 % 分 量 间 的 关系 和 在 各 向 同性 物体 内 相 
同 (Hjs = 一 nB,, Hy = nBz). 若 入 射 波 的 偏振 和 各 向 异性 (折射 ) 介质 内 沿 nn 
方向 传播 的 两 类 波 中 的 一 类 波 的 偏振 相同 , 则 只 产生 具有 这 种 偏振 的 折射 波 . 
于 是 在 这 些 条 件 下 , 问题 在 形式 上 变 得 和 从 各 向 同性 物体 上 反射 的 问题 相同 ， 
并 且 反 射 波 和 入 射 波 内 的 场 Bl 和 Eo 由 下 式 联系 起 来 : 


“Ep,, (2) 


Ei = 
1+n 





式 中 nn 为 相应 于 上 述 偏 振 的 折射 率 . 
线 偏 振 可 以 看 成 是 旋转 方向 相反 的 两 个 圆 偏振 爱 加 的 结果 ; 如 果 在 入 射 
波 内 , Eo 平行 于 z 轴 , 则 可 以 写 为 Bo = BI 十 Ej, 其 中 


| 1 | 
Po 3Bo, Por= -ibo,= 5b 
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对 于 Bj ,Ej 波 中 的 每 一 个 波 ,利用 (1) 式 (其 中 m+ 由 (101.19) 式 给 出 ), 我 们 
得 到 








Fo 1] 二 元 半 ] —n_ 

Elz = — "| 富 
a 
ibo 


Fp ie | 0CcosO 
2 2 1 ni 和 no(l + no 


(9 为 入 射 方 向 与 和 失 量 g 之 间 的 夹 角 ). 由 此 看 出 , 反射 波 是 椭圆 偏振 的 , 椭圆 
的 长 轴 在 x 轴 上 ,而 短 轴 与 长 轴 之 比 等 于 








9 CoS0 
no(néd 一 1) 
4. 试 确定 高 频 时 回转 矢量 依赖 于 频 举 的 极限 形式 . 
解 : 计算 和 878 中 进行 的 计算 相似 , 所 不 同 的 只 是 在 电子 (电荷 e = 一 |e|) 
的 运动 方程 内 必须 增加 由 恒定 外 磁场 五 所 引起 的 洛 伦 座 力 : 
dv/ 


7 儿 一 一 一 上 


e 
9 —1lwt by H. 
dt Ue 和 


在 满足 w 写 |el[H/(mc) 的 条 件 时 , 这 方程 可 用 逐次 近似 法 解 出 . 精确 到 五 的 
一 次 项 , 我 们 得 到 


: 2 
六 e 





ExH 

TN m2w2e x ) 
然后 我 们 求 得 形 为 

D=ew)E+if(w ExH 


的 电感 应 强度 , 式 中 的 e(w) 和 (78.1) 式 相 同 ,而 


4nxNes el de 
fo) = -让 


cm2w3 2mc dw 





(H. 贝克 勒 尔 , 1897)， 
8102 力 光 现 象 


除了 电光 和 磁 光 效应 外 , 还 存在 在 外 部 作用 下 介质 光学 对 称 性 改变 的 其 
他 情况 . 


这 首先 包括 弹性 形变 对 固体 光学 性 质 


I 影响. 特别 是 , 由 于 形变 的 结果 ， 
各 向 同性 固体 可 以 变 得 光学 各 向 异性 . 对 这 种 现象 的 描写 是 通过 在 sik(w) 内 


引入 与 形变 张 量 分 量 成 正比 的 附加 项 . 相应 公式 和 描写 静 介 电 常 量 的 (16.1) 
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式 和 (16.6) 式 完 全 相同 , 所 不 同 的 只 是 其 中 的 系数 现在 是 频率 的 函数 . 例如 ， 
各 问 同 性 物体 形变 时 ， 


Eik = E06in 十 aituik + Qoundik. (102.1) 


系数 a1(w) 和 az(w) 称 为 弹 光 常量 . 
男 一 种 情况 是 在 韭 均匀 运动 流体 内 发 生 的 光学 各 问 异 性 . 相应 的 介 电 张 
量 的 普遍 表达 式 是 


Se ( 侣 本 2 ) + 5 ( 守 有 过 ) | (102.2) 


它 表 示 si 展开 为 速度 v(7) 的 导数 的 震级 数 的 头 几 项 . 无 吸收 条 件 (ei 是 万 
米 型 的 ) 要 求 系数 Xi(w) 和 Xa(w) 为 实数 . sto(w) 为 静止 流体 的 介 电 常量 . 在 
不 可 压缩 流体 内 , 9v1/ az = divv = 0，(102.2) 式 最 后 两 项 缩 并 时 变 成 零 . 

在 研究 运动 流体 的 电磁 性 质 时 , 必须 联合 应 用 运动 介 电 体 电动 力学 公式 
(76.9) 一 (76.11) (速度 v 与 坐标 有 关 ) 以 及 (102.2) 式 . 但 是 这 时 必须 略 去 同时 
包括 速度 及 其 导数 的 各 项 , 因为 它们 已 超出 了 公式 的 精确 度 范 围 . 

(102.2) 式 右 端 第 二 项 和 第 三 项 对 下 角 标 i 和 有 分 别 是 对 称 的 和 反对 称 
的 . 当 流 体 整 体 地 匀速 转动 时 , v = 1 xm (0 为 转动 角速度 ), 对 称 项 变 为 零 . 
反对 称 项 形式 为 ieirif2, 即 介质 变 成 回转 矢量 为 


9 二 A202 (102.3) 


的 旋 性 介质 . 量 和 s 包括 来 自 两 种 效应 的 贡献 : 介 电 常量 的 色散 和 科 里 奥 利 力 
对 它 的 影响 . 
在 与 给 定 流体 元 一 起 运动 的 参考 系 内 ，( 在 实验 室 参 考 系 中 的 ) 单 色 波 的 
振幅 Eo 以 角速度 -8 转动 , 亦 即 成 为 满足 方程 
OEo 


or 人 Eo 
的 时 间 函 数 . 在 这 个 意义 上 波 成 为 准 单 色 波 , 其 中 和 五 的 关系 由 公式 
ER 。 (w) OEo —iwt 
D=e(w)E+ i (102.4) 


给 出 (这 个 公式 的 推导 与 公式 (80.10) 推导 的 差别 仅 在 于 现在 f(w) = s(w)). 将 

导数 020/ 9t 之 值 代入 上 式 并 将 结果 与 (101.16) 式 中 的 回转 矢量 g 的 定义 比 

较 , 我 们 得 到 色散 对 和 2 的 贡献 等 于 de(0)/dw (M. A. 普 雷 耶 , 1976). 
如 果 现 在 将 Xa 表示 为 

deto) 


和 op 一 十 i 


(102.5) 
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的 形式 , 则 ”只 与 科 里 奥 利 力 有 关 (与 2 成 线性 关系 )， 
大 家 知道 , 在 转动 参考 系 内 差 值 


HE' =. 光一 .Ac 


起 系统 哈密 顿 量 的 作用 , 其 中 . 交 和 .Uneen 为 系统 的 通常 的 能 量 算 符 和 角 动 
量 算 符 (参见 本 教程 第 五 眷 834). 转动 介质 的 介 电 篆 量 原则 上 应 按照 这 个 哈 
密 顿 量 计 算 . 不 过 这 个 表达 式 与 磁场 内 精确 到 五 线性 项 的 系统 哈密 顿 量 


WW=MB-NM:H 


相似 , 其 中 .NH 为 磁 矩 算 符 (参见 本 教程 第 三 卷 8113). 如 果 在 给 定 频率 范围 内 
对 介 电 篆 量 的 贡献 只 是 由 原子 中 的 电子 产生 的 , 则 这 种 相似 性 是 精确 的 . 此 时 


NM =e/(2mmcj.Ureseh (e = |e| 为 电子 电 三 ) 且 两 个 哈密 顿 量 相互 之 间 的 差别 只 
在 于 将 1 换 作 e 五 /(2mce). 所 以 很 清楚 , 在 这 种 情况 下 将 有 


MY (w) = ~ f(w), (102. 6) 


其 中 f(w) 由 公式 (101. 18) 确定 (H.B. 巴 兰 诺 娃 , B. 5 泽 尔 多 维 奇 , 1978) 中 ， 

与 系数 Xi 相关 的 效应 在 诸如 含有 各 向 异性 形状 粒子 的 悬浮 液 及 胶体 溶 
液 中 有 显著 的 大 小 . 此 时 效应 与 速度 梯度 对 悬浮 在 液体 中 的 粒子 的 取 癌 作用 
有 关 . 均匀 转动 不 具有 这 样 的 取向 作用 , 所 以 在 当前 情况 下 xz < 和 i, 而且 
(102.2) 式 右 端 最 后 一 项 可 以 舍弃 . 含 N 的 那 项 所 描述 的 效应 称 为 麦克 斯 韦 

在 结束 本 节 时 , 我们 注意 到 含 Ai 的 项 并 不 满足 广义 动 理学 系数 对 称 性 原 
理 , 按照 该 原理 本 来 应 该 有 sik(wiu) = eki(w; 一 2) (因为 v 是 在 时 间 反 演 时 变 
号 的 参量 ). 但 是 , 这 并 不 必要 . 原因 是 , 当初 推导 这 个 原理 时 假设 了 我 们 研究 
的 系数 所 摘 写 的 过 程 是 系统 内 能 量 耗 散 的 唯一 来 源 . 而 在 现在 的 情况 下 , 除 
了 在 波 的 交 变 电磁 场 中 的 耗 散 外 ,还 有 为 外 一 个 耗 散 源 , 这 个 耗 散 源 与 电磁 场 
室 无 关系 , 它 是 液体 非 均 匀 流 中 的 内 摩擦 . 从 广义 响应 理论 的 观点 看 , 含 Ai 的 
项 描写 系统 对 非 线 性 相互 作用 - - -电场 五 和 速度 梯度 同时 对 电感 应 强度 的 贡 


与 此 相关 我 们 要 强调 指出 , 其 实在 经 典 ( 非 量子 ) 理论 中 已 经 可 以 有 不 为 零 的 
Ms 系数 存在 . 在 经 典 理论 框架 内 ,已 知 的 有 关 物 体 热力 学 性 质 与 均匀 转动 的 科 里 奥 
利 力 无 关 的 论证 ( 见 本 教程 第 五 卷 834) 仅 与 统计 平衡 性 质 有 关 . 而 w 关 0 时 的 介 电 党 
量 表征 的 是 物体 的 非 平衡 动 理学 性 质 . 
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献 一 一 的 响应 包 , 液体 整体 的 均匀 旋转 与 附加 耗 散 没有 关系 ; 因此 , 在 存在 这 
种 转动 的 (102.2) 式 中 , 含 和 2 的 项 满足 对 称 性 原理 : sik(w; 8) = epi(w; 一 02). 


习 是 


试 确定 平行 于 旋转 介 电 体 旋 转轴 传播 的 波 的 偏振 面 的 旋转 . 

解 : 问题 归结 为 确定 一 个 回转 矢量 , 它 由 两 部 分 相 加 而 成 : 第 一 部 分 是 由 
介 电 常量 的 改变 及 其 色散 对 (102.3) 式 的 贡献 ; 第 二 部 分 是 与 速度 出 现在 关系 
式 (76.10) 和 (76.11) 内 有 关 的 “运动 学 ”部 分 ; 第 二 部 分 正 是 需要 计 自 的. 

在 麦克 斯 韦 方程 


rot B=EB, rH=-<D, dvB=0, dvD=0 (1) 
C (中 


中 , 根据 关系 式 (76.10) 和 (76.11), 我 们 通过 妃 和 琅 表 示 马 和 B (1=1), 此 
后 对 它们 作 变 换 , 我 们 取 第 一 个 方程 的 旋 度 并 使 用 其 余 方程 , 得 到 


一 二 ] —1 
— rot rot(v x 五 ) 十 计 ) 
本 


rot(Dxwv)=0 (2) 








2 
ye 
[i 


(这 里 我 们 相应 于 本 节 正 文中 的 标记 将 st0) 写作 es ). 由 于 所 有 的 公式 只 在 精 
确 到 ww 的 一 阶 项 情况 下 正确 , 故 略 去 所 有 高 阶 项 . 

方程 (2) 左 端 最 后 两 项 给 出 所 要 寻求 的 效应 . 我 们 将 这 两 项 展开 , 代入 
Vv 二 人 2 x7; 此 时 有 


rot(v x H)=—H x 2, rot(Dxwv)=Dx 2. 


完成 这 些微 分 操作 后 , 剩 下 来 的 所 有 量 的 坐标 依赖 性 归结 为 乘 数 因子 ee7，, 而 
且 肛 | (根据 习题 所 给 条 件 ). 最 后 , 注意 到 在 vv 的 零 级 近似 下 , 我 们 有 通常 的 
关系 式 及 二 ck x 万/w,k? = sw /jc 计算 后 导致 方程 (2) 取 形 式 





: 三 
AD4— Do DX 
C CG 
a 2i(€E— 1 
( 癌 - 言 ) PD- Dx9=0 (3) 
(7 NL (WE 


其 中 ni 二 6 而 nh 为 旋转 物体 的 折射 率 . 将 (3) 式 与 (101.11) 及 (101.17) 比较 ， 
我 们 求 得 所 要 寻找 的 对 回转 矢量 的 “运动 学 ”贡献 等 于 
1 
@ 原则 上 还 存在 相似 种 类 的 其 他 效应 .例如 , 在 没有 反 演 中 心 的 导电 介质 中 , 在 ei 
中 允许 存在 形 为 6ixE. 互 或 HiEi + HnBi 的 履 张 量 项 ,其 中 忆 和 五 为 恒定 外 场 (H.B. 


巴 兰 诺 娃 , IO. B. 波 格 丹 诺 夫 , B. 1. 泽 尔 多 维 奇 , 1977). 重要 的 是 , 这 些 形式 上 破坏 了 
对 称 性 原理 的 项 仅 可 能 在 导电 介质 中 存在 ,其 中 恒定 电场 引起 附加 的 耗 散 . 
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(E. 费 米 , 1923). 波 的 偏振 面 的 转动 由 总 矢量 


于 2 1) de (O) 
9 一 | 2 于 (2 


确定 . 我 们 注意 到 , 在 高 频 极 限 下 , 此 时 物质 中 原子 的 电子 可 当 作 自由 电子 , < 
由 表达 式 (78.1) 给 出 , 上 式 花 括号 中 的 前 两 项 相 消 . 
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今 为 止 , 在 讨论 物质 的 介 电 性 质 时 , 我 们 都 假定 电感 应 强度 D(t,7) 取 
Re 点 、 但 0 不 只 是 同一 时 刻 t 而 是 所 有 先前 时 刻 
t' <t 的 电场 强度 巨 (t',7). 这 样 的 假设 并 不 永远 正确 . 一 般 情 况 下 , D(t,7) 之 
值 依赖 于 7 点 周围 某 一 空间 区 域 的 E(t',7') 之 值 . 此 时 , 用 以 描述 万 与 瓦 之 
间 线 性 关系 的 是 表达 式 (77.3) I Jos 


Dat rr) = (tr 1 fig (Tr Tr Er(t = 7rdV'dr: (103.1) 


这 里 已 将 这 x 个 关系 式 表示 为 相对 于 各 向 异性 介 质 的 形式 . 这 种 非 局 域 关 系 就 
是 通常 所 谓 的 空间 色散 (与 此 相关 的 在 877 研究 过 的 通常 的 色散 称 作 时 间 色 
散 或 频率 色散 ) 的 表现 . 对 于 与 时 间 t 的 依赖 关系 由 因子 e-“! 给 出 的 场 的 单 
色 分 量 , 这 个 关系 所 取 形 式 为 

Di(7) = Ei(7)+ i (w;r, Tr) Er(r)dV.. (103.2) 


我 们 马上 发 现 , 在 大 多 数 情况 下 空间 色散 所 起 的 作用 远 比 时 间 色 散 所 起 
的 作用 小 . 理由 是 对 于 通常 的 介 电 体 , 积分 算 符 的 积分 核 fi 在 仅 比 原子 尺度 a 
大 的 距离 | 一 "| 上 就 已 经 大 为 衰减 . 人 
按照 定义 在 ~ a 的 距离 上 变化 应 当 很 小 . 在 一 级 近似 下 可 以 将 E(7’) s 五 (7) 
从 (103.1) 式 中 对 qd 的 积分 号 下 提出 ， 人 (77.3) 式 . 在 这 种 
情况 下 , 空间 色散 可 能 只 作为 小 修正 出 现 . 但 我 们 将 要 看 到 , 这 些 修正 可 以 导 
致 本 质 上 全 新 的 物理 现象 , 从 而 非常 重要 . 
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在 导电 介质 (金属 , 电解 质 溶液 , 等 离子 体 ) 中 可 以 出 现 另 外 的 情景 : 自由 
载 流 子 的 运动 所 导致 的 非 局 域 性 可 以 伸展 到 远大 于 原子 尺度 的 距离 . 在 这 种 
情况 下 , 在 宏观 理论 的 框架 内 已 可 能 出 现 重要 的 空间 色散 @. 

气体 中 吸收 谱 线 的 多 普 勒 展 宽 也 是 空间 色散 的 表现 . 如 果 静 止 原子 在 频 
率 wo 处 有 一 条 宽度 可 忽略 的 吸收 谱 线 , 则 对 于 运动 的 原子 , 由 于 多 普 勒 效应 ， 
这 个 频率 将 移动 量 k.wv, 其 中 wv 是 原子 的 速度 (v 入 co). 这 导致 在 气体 吸收 谱 
中 整体 上 出 现 宽度 为 Aw ~ kvr 的 谱 线 , 其 中 vz 为 原子 的 平均 热 速 度 . 同样 
地 , 这 样 的 展 宽 也 意味 着 在 大 > |w 一 wo|/vr 时 气体 的 介 电 常 量 有 重要 的 空间 
色散 . 

对 于 (103.1) 式 的 形式 必须 作 如 下 说 明 . 任何 的 对 称 性 (空间 的 或 时 间 的 ) 
考虑 都 不 可 能 排除 在 非 均 匀 交 变 磁 场 中 的 介 电 体 的 电极 化 . 与 此 相关 可 能 
生 是 否 应 当 在 (103.1) 式 或 (103.2) 式 右 端 添 加 含 磁 场 的 项 的 问题 . 但 实际 上 
没有 这 个 必要 . 理由 是 不 能 认为 场 和 B 是 完全 独立 的 . 它们 之 间 (在 单 色 
情况 下 ) 以 方程 rot E = 一 吾 相 联系 . 借助 这 个 等 式 D 对 B 的 依赖 关系 可 以 
看 作 是 对 五 的 空间 导数 的 依赖 关系 , 也 即 是 非 局 域 性 的 表现 之 一 . 

不 失 普 遍 性 , 计 及 空间 色散 时 , 完全 可 以 合理 地 将 麦克 斯 韦 方程 写 为 以 下 
形式 : 


10B 
rotE=—-—, divB=0, (103.3) 
cot 
10D 
rot B=-—, divD=)0, (103.4) 
cot 


除了 平均 磁场 强度 h = B 之 外 并 不 引进 另 一 个 量 五 . 代替 的 办 法 , 是 假定 所 
有 通过 平均 微观 电流 得 到 的 项 均 纳 入 万 的 定义 中 . 前 面 使 用 过 的 按照 (79.3) 
式 将 平均 电流 分 为 两 部 分 , 一 般 说 来 , 不 是 唯一 的 ， 在 没有 空间 色散 时 , 分 
割 由 PP 是 局 域 地 与 EE 相关 的 电极 化 这 个 条 件 确 定 . 在 缺少 这 种 关系 时 , 令 
M=0,B=H 以 及 


oP 


更 为 方便 , 将 麦克 斯 韦 方程 表示 为 (103.3) 一 (103.4) 式 的 形式 正好 与 此 相对 


@ 对 于 各 向 同性 导电 介质 ,空间 色散 可 忽略 的 条 件 对 于 横向 和 纵向 介 电 常量 是 不 
一 样 的 . 在 第 一 种 情况 下 , (103.2) 式 中 积分 核 不 等 于 零 的 特征 距离 ro 是 量 ww 或 1 中 
的 较 小 者 , 其 中 v 为 载 流 子平 均 速 度 , 1 是 载 流 子平 均 自由 程 . 对 于 纵向 介 电 常 量 ro 与 
量 v/w 或 (1w/w)!? 中 的 小 者 相同 (后 一 个 长 度 是 载 流 子 在 ~ 1/w 时 间 内 因 扩 散 沿 场 方 
向 走 过 的 距离 ; 扩散 系数 D ~ 1v). 如 果 kro 入 1 空间 色散 不 重要 . 
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应 ©. 
张 量 的 分 量 fir(w; 7,*) 是 (103.2) 式 中 积分 算 符 的 积分 核 , 它们 满足 对 称 
性 关系 式 
fikp (Wr, rT) = fpi(w;r’, Tr). (103.6) 


这 一 关系 式 是 从 896 对 于 张 量 six(w) 所 进行 的 那些 讨论 得 出 的 . 差别 仅 在 于 ， 
广义 响应 率 au 中 下 标 a 和 的 置换 既 表 示 张 量 下 标 i 和 大 的 置换 , 也 表示 
点 rr 和 7' 的 置换 , 这 种 置换 现在 导致 函数 fir(w;7,7') 中 的 相应 宗 量 的 置换 @. 

以 下 我 们 将 研究 无 界 宏观 均匀 介质 . 在 此 情况 下 (103.1) 或 (103.2) 式 中 
的 积分 算 符 的 核 仅 依赖 于 差 p =7 一 7'. 此 时 函数 DD 和 万 可 适当 地 展开 为 时 
间 以 及 坐标 的 傅 里 叶 积分 , 使 其 成 为 以 因子 expfi(k .7 一 wt)] 给 出 对 "和 +t 依 
赖 性 的 平面 波 的 集合 . 对 于 这 样 的 波 , D 和 万 的 关系 为 


DD; -一 Eik (Ww, k) BL, (103.7) 


Eik(w, KR) = Oik 十 {/ fig (7, DJeiter Rp)d3 pdr7. (103.8) 
0 


在 这 样 的 描述 下 , 空间 色散 归结 为 介 电 常 量 张 量 对 波 矢 的 依赖 . 

“波长 ”1/k 确定 场 发 生 显著 变化 的 距离 . 所 以 可 以 说 , 同 频率 色散 表示 场 
对 时 间 变 化 的 依赖 相似 , 空间 色散 是 物质 宏观 性 质 对 电磁 场 的 不 均匀 性 依赖 
程度 的 表示 . 当 一 0 时 , 场 趋 于 均匀 , 与 此 相应 , six(w,k) 趋 于 通常 的 介 电 常 
量 sik(w) 包 ， 


从 (103.8) 式 的 定义 可 见 ， 
Ss (103.9) 
这 是 关系 式 (77.7) 的 推广 . 用 因数 exx(w,k) 表述 的 对 称 性 (103.6) 现在 给 出 


eik(w, hk; $) = epi(w, —k; —S), (103.10) 


根据 以 上 所 述 , 可 以 从 某 种 不 同 的 观点 来 看 待 879 所 作 的 有 关 在 光学 频率 区 磁 
导 率 1/ 失去 意义 的 论断 . 在 这 个 区 域内 , 与 磁 导 率 不 为 1 有 关 的 效应 和 介 电 常量 的 空 
间 色 散 引 起 的 效应 区 分 不 开 . 同时 应 当 注 意 到 , 这 里 所 采用 的 PP 的 定义 (在 此 定义 下 
AM = 0) 并 不 是 唯一 的 . 在 本 章 后 面 将 要 讨论 的 无 限 均 匀 介 质 情 况 下 ,这 个 定义 是 方便 
的 . 在 其 他 情况 下 , 同时 引进 PP 和 M 可 能 更 为 适当 . 

@ 在 使 用 动 理 学 系数 广义 对 称 性 原理 时 始终 应 当做 的 是 ,如 果 物 体 处 于 外 磁场 或 
具有 和 磁 结 构 , 关系 式 (103.6) 的 右 端 必须 取 场 反 号 或 时 间 反 演 时 的 结构 . 

@ 更 准确 地 说 , 对 & 的 依赖 性 在 kro 1 时 消失 , 其 中 ro 为 fir(w,p) 显著 地 不 为 零 
的 区 域 的 尺度 . 
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其 中 以 显 式 写 人 了 外 磁场 1 (如 果 存 在 的 话 ). 如 果 介 质 具 有 反 演 中 心 , 分 量 
Eik 是 矢量 的 偶 函 数 ; 而 轴 矢 量 在 反 演 时 不 变 , 所 以 等 式 (103.10) 约 化 为 


Eik (Ww, k;D) = eri(w, k; —$). (103.11) 


空间 色散 并 没有 影响 (96.5) 式 对 能 量 耗 散 的 推导 . 所 以 无 吸收 条 件 与 过 
去 一 样 仍 通过 张 量 six(w,k) 的 厄 米 性 表达 . 

存在 空间 色散 时 , 即使 在 各 向 同 性 介质 中 , 介 电 常量 也 是 张 量 (而 非 标量 ): 
波 和 天 玉成 为 特殊 方向 . 如 果 介质 不 仅 是 各 问 同 性 的 , 而 且 具 有 有 反 演 中 心 , 则 张 
量 eix 可 以 仅 由 的 分 量 和 单位 张 量 5i4 构成 (在 没有 对 称 中 心 时 也 可 能 由 合 
反对 称 张 量 eikl 的 项 构成 ; 参见 8104). 这 种 张 量 的 一 般 形式 可 以 写 为 


kik kik 
Eik (Ww, k) 一 Et Ww, k) (8 = < 十 El(w, Re (103.12) 





其 中 sy 和 se: 仅 依赖 于 波 矢 的 大 小 (以 及 w). 如 果 电 场 强 度 五 指向 波 矢 , 则 电 
感应 强度 万 = ajE; 如 果 ElLk, 则 DD = eiB. el 和 ei 分 别称 作 纵 向 介 电 常量 
与 横向 介 电 常量 . 当 k 一 0 时 , 表达 式 (103.12) 趋 问 于 不 依赖 于 天方 向 的 取 值 
e(w)Six; 因此 显然 有 

sl(w,0) = st(w,0) = e(w). (103.13) 


借助 介 电 常量 e; 和 el 对 各 问 同 性 介质 电磁 学 性 质 的 描写 , 对 应 于 以 (103.3)， 
(103.4) 式 表示 的 麦克 斯 圳 方程 . 从 另 一 方面 看 , 当 一 0 有 旦 空间 色散 消失 时 ， 
我 们 可 以 回 到 借助 于 介 电 篆 量 s 和 的 描述 . 因此 在 各 量 之 间 存 在 确定 的 联 
系 (见习 题 1). 

公式 (103.8) 与 (77.5) 的 相似 , 使 得 我 们 可 以 把 在 877, 882 所 进行 的 解析 
性 质 研 究 的 结果 移植 到 作为 变量 w 的 复 函 数 的 每 一 个 eix(w,k) 分 量 上 去 . 它 
们 是 在 w 的 上 半 平 面 没 有 奇 点 的 解析 了 艺 数 , 并 且 满 足 (在 每 一 个 固定 值 ) 
克拉 上 默 斯 - 克 勒 尼 希 色散 关系 . 这 也 同样 适用 于 (103.12) 式 中 的 因数 el(w, 他) 
和 st(w, 丰 ). 此 时 应 当 注 意 到 , 在 去 0 情况 下 , 即使 在 导电 介质 中 , 函数 = 在 
w 一 0 时 也 不 趋 于 无 穷 大 , 因此 这 里 不 要 求 将 其 减 去 (在 推导 (82.9) 式 时 必须 
减 去 ) ; 当 w 一 0 时 导体 中 s(w) 趋 于 无 穷 大 , 这 与 静 场 的 均匀 性 ( = 0) 有 关 . 

空间 色散 透明 介质 中 电磁 场 的 时 间 平 均 (在 880 所 解释 的 意义 上 ) 能 量 密 
度 仍 由 以 前 的 公式 (96.6) 表达 ; 由 于 现在 /三 1, 故 
_ 1 [0(weix) 

167X Ow 


(假定 EB 和 B 均 表 示 为 复数 形式 ). 在 这 种 介质 的 能 流 密度 中 有 一 个 附加 项 : 


S| 


EiEx +|Bl (103.14) 








5 = 元 Re(E* x B)- 一 Ss (103.15) 
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这 个 公式 是 通过 推广 公式 (80.11) 的 推导 而 得 出 的 : 现在 需要 研究 在 不 大 的 频 
率 区 间 和 波 矢 方向 范围 分 布 的 波 (见习 题 2)， 


习 十 
1. 试 求 出 函数 s(w),Hu(w) 之 间 以 及 上 一 0 时 函数 a1(w, 尺 ,et(w, 尺 ) 的 极限 
值 之 间 的 关系 ， 


解 : 我 们 来 比较 平均 微观 电流 的 两 个 表达 式 (103.5) 和 (79.3). 对 于 单 色 
场 , 我 们 在 第 一 种 情况 下 有 





一 [Eir (WwW, k) = ix | Erk, 


PU 
而 在 第 二 种 情况 下 有 
0 = fe(w)- a 
部 宇 zle(%) E+7 WL(w)—1kxH. 


将 (103.12) 式 中 的 ejr(w,k) 代入 第 一 个 表达 式 , 而 根据 麦克 斯 韦 方程 将 五 = 
(c/wp)k x 万 代入 第 二 个 表达 式 , 并 令 两 个 表达 式 相 等 , 比较 (kk. 也) 的 项 , 我 
们 得 到 等 式 


ssw k) = e(w) + RE/ /p(w)), er(w,k) = e(w). 


由 这 个 公式 可 见 , 磁感应 率 的 存在 导致 et 中 正比 于 kh* 的 项 的 出 现 . 然而 , 重 
要 的 是 在 si 和 sl 中 ,一 般 而 言 有 其 他 的 量 级 为 12 的 项 . 如 果 含 用 的 项 是 
基本 项 , 则 引进 磁感应 率 是 有 意义 的 ,鉴于 在 分 母 中 存在 w?, 这 显然 发 生 在 
w 一 0 时 . 相反 ,正如 在 879 已 经 解释 过 的 那样 , 在 高 频 时 引进 以 没有 意义 . 

2. 试 导 出 空间 色散 介质 的 (时 间 ) 平均 能 流 密度 公式 (103.15). 

解 : 如 同 在 880 中 那样 , 从 等 式 (80.2) 出 发 , 在 其 中 令 及 = B (与 方程 
(103.3) 一 (103.4) 中 场 的 写法 对 应 ), 将 所 有 量 表 示 为 复数 形式 并 对 时 间 平 均 : 


oD 家 (1) 


BG 1 
二 
0 | De 


我 们 来 研究 歼 单 色 平面 波 , 其 中 
RW ON 
这 里 Eo(t,7) 是 空间 和 时 间 的 缓 变 函数 . 引进 算 符 


ik 一 Eik) 2 
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我 们 将 导数 9D; i/Ot 写 为 fir By, 当 这 个 算 符 村 作用 于 严格 的 时 间 和 空 间 单 色 波 
时 
fir Bk = fir br = ~—iwesg(w, k) Ebr. 


将 Eo(t,T) 展开 为 时 间 和 坐标 的 传 里 叶 积分 , 并 表示 为 形 妈 
人 


的 分 量 的 登 加 形式 , 而且 Qa < 匀 wo,g 安 ko. 其 次 , 按 推导 公式 (80.12) 那样 着 手 . 
将 算 符 (2) 作用 于 函数 


Eta,kotgq = Eoag expli(ko 十 9g) 7 一 i(wo 十 a)t], 
我 们 写 出 
人 > fiR (wo 十 Q， ko ps 区 


Ofir (wo,k Ofir(wo, k 
从 x (eo, ko) 十 和 df | Dp 


现在 进行 傅 里 叶 分 量 的 着 求 和 , 代入 fis(w,k 二 _iwen(w,k) 并 去 挤 wo 和 ko 
的 下 标 , 我 们 得 到 : 


O(weik) OPok CE 
Ow Ot “Ok 








-wen Br+ | 二 4 ei(kr—wt) (3) 


方 括号 中 的 第 二 项 使 得 这 个 和 (80.10) 式 . 将 式 (3) 代入 式 (1), 使 
该 式 具 有 能 量 守 恒定 律 的 形 式 、 

= —divs, 

Bt 


其 中 U 入 由 (103.14) 和 (103.15) 式 给 出 . 


8104 目 然 旋光 性 


如 果 空 间 色 散 很 弱 , 张 量 ei (w,k) 可 以 按 有 的 突 级 数 展开 . 对 于 通常 的 
凝聚 态 介 电 体 , 这 是 按 a/ 和 的 窜 级 数 展开 , 其 中 a 为 原子 尺度 , 入 为 场 的 波长 . 
准确 到 小 量 的 一 阶 项 , 这 种 展开 的 形式 为 


gik(w, ke) = ed) (w) 十 io， (104.1) 
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其 中 st) = eik(w,0), 而 yirt 为 某 一 依赖 于 频率 的 三 秩 张 量 ( 当 w 0 时 , 这 个 
与 对 w 的 任何 展开 都 无 关 的 张 量 的 分 量 趋 于 恒定 值 ), 与 介 电 常量 (104.1) 对 
应 的 单 色 场 (xeriw ) 中 的 九 和 已 间 的 关系 在 坐标 表象 中 的 形式 为 


OF 
D; = eB + jin. (104.2) 
Oz 


将 对 称 性 要 求 (103.10) 应 用 于 (104.1), 我 们 求 得 (在 无 外 场 时 ) : 
Yikl(W) = —Yrit(w). (104.3) 


无 耗 散 时 的 厄 米 性 条 件 给 出 yi = 一 Yrit; 利用 (104.3) 式 , 我 们 由 此 得 到 
?73 二 Wirl. 因此 , 无 吸收 条 件 要 求 张 量 Yikl 为 实 张 量 . 

如 果 依 照 897 中 引进 的 写法 , 将 平面 波 的 波 和 撩 表示 为 有 = wy/c, 则 表达 
式 (104.1) 的 形式 可 改写 为 
) CU) 


i 1—YikiN. (104.4) 


ll 
Eik 一 53 


根据 

Nini = eik191 (104.5) 
将 反对 称 二 秩 张 量 Wiki 代 之 以 与 其 对 偶 的 轴 矢 量 回 转 矢 量 g, 亦 即将 si 写 
为 
2 el0) + jeik191， (104.6) 
这 形式 上 与 8101 所 用 的 书写 方式 相同 . 区 别 在 于 , 那里 的 矢量 g 仅 依赖 于 介 
质 的 性 质 (以 及 施加 的 外 磁场 ), 而 这 里 的 回转 矢量 还 依赖 于 场 的 波 矢 . 根据 

(104.5) 式 , 这 个 矢量 的 分 量 是 n 的 分 量 的 线性 困 数 : 


9i = 9ik70K， (104.7) 
将 (104.7) 式 代 入 (104.5) 式 , 我 们 求 得 
te) 
NikIN = CikmImiN, 
C 
鉴于 n 为 任意 矢量 , 所 以 
Sin = eikrm gr (104.8) 
这 个 公式 确立 了 三 秩 真 张 量 yin 与 二 秩 碟 张 量 gix 之 间 的 关系 包 . 


物体 的 具体 晶体 学 对 称 性 给 张 量 Yiiz (或 gix) 的 各 分 量 加 上 了 确定 的 限 
制 , 特别 是 , 可 能 使 得 所 有 的 分 量 便 等 于 零 . 例如 , 在 具有 中 心 对 称 的 物体 中 张 


-El W WwW WwW 
GO 写 为 分 量 有 gxzz 一 本 = A a 二 并 
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量 iri 不 可 能 存在 . 实际 上 , 在 所 有 三 个 坐标 变 号 ( 反 演 ) 时 三 秩 张 量 (以 及 相 
应 的 二 秩 寿 张 量 ) 的 所 有 分 量 都 变 号 , 然而 物体 的 对 称 性 却 要 求 在 这 一 变换 下 
它们 不 变 . 

对 于 张 量 gix 不 为 零 的 物体 , 人 们 常 称 它们 具有 自然 旋光 性 或 自然 旋 性 . 
因此 存在 旋光 性 的 所 有 情况 都 要 求 物体 没有 对 称 中 心 . 

我 们 先 来 研究 各 和 同 同 性 物体 的 自然 旋光 性 . 如 果 液 体 (或 气体 ) 由 没有 立 
体 异 构 体 的 物质 组 成 , 则 其 不 仅 相 对 于 转动 对 称 , 而 且 相 对 于 在 任何 一 点 的 反 
射 ( 反 演 ) 也 对 称 , 于 是 自然 旋光 性 被 排除 . 只 有 由 具有 两 种 立体 异 构 体 形式 
的 物质 组 成 , 而 且 两 种 异 构 体 含量 不 同 的 液体 , 才 是 旋光 性 的 : 这 样 的 液体 不 
具有 对 称 中 心 . 
在 各 向 同性 物体 中 (同样 也 在 立方 对 称 唱 体 中 ), 帮 张 量 gi 约 化 为 奢 标 


i 


C 
9ik = fOik, Mikl = feikl. (104. 9) 


腊 标 量 是 在 坐标 反 演 时 变 号 的 量 . 在 反 演 操作 后 , 两 种 立体 异 构 体 物质 在 形式 
上 互相 转换 ; 所 以 它们 的 f 的 取 值 具有 相反 的 符号 . 

因此 , 旋光 性 各 向 同性 物体 中 回转 矢量 g = fn, 且 波 的 电感 应 强度 与 电 
场 强度 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 : 


D=edNE+ifExn. (104.10) 


因为 D .n= 0, 故 由 此 也 得 出 马 .n=0. 换 句 话说 , 在 这 种 波 里 不 仅 感应 强度 
D 是 横 的 (相对 于 方向 n 而 言 ), 而 且 在 全 部 介质 中 电场 强度 五 也 是 横 的 . 

在 计 及 物质 的 自然 旋光 性 时 , 折射 率 的 变化 是 小 量 . 所 以 在 确定 这 个 变 
化 时 , 可 以 在 (104.10) 式 的 小 项 EE xg 中 令 n = no = Vs(0), 那 时 计算 差 值 
n 一 no 的 问题 形式 上 与 8101 研究 过 的 在 磁场 影响 下 nn 的 改变 的 问题 相同 , 与 
后 者 的 差别 仅 在 于 矢量 g 的 含义 以 及 这 个 矢量 始终 平行 于 n 方 同 (8101 中 的 
2 轴 ). 所 以 , 类 似 于 (101.19), 我 们 马上 可 以 写 出 


n4 =ni+tg=n?t fno. (104.11) 
这 两 个 值 分 别 对 应 于 (与 (101.21) 式 对 比 ) E (或 D) 的 两 个 分 量 的 以 下 关系 : 
EF, = +iE,, (104.12) 


亦 即 左旋 圆 偏 振 流 和 右 旋 圆 偏振 波 . 我 们 还 要 指出 , 矢量 n 的 大 小 不 依赖 于 
其 方向 ; 所 以 n 的 方向 与 射线 矢量 s 的 方向 相同 . 
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因此 我 们 看 到 , 自然 旋光 性 各 向 同性 物体 的 光学 性 质 与 非 旋光 物体 在 磁 
场 中 所 具有 的 性 质 有 相似 之 处 : 它 具 有 双 圆 折射 , 且 线 偏振 波 在 其 中 传播 时 发 
生 偶 振 面 旋转 . 在 射线 路 径 单位 长 度 上 的 旋转 角 为 wf/2c. 

物质 的 两 种 立体 异 构 体 形态 的 了 常量 的 正 负 号 相反 , 因此 旋转 方向 也 相 
肥 : 分 别 被 称 为 右 旋 立体 异 构 体 或 左旋 立体 异 构 体 . 

与 在 磁场 中 的 偏振 面 旋转 不 同 , 在 自然 旋光 性 物质 中 旋转 的 大 小 和 方向 
者 不 依赖 于 射线 传播 的 方向 . 所 以 如 果 线 偏振 光线 在 自然 旋光 介质 的 同一 路 
径 来 回 通过 两 次 , 则 其 偏振 处 于 初始 的 偏振 面 上 . 

我 们 现在 转向 自然 旋光 晶体 .我们 这 里 不 去 系统 地 列举 所 有 可 能 的 对 称 
情况 ( 见 本 节 的 习题 ), 但 要 指出 , 尽管 对 称 中 心 存在 时 不 可 能 有 自然 旋光 性 ， 
但 在 对 称 平面 或 转动 -反射 轴 存 在 时 仍 可 能 有 自然 旋光 性 . 因而 , 我 们 要 强调 
晶体 中 自然 旋光 性 的 存在 条 件 与 允许 晶体 以 两 种 镜像 异 构 体 (左右 对 映 体 ) 形 
式 存在 的 条 件 并 不 相同 , 后 者 更 为 严 奇 , 不 仅 要 求 不 存在 对 称 中 心 , 而 且 也 不 
允许 有 对 称 平面 . 因此 晶体 可 以 是 旋光 性 的 , 同时 又 与 自己 的 镜像 相同 . 

当 具 有 任意 方向 波 矢 的 光 在 自然 旋光 晶体 ( 单 轴 或 双 轴 的 ) 中 传播 时 , 我 
们 实际 上 遇 到 的 是 线 偏振 波 的 通常 的 双 折 射 现象 ; 计 及 旋光 性 基本 上 归结 为 
将 严格 的 线 偏振 波 代 换 为 具有 非常 小 (一 阶 小 量 ) 的 长 得 轴 比 的 椭圆 偏振 波 . 

只 有 光 轴 方 问 是 例外 , 在 不 计 及 自然 旋光 性 时 , 沿 光 轴 的 菲 涅 耳 方 程 的 
两 个 根 相 同 . 在 这 些 方向 上 , 晶体 的 自然 旋光 现象 和 各 向 同性 物体 的 旋光 性 相 
似 ; 出 现 一 阶 双 圆 折射 以 及 相应 的 线 偏 振 波 偏振 面 旋转 . 当 波 矢 方 向 偏离 光 
轴 方 向 时 , 这 些 现象 迅速 消失 . 

就 定量 计算 晶体 中 的 自然 旋光 现象 而 言 , 方便 的 办 法 不 是 用 五 表示 号， 
而 是 用 DD 表示 EB (如 在 8101 中 所 作 的 那样 ). 准确 到 一 阶 小 量 这 些 公式 为 : 


EF; = e(071D, +i(D xG)， (104.13) 
其 中 G 与 先前 引进 的 矢量 g 通过 
___1 
全 ein gk 


相 联 系 (参见 (101.9)). 由 于 这 一 表达 式 与 表达 式 (101.7) 形式 上 相同 , 故而 方 
程 (101.11) 一 (101.12) 也 依然 适用 . 在 这 些 方程 中 , G; 为 矢量 G 在 n 方 同 的 
影 . 如 果 将 G 表示 为 
Cri 一 GikNk (104.14) 
的 形式 (与 (104.7) 类 似 ), 则 这 个 投影 正比 于 


nn*G = Gn: (104.15) 
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自然 旋光 晶体 的 光学 性 质 取 决 于 这 个 二 次 型 , 张 量 Css 本身 并 不 一 定 是 
对 称 的 , 但 如 果 将 它 分 解 为 对 称 与 反对 称 部 分 , 则 在 构成 (104.15) 式 时 , 反对 
称 部 分 消失 . 因此 在 研究 自然 旋光 晶体 的 光学 性 质 时 , 可 以 认为 Gis 是 对 称 的 . 


习 题 


试 求 出 晶体 对 称 性 对 张 量 Gi 的 分 量 所 加 的 限制 . 

解 : 对 于 所 有 的 转动 操作 , 履 张 量 Gik 表现 得 如 同 真 张 量 ; 特别 是 , 二 重 
以 上 对 称 轴 的 存在 , 就 像 对 于 真 的 二 秩 对 称 张 量 一 样 ,导致 在 重 直 于 轴 的 平面 
上 的 完全 的 各 向 同性 . 履 张 量 Gik 在 反射 下 的 行为 取决 于 其 与 三 秩 真 张 量 的 
对 偶 : 在 改变 二 秩 真 张 量 一 个 给 定 分 量 符号 的 所 有 反射 下 ,Gi 的 对 应 分 量 保 
桂 不 变 或 者 相反 . 例如 , 在 yz 平面 上 反射 时 , 分量 Gsz, Gyy,GzzsyGys 变 号 ,而 
Gu Gzz 则 保持 不 变 . 

以 下 我 们 给 出 在 所 有 的 允许 自然 旋光 性 存在 的 蝇 类 中 不 消失 的 Gi 的 分 
量 , 将 xz 轴 选 为 沿 3 重 、4 重 或 6 重 对 称 轴 , 或 者 泊 唯 一 的 2 重 轴 (在 Cz, Cz 
晶 类 中 ), 而 在 C, 唱 类 中 选 为 重 直 于 对 称 面 的 方向 ; 存在 三 个 互相 垂直 的 对 称 
轴 时 选 它们 为 坐标 轴 ， 

Ci 蝇 类 : Gn 的 所 有 分 量 . 

Co 晶 类 : Gz Gyy) G Ge 适当 地 选择 x,y 轴 可 使 Ga 为 堆 

Cs 晶 类 : Gsz,Gyz; 适当 地 选择 zy 轴 可 使 其 中 之 一 为 零 . 

C2u 酌 类 : Gay (zz 面 , yz 面 与 对 称 面 重合 ). 

D3 而 类 Gopy Gyyy Ga 

CO3,Ca, Ces, D3, Di, Ds 而 类 : Giz = Guly Ga 

Sa 量 类 : Gizz = 一 Gyy,Gwy; 适当 地 选择 Zi, 轴 可 使 其 中 的 一 个 量 为 零 ， 

Dza 晶 类 : Gy (z,y 轴 处 于 竖 直 对 称 面 上 ). 

TO Goa Oe 

我 们 注意 到 在 单 轴 S4 和 Dod 晶 类 中 ,， 如果 矢量 nh 洛 z 轴 方向 因为 
Gzzs = 0, 标量 (104.15) 式 为 替 ， 这 表明 在 这 些 蝇 体 中 党 光 轴 没有 自然 旋光 

在 双 轴 Cav 唱 类 中 光 轴 处 于 一 个 对 称 面 上 . 但 对 于 处 于 zz 面 或 者 yz 面 
上 的 矢量 nn, 标量 (104.15) 式 也 为 零 , 因此 这 里 沿 光 轴 也 没有 自然 旋光 效应 . 唯 
一 允许 沿 光 轴 方 向 出 现 偏振 面 旋转 但 同时 又 不 允许 左右 对 映 性 的 咒 类 是 单 儿 


Cs。 品类 . 
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在 对 称 性 不 允许 自然 旋光 性 的 晶体 中 , 其 介 电 常量 eix(w,k) 按 开 的 震级 
数 展开 的 ( 零 阶 项 之 后 ) 第 一 项 是 平方 项 

如 同 通常 在 晶体 光学 中 所 作 的 那样 ,为 了 今后 使 用 , 更 方便 的 是 将 这 个 展 
开 写 为 对 道 张 量 ms = ez! 的 展开 . 我 们 将 它 写 为 


mip = ne (ww) + Pipim (w) krkm. (105.1) 


可 以 认为 张 量 Bir1m, 相对 于 第 二 对 下 标 是 对 称 的 , 因为 它 与 对 称 乘积 kk 相 
乘 . 由 于 方程 (103.10) (其 中 5 = 0) 张 量 Birm 也 相对 于 第 一 对 下 标 对 称 : 


Bikim = Prkitm = Bikml- (105.2) 


但 是 , 它 不 应 当 相 对 于 两 组 下 标的 置换 对 称 . 无 吸收 时 , 由 张 量 mix 的 厄 米 性 
及 其 对 称 性 得 出 mi 是 实 张 量 , 今后 我 们 将 假定 仍然 如 此 . 
在 各 问 同 性 介质 中 张 量 Birwm 应 当 只 通过 单位 张 量 来 表示 , 亦 即 具有 


Dikim = PiOikO1m 十 (Bud + OplOim) 


的 形式 , 它 仅 包含 两 个 独立 分 量 . 在 各 向 同性 的 物体 中 同样 也 有 ”0 = 9)6i4， 
因此 张 量 (105.1) 的 形式 变 为 


mg = (7 + Bik?)in + Pakikk, (105.3) 


与 具有 空间 色散 的 各 问 同 性 介质 中 介 电 张 量 的 普遍 表达 式 (103.12) 一 致 . 波 
在 介质 中 的 传播 取决 于 方程 (97.21). 但 在 将 (105.3) 式 代 入 这 些 方 程 后 , 由 于 
矢量 DD 与 及 在 平面 波 中 正 交 , 含 bo 的 各 问 异 性 项 消失 , 亦 即 介质 理所当然 地 
仍 为 光学 各 向 同性 的 . 

但 是 , 在 立方 晶体 中 张 量 firwm 就 已 经 不 能 归结 为 单位 张 量 ; 依 品 类 不 同 ， 
对 于 这 些 唱 体 它 有 三 个 或 四 个 独立 分 量 . 不 计 及 空间 色散 时 立方 晶体 是 光学 
各 向 同性 的 ; 计 及 对 为 平方 的 色散 导致 晶体 中 出 现 新 的 性 质 一 一 光学 各 向 
异性 (H. A. 洛 伦 兹 , 1878). 

在 立方 晶体 中 mo = 8ix/e(0), 而 且 展 开 式 (105.1) 的 形式 变 为 








1 
Mik = ZO Oi + igim kkem. (105.4) 


将 此 表达 式 代 入 方程 (97.21) 后 , 我 们 得 到 
2 


1 1 WN 
一 一 一 0.5 一 一 一 0 D330. , 
|( 癌 六 Bp- a /Pop33| De (105.5) 
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其 中 n8 = et%), 笛 卡 儿 坐标 系 zi,za;za 的 za 轴 的 方向 沿 波 矢 方 向 . 根据 展开 
式 (105.4) 的 涵义 , 这 些 方程 方 括号 内 第 二 项 应 当 被 视 为 小 修正 (有 关 1/m2 趋 
于 零 的 特殊 情况 , 参见 8106). 此 时 在 该 项 中 可 将 nn? 换 作 m3: 


1 1 2722 
( - 二 5o6 一 -二 popss| pe=0 (105.6) 


i mg 


这 些 方程 具有 与 不 考虑 空间 色散 的 非 立 方 晶 体 中 的 波 的 方程 同样 的 形 
式 . 它们 的 行列 式 是 n-? 的 二 次 方程 , 用 以 确定 具有 同样 的 k 方向 但 偏振 不 
同 的 两 个 波 的 折射 率 . 因此 , 立方 晶体 中 的 空间 色散 消除 了 “偏振 简 并 ”一 一 两 
个 波 的 速度 变 得 不 同 且 依赖 于 波 传 播 方向 
在 884 未 尾 曾 提 到 过 在 透明 各 向 同性 介质 中 存在 纵向 电磁 波 的 可 能 性 . 
确定 这 些 波 的 频率 与 波 矢 之 间 关 系 (色散 关系 ) 的 条 件 的 严格 表述 要 求 计 及 
空间 色散 ; 这 个 条 件 为 
El(w,k) = 0. (105.7) 
在 有 很 小 时 , 这 个 方程 的 解 的 形式 为 
w(k) = wio 十 soak? (105.8) 


其 中 a 为 常量 , 而 wio 为 介 电 常量 e(w) = ei(w,0) 趋 于 零 时 的 频率 值 . 此 时 波 
的 传播 速度 
u= 一 一 一 QK (105.9) 


正比 于 波 矢 . 
习 就 
试 来 出 立方 硬 系 非 旋光 酌 体 中 张 量 Bikim 分 量 之 间 的 关系 . 
解 : 在 到 ,下 ,OO 晶 类 中 , 没有 自然 旋光 性 . 
在 到 和 有 下 晶 类 中 , 选 3 个 二 重 对 称 轴 为 x,y,z 轴 . 张 量 中 不 为 震 的 分 
量 为 : 
P1 一 Oa = Du 2 D2 一 Ds = ep = Da 


D3 一 eg 一 Dn > ep ba 一 [ep = Da = 局 


在 Oh 晶 类 中 , 3 根 C2 轴 成 为 C4 轴 , 其 结果 是 附加 了 一 个 关系 Bo = [4. 


条 瑟 ” 磺 Bs 
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在 前 面 的 两 节 中 都 把 空间 色散 效应 当 作 小 修正 , 通常 出 现 的 情况 也 确实 
如 此 . 然而 , 在 品 体 尖 锐 的 吸收 线 近 和 劳 情 况 发 生变 化 , 在 那里 根据 (84.7) 式 
stoi(w) 急剧 增 大 . 在 这 个 区 域内 考虑 空间 色散 , 甚至 会 使 物理 图 像 发 后 定性 的 

问题 在 于 , 在 介 电 稍 量 中 增加 天 的 震 次 项 , 提高 了 确定 k(w) 水 数 依赖 关 
系 的 色散 代数 方程 的 阶 数 . 因此 , 在 其 形式 解 中 出 现 附 加 根 . 在 远离 吸收 线 处 ， 
这 些 根 处 于 大 大 的 区 域 , 亦 即 处 于 理论 适用 范围 之 外 , 应 当 舍 弃 . 而 在 吸收 线 
附近 , 当天 很 小 时 介 电 稼 量 已 经 大 为 改变 , 并 可 以 出 现 具 有 真实 物理 意义 的 附 
加 根 , 也 就 是 说 出 现 新 的 横 波 . 

为 简单 起 见 ,我们 仅 限于 研究 各 癌 同 性 介质 ,并 从 介质 不 是 旋光 介质 
不 具有 自然 旋光 性 的 情况 开始 (C. H. 佩 卡尔 , B. I. 金 效 堡 , 1958). 

如 前 节 所 述 , 各 疝 同 性 介质 即使 在 计 及 空间 色散 时 也 是 光学 各 癌 同 性 的 . 
这 表明 , 在 这 样 的 介质 中 , 横 电 磁 波 的 色散 关系 由 通常 的 方程 n? = = 给 出 ,而 
且 应 当 把 s 理解 为 横向 介 电 常 量 ey: 


页 (106.1) 


在 8103 节 指出 过 , ei(w,k) 和 ei(w,k) 作为 频率 的 图 数 , 与 没有 空间 色散 的 
师 数 s(w) 一 样 满足 克拉 黑 斯 - 克 勒 尼 布 关系 .所 以 可 以 断言 , 在 吸收 线 附近 消 
数 sslw,k) 具有 如 同 在 (84.7) 式 中 一 样 的 形式 , 不 过 含有 依赖 于 大 的 常量 ; 我 
们 将 其 写 为 以 下 形式 : 

_ A(k) 

wi(k)—w 
如 果 量 4 相对 很 小 名, 则 除去 计 及 含 极点 的 项 之 外 , 在 st 中 同样 计 及 常数 项 
(与 w 无 关 ) 可 能 是 有 意义 的 ; 将 这 一 项 记 为 a(k) 并 假设 a > 0, 也 就 是 说 , 在 
远离 吸收 线 处 , 介质 是 光学 透明 的 . 理论 上 允许 在 se: 中 同时 包含 极点 项 和 党 
数 项 , 要 求 这 两 项 在 |w 一 wi| 之 wi 的 频率 范围 内 彼此 不 相 上 下 , 也 只 有 在 这 个 
范围 内 极点 表示 适用 ; 换 句 话说 , 必须 有 4 < awi. 

由 于 像 从 前 一 样 假定 天 很 小 , 可 以 将 男 数 按 其 震级 数 展开 . 此 时 将 a(%) 
和 A(k) 换 作 恒定 值 a = a(0) > 0,4 = 三 4(0) > 0, 只 在 小 差 值 wi 一 w 中 国 数 
wi(k) 的 展开 wi(k) swo 十 克 2 里 留 下 修正 项 . 此 时 介 电 和 帝 量 为 : 

A 
wo + vk — wi 


@ 例如 , 由 于 某 些 近似 的 选择 定 则 减 小 了 确定 4 值 的 矩阵 元 . 


et(w,k) A(k)>0. 


Et(w,k)=a+ (106.2) 
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我 们 注意 到 , 这 个 表达 式 作为 频率 的 图 数 在 w > wi 的 区 域内 有 零点 . 当天 =0 
时 闵 数 在 w =wio = wo 十 4/a 处 为 零 . 由 于 大 = 0 时 介 电 稼 量 s 和 si 相同 , 则 
wio 是 纵波 的 极限 (当天 一 0 时 ) 频率 (与 (105.8) 对 比 ). ei(w,k) 的 根 在 大 夭 0 
时 没有 直接 的 物理 意义 . 

色散 方程 (106.1) 现在 的 形式 为 


(rn — a)(Bn? -w+wo)= 4, (106.3) 





其 中 引入 了 标记 = zwo2/e2 = vwz/e?; 这 个 量 可 正 可 负 . 这 个 方程 的 解 可 以 看 
作 是 谱 的 两 支 波 相 交 的 结果 , 一 支 是 n? = a 的 寻常 光波 , 而 另 一 支 是 与 介 电 
常量 的 极点 相关 的 n? = (w 一 wo)/B 的 波 . 这 两 支 波 在 图 58 中 以 点 划 线 标 出 . 
强度 有 取决 于 量 4 的 这 些 分 支 的 “相互 作用 ”导致 这 些 线 分 开 吕 





图 58 


在 图 58 中 用 实 线 示意 地 标 出 了 决定 方程 (106.3) 的 根 的 m2(w) 对 w 的 依 
赖 关 系 ; 虚线 表示 未 计 及 空间 色散 的 函数 只 (w)(6 = 0). 当然 , 在 介质 中 传播 
的 波 只 对 应 于 ?2 的 正 根 人 .6 > 0 时 (图 58a) 上 面 的 实 线 出 现在 w > wo 区 , 从 
而 给 出 了 一 个 若 不 考虑 空间 色散 时 就 不 会 存在 的 附加 波 ; 当 w > wo 时 , 介质 
中 可 以 传播 两 种 不 同 的 电 做 波 . 图 58b 中 绘 出 了 6 < 0 情况 下 m2(w) 对 w 的 
依赖 关系 . 在 坐标 为 


| 4 
n2 二 a 十 oe ml (at 和 ) 


在 微观 理论 中 , 介 电 常量 的 极点 反映 了 介 电 体 中 玻 色 元 激发 一 一 激 子 的 存在 ; 党 
量 8 的 符号 与 激 子 有 效 质 量 的 符号 相同 (参见 本 教程 第 九 卷 866). 波谱 的 相应 分 支 称 
作 激 子 支 . 两 文 虚 交 叉 点 附近 的 波谱 区 称 作 电磁 耦 子 区 . 

@ 为 了 直观 , 图 中 也 绘 出 了 人 负 根 .我 们 记得, n 的 虚 值 对 应 于 介质 为 不 透明 (尽管 在 
其 中 无 吸收 ) 的 波 ; 可 以 说 , 波 从 介质 全 反射 , 
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的 点 m (该 点 dn?/dw = co, 两 个 根 汇合 ) 的 左 侧 区 域 , 有 两 个 正 根 并 且 介 质 中 
可 以 传播 两 种 不 同 的 波 . 同样 的 情况 出 现在 坐标 为 


吃 ,=o- 1/ 人 wm' 一 w0 三 一 0 (人 疝 ) 


WwW 一 CO0; 


Et 


之 间 的 区 域内 . 

如 果 量 4 不 足够 小 ,严格 地 说 , 在 (106.2) 中 保留 常数 项 是 不 合理 的 . 丢 
掉 这 一 项 ( 亦 即 在 公式 中 置 a = 0 ) 后 , 我 们 得 到 与 图 58 不 同 的 图 像 , 不 同 之 
处 在 于 , 所 有 曲线 的 水 平 渐 近 线 都 是 横 坐 标 线 (取代 了 n? = a 线 ). 这 里 不 研 
究 w>>wio 的 区 间 ， 

现在 我 们 来 研究 旋光 介质 吸收 线 附 近 的 情况 (B. 开 . 金 效 堡 , 1958). 

不 考虑 空间 色散 的 介 电 常量 s(0) 可 以 表示 为 极点 表达 式 的 形式 

4 

Wo 
我 们 现在 不 假定 系数 4 特别 小 , 与 此 相应 也 不 写 出 常数 项 . 巨 和 DD 之 间 的 关 
系 应 当 使 用 形 如 (104.13) 式 的 通过 逆 张 量 mik = ej 表示 的 公式 . 在 各 向 同性 
介质 中 


el (w) = (106.4) 





1 
E(0) 
其 中 旋光 性 矢量 写 为 G = Fn 的 形式 . 在 吸收 线 附近 张 量 ix 的 分 量 只 是 通 
过 零点 , 没有 理由 破坏 其 按 波 天 展开 的 收敛 性 . 


E=—-D+iFDxn, (106.5) 





色散 方程 的 形式 为 

a 

(让 — 二 = F2n’, (106.6) 

其 中 na = el0) (与 (101.12) 对 比 ). 将 (106.4) 式 的 at) 代入 上 式 , 我 们 得 到 方 

往 2 

1 _ 

( 训 站 2 = FfF2n2. (106.7) 

图 59 中 用 实 线 示意 地 绘 出 了 这 个 方程 的 根 ”2 对 w 一 wo 的 依赖 关系 . 其 中 之 


一 既 在 ww < wo 时 存在 , 也 在 w > wo 时 存在 ,后 一 频率 区 间 在 不 考虑 空间 色散 
时 没有 实数 值 (图 中 的 虚线 为 函数 mz(w)). 其 他 的 两 个 根 在 w < ww 时 才 存 
在 . 亦 即 只 在 坐标 为 


FP\2/3 2 \ 2/3 
se dd ey 
SR 
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的 点 m 的 左 侧 存在 .函数 n32(w) 和 ns3(w) 的 曲线 从 nj(w) 曲线 的 上 方 通 过 ， 
而 范 数 nf(w) 的 曲线 从 其 下 面 通过 . 所 以 (由 决定 波 中 电感 应 强度 万 的 方程 
(101.11) 清楚 地 看 出 ) 小 2 和 波 3 具有 一 种 符号 的 圆 偏振 , 而 波 1 则 具有 另 一 
种 符号 的 圆 偏 振 . 

最 后 我 们 强调 , 介 电 常量 的 公式 (106.2) 与 (106.4) 本 身 , 以 及 基于 这 些 公 
式 所 得 的 结果 , 仅 适 用 于 足够 远离 谱 线 中 心 的 那些 频率 : |w 一 wo| 写 ,其 中 
为 线 宽 . 当 |w -wol 筷 ?7 时, 必须 考虑 吸收 , 亦 即 考虑 介 电 和 党 量 的 虚 部 . 这 可 使 
得 物理 图 像 产生 重大 变化 . 


第 十 三 章 
非 线性 光学 


8107 非 线 性 介质 中 的 频率 变换 


前 面 各 章 中 叙述 的 电磁 波 在 介 电 体 中 传播 的 理论 , 都 建立 在 电感 应 强度 
万 与 电场 强度 五 之 间 存 在 线性 关系 的 假定 上 . 如 果 (如 实际 上 所 出 现 的 那样 ) 
电场 强度 五 比 原子 内 的 特征 场 强 值 小 得 多 , 这 一 近似 在 足够 高 的 精度 上 是 正 
确 的 . 但 是 即使 在 这 样 的 条 件 下 , D(E) 依赖 关系 中 所 存在 的 非 线 性 修正 也 会 
导致 性 质 上 全 新 的 效应 , 因此 是 非常 重要 的 . 

非 线性 介质 最 重要 的 特点 是 其 中 会 产生 具有 新 频率 的 振荡 . 例如 , 如 果 
向 这 种 介质 人 射频 率 为 wi 的 单 色 波 , 则 随 着 波 在 介质 中 的 传播 会 产生 频率 为 
mwl (m 为 整数 ) 的 波 ; 如 果 一 开始 是 频率 为 wl 和 ws 的 单 色 信号 的 集合 , 则 
随时 间 的 流逝 也 会 产生 组 合 频率 为 mwl + mws 以 及 其 他 频率 的 信号 . 

如 果 介 质 无 耗 散 , 则 频率 变换 过 程 除 了 满足 显然 的 在 所 有 频率 上 总 振动 
能 守恒 条 件 之 外 , 还 遵从 知 干 非常 普遍 的 关系 . 此 时 假定 非 线 性 是 弱 非 线性 ， 
至 于 这 个 昼 究 范 是 何 含义 将 会 在 后 面 进一步 准确 化 . 

我 们 所 要 寻求 的 关系 的 起 源 与 涵义 从 量子 论 的 观点 来 看 更 为 清楚 , 因此 
我 们 将 从 量子 论 的 观点 出 发 . 为 了 人 简化 讨论 , 我们 将 假设 系统 的 所 有 频率 都 可 
以 表示 为 两 个 不 可 公 度 的 基本 频率 wi 和 ws 的 线性 组 合 : 


wmn = MwW1 十 72， (107.)) 


其 中 m,n 为 正 的 或 负 的 整数 . 
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介质 中 的 总 辐射 能 可 以 表示 为 所 有 量子 的 能 量 之 和 : 


2 = 人 
(因为 只 有 正 频率 才 有 物理 意义 ) 
频率 变换 过 程 导致 在 能 量 守恒 条 件 下 数 Nw 随时 间 的 改变 . 所 以 
dp _ dN dN 
dt 


一 hw] m—— +hw > n 


dt dt = 





但 由 于 事先 假定 了 wi 和 ws 的 不 可 公 度 性 和 量子 数目 及 其 变化 的 整数 性 , 这 
个 等 式 要 求 两 个 单独 求 和 中 的 每 一 个 等 于 零 包 : 


dNmn _ dV 
>》 mm 本 = 0， 2 0 (107.2) 


m,n 








引入 相应 的 强度 量 相应 频率 上 辐射 的 总 能 量 多 取代 量子 的 数目 
YW n= en Ni Le 


此 时 关系 式 (107.2) 的 形式 为 


tw dt 0 > 


WwW dt 
in Mn 











= 0. (107.4) 


这 里 应 当 注 意 从 振动 的 经 典 图 像 观 点 来 看 特别 清楚 的 一 种 情况 . 说 到 和 mn 
随时 间 的 改变 时 , 我 们 只 是 指 这 个 变化 的 系统 进程 ; 换 句 话说 , 只 人 研究 按照 比 
周期 1/wi,1/w2 大 的 时 间 间 隔 平均 的 能 量 (为 此 在 (107.4) 式 中 在 多 mn 上 加 
了 一 个 横 杠 ), 也 正 是 在 这 里 要 求 非 线 性 效应 是 弱 的 : 这 些 效应 引起 的 受 激 振 
动 的 系统 增长 特征 时 间 r 必须 远大 于 上 述 周 期 . 只 有 在 这 样 的 条 件 下 , 即 


1 1 
W1 WwW?2 


时 , 全 究 对 时 间 间 隔 At 平均 的 量 的 时 间 进 程 才 有 意义 . 
等 式 (107.4) 表示 的 正 是 我 们 寻求 的 关系 式 ; 它们 以 曼 利 - 罗 定理 而 著称 
(J. M. 曼 利 , H. E. 罗 , 1956)@. 为 摆脱 求 和 时 wmn > 0 的 限制 , 仍 需 赋予 它 更 


@ 此 处 将 整数 量 的 改变 率 写 作 导 数 形式 当然 只 是 象征 性 的 . 
四 这 个 定理 的 量子 解释 是 外 斯 给 出 的 (M. T. 外 斯 , 1957)， 
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为 确定 的 形式 . 这 很 容易 做 到 , 注意 到 对 于 wmn > 0 的 每 一 个 数 对 m,n, 相应 
地 有 数 对 一 m, 一 n, 对 于 这 个 数 对 , 频率 为 负 但 具有 同样 的 绝对 值 |wmnl. 定义 


Wi Wi (107.5) 


并 将 求 和 扩展 至 从 -co 到 co 的 所 有 整数 , 我 们 理所当然 地 使 求 和 加 倍 , 但 它 
们 仍然 等 于 零 . 在 这 之 后 还 可 再 作 一 个 简化 . 在 (107.4) 的 第 -- 个 等 式 中 将 对 
m 的 求 和 分 割 为 从 0 到 co 和 从 -co 到 0 的 两 个 求 和 , 而 在 第 二 个 求 和 中 将 
m.n 换 为 一 m, 一 n. 在 (107.4) 的 第 二 个 等 式 中 对 的 求 和 做 类 似 的 变换 . 结 
果 是 我 们 最 终 得 到 : 


一 m dW mn 一 Nn dn 
和 


OO Nn 二 0 7 人 一 一 co 





定理 问 大 数目 非 公 度 初始 频率 情况 的 推广 是 显然 的 . 

振动 系统 的 具体 性 质 可 以 蔡 止 这 种 或 那 种 频率 变换 过 程 . (107.6) 式 中 
的 求 和 实际 上 只 对 所 允许 的 过 程 进 行 . 

例如 ,在 只 允许 产生 组 合 频 率 wi 十 ws 的 系统 的 最 简单 情况 , 数 m 和 nn 有 取 
值 0, 1, 我 们 得 到 : 

ldYio “ldo 1 dm 

WW Wee 
这 些 等 式 的 意思 很 显然 : 量子 iwi 和 jwo 数目 的 亏损 等 于 所 产生 量子 有 (wi 十 wo) 
数目 的 盘 余 . 
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在 弱 非 线性 情况 下 , 对 于 D 与 的 线性 关系 的 第 一 修正 是 电场 强度 二 
次 方形 式 的 . 存在 时 间 色 散 吕 时 , 这 个 修正 在 任意 各 向 异性 介质 中 使 用 类 似 于 
(77.3) 式 的 表达 式 














De = A kl (71,72) Er(t — ni)bl(t — 72)dTnidn, (108.1) 


来 表示 . 不 用 说 , 这 种 项 的 存在 对 介质 所 允许 的 对 称 性 施加 了 一 定 的 限制 ; 特 
别 是 , 如 果 介 质 在 反 演 变换 下 不 变 , 这 一 项 不 存在 . 


Q 本 章 中 我 们 处 处 忽略 空间 色散 . 
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虽然 今后 我 们 将 形 如 (108.1) 式 的 瑟 的 二 次 项 作为 典型 项 看 待 , 但 必须 指 
出 , 在 平方 近似 下 电感 应 强度 万 也 可 以 包含 五 和 万 分 量 的 双 线 性 项 以 及 五 
的 平方 项 ; 这 些 项 通常 所 起 的 作用 很 小 , 所 以 我 们 不 去 研究 它们 . 由 于 与 万 ( 醒 
依赖 关系 问题 类 似 , 我 们 也 不 去 讨论 磁感应 强度 B 对 磁场 强度 五 的 非 线 性 
引信 量 


OO 
Ei Ri( sy W2) = // ei(2171t%272) fo £1(T1, T2)dT1d72, ( 1082) 
0 


人 们 自然 地 称 之 为 二 阶 非 线 性 介 电 常 量 ( 由 于 与 形 如 (77.5) 式 的 表达 式 所 确定 
的 线性 介 电 常量 ej (w) 的 类 似 ). 它 与 被 称 为 非 线 性 响应 率 的 量 xirt = sikl /( 47) 
的 区 别 仅 为 一 个 乘 数 因 子 . 由 于 定义 式 (108.1) 中 和 和 友 的 对 称 性 , 张 量 fix1 
在 同时 置换 其 宗 量 时 对 , ! 是 对 称 的 : f(T1,T2) = fix(7T2)T). 所 以 张 量 si 
也 具有 这 样 的 对 称 性 : 


Ei,kl(W1, WwW2) = Elk( Wy, Ww1)- (108.3) 
特别 是 当 wi = wa 时 , 张 量 对 后 一 对 下 标 对 称 
Eikl( Ww) 一 Eilk (WwW WwW). (108.4) 


除 此 而 外 , 因为 函数 fir1 是 实 盟 数 (由 具有 实 的 马 和 DD 的 定义 式 (108.1) 得 
BE 


Eikl(—W1, —W2) = Si kL( ,WwW2) (108.5) 


在 研究 单 色 场 及 其 加 时 自然 会 出 现 介 电 常量 (1082). 在 非 线 性 表达 式 
中 , 这 些 场 当然 应 表示 为 实数 形式 . 例如 , 如 果 巨 是 单一 频率 w 的 单 色 场 , 那 
么 应 当 将 之 写 为 E(t) = Ref Boe-iwt}, 将 它 代入 (108.1) 式 后 得 出 表达 式 


1 5 
D2 (¢) 一 5 Re{éeiki(w, DN 未 Ey RL( Ws —w) Eoi bor}. ( 108. 6) 


这 个 表达 式 含有 二 信和 频 的 振动 ( 除 差 频 w 一 w = 0 对 应 的 常数 项 之 外 ). 在 一 
般 情况 下 , si ki(wws) 描述 与 exp( 一 iw3t) 成 正比 的 对 电感 应 强度 的 贡献 , 其 中 
Wa = WI1 十 wo. 

以 下 我 们 只 研究 无 耗 散 介质 并 称 它 们 是 透明 的 , 虽然 由 于 能 量 有 可 能 
移 到 其 他 频率 , 它们 并 非 在 真正 的 意义 上 (对 于 给 定 频率 的 没 如 此 . 我 们 还 
假设 介质 不 具有 和 磁 结 构 . 

首先 要 证 明 , 在 这 些 条 件 下 非 线性 介 电 和 负 量 是 实 的 . 如 果 将 非 线 性 啊 应 
率 张 量 的 分 量 通 过 起 小 扰动 作用 的 介质 与 场 之 间 的 电 偶 极 相互 作用 的 矩阵 元 
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表达 , 这 点 很 容易 直接 看 出 来 ; 二 阶 响 应 率 出 现在 微 扰 论 的 三 级 近似 中 .但 
不 进行 实际 计算 也 可 理解 这 种 计算 的 结果 是 实数 的 来 由 . 实际 上 , 用 来 计算 矩 
en (对 于 无 磁 经 ee 
变 的 介质 !). 场 与 介质 的 电 偶 极 和 矩 相 互 作 用 算 符 也 是 实 的 . 所 以 虚数 项 只 

出 现在 绕 微 扰 论 能 量 分 母 的 极点 的 结果 中 . 然而 ， WwW ge 
率 中 没有 一 个 与 系统 能 级 之 差 相 等 (或 者 由 于 这 样 或 那样 的 选择 规则 ,极点 上 
的 留 数 等 于 零 ) ; 因此 事实 上 不 需 绕 过 极点 . 

介质 的 透明 性 也 导致 张 量 ei 的 确定 对 称 关系 的 出 现 . 而 且 这 些 关 系 也 
可 以 从 微 扰 论 所 得 的 具体 的 表达 式 中 看 出 . 但 这 里 还 可 以 通过 更 简单 的 方法 
得 到 所 要 的 结 

为 此 我 们 假设 介质 中 的 场 是 具有 非 公 度 频 率 wi, wz, 8 的 三 个 殖 单 色 场 
之 和 : 


E= E+E,+E=Re{Boe “t+ Foe ?t+ pose st}, (108.7) 


其 中 ws = wi 十 wo. 我 们 假定 频率 为 w1,wo,ws 的 场 旦 由 后 来 关闭 的 外 源 建 立 
的 Cr 质 的 弱 非 线性 影响 下 它们 的 振幅 E01,:… 均 成 为 时 间 的 缓 变 函 数 . 
这 种 缓 变性 使 得 可 以 对 每 一 个 基本 频率 的 场 单 独 写 出 其 麦克 斯 韦 方程 . 
同样 地 , 从 这 些 方 程 也 可 以 通常 的 方式 得 出 形 如 


(B.Di+ HH)+div (BxH)=0 
的 能 量 守恒 定律 (对 于 市 下 标 2 和 3 的 量 也 有 类 似 关 系 ) ; 式 中 Di 表示 电感 
应 强度 DD 中 含 因 子 e+iw1t 的 那 一 部 分 , 横 杠 表示 对 时 间 平 均 (为 将 来 需要 ). 对 
场所 在 的 全 部 体积 积分 时 , 含 散 度 的 项 消失 , 只 琵 下 
二 /本 .DI +Hi. Hi)dV 0 
如 果 在 D1 中 明显 地 分 离 出 与 五 成 线性 和 非 线 性 的 项 ， 
Di = DY + DY, 


则 头 一 部 分 项 与 Hi.Hi 一 起 给 出 频率 为 wi 的 场 的 能 量 随时 间 的 变化 qd 多 1/dt 
因此 , 这 种 变化 取决 于 方程 
d% es 
四 a Re{ Eoie-ioit} . DIY qvV. (108.8) 


”这 些 计算 类 似 于 (尽管 要 庞杂 得 多 ) 在 二 级 微 扰 论 中 对 线性 广义 响应 率 的 计算 
(参见 本 教程 第 五 卷 8126) 
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这 里 导数 9D(216t 应 当 借助 于 (108.1), (108.2) 式 通过 电场 强度 表示 . 除了 指 
数 因 子 相 消 了 的 那些 项 之 外 , 对 时 间 的 平均 使 所 有 其 他 项 等 于 零 . 重复 对 其 余 
频率 做 计算 , 我 们 最 后 得 到 : 


dW 1w1 
dts 16 | sna- 00) Bsr Bow BoardV 十 c.C.， 
d20 1w 
dt Nt | au —wW3) Eosi Box Eo2dV + ce.c., (108.9) 
ds LW3 
PR Eikl(W1, Ww2) E03 Bo Bo2idV + ce.c., 


其 中 c.c. 表示 复 共 思 . 计算 时 使 用 了 性 质 (108.3). 
三 个 频率 能 量 的 总 变化 等 于 
dY ddZ1 dZ,: dZ; 
ee rd (108.10) 


在 非 线 性 介质 中 , 这 个 和 , 一 般 而 言 , 不 应 当 精 确 为 零 , 这 是 因为 还 存在 能 量 转 
移 到 诸如 wi 一 wo2,ws + wa 等 等 组 合 频率 的 可 能 . 但 是 , 由 外 源 产 生 的 频率 为 
w1,w2,w3 的 场 的 值 与 非 线 性 的 程度 无 关 ; 与 仅仅 因为 介质 的 非 线 性 才 出 现 的 
那些 具有 其 他 频率 的 场 相反 , 外 源 庆生 的 场 不 应 该 是 小 量 . 所 以 , 可 以 认为 后 
一 类 场 在 能 量 平衡 中 的 贡献 不 存在 并 要 求 和 式 (108.10) 为 零 . 其 次 , 由 于 这 样 
的 介质 代表 总 共有 三 个 频率 的 非 线 性 系统 , 可 以 应 用 (107.7) 式 的 最 简单 形式 
的 曼 利 - 罗 定理 . 在 我 们 这 里 所 使 用 的 标记 下 , 这 个 关系 为 : 

1 dV1! 1 dT 1 d8 1 dy 








= 0 





w1 dt sy di “ww lt ws dt 


将 (108.9) 式 代 入 上 式 , 我 们 求 得 非 线 性 介 电 常量 满足 以 下 的 重要 对 称 关系 9: 








Eikl (W1,W2) = Epil(—W3,W2) = Epi(W1, 一 w3) (108.11) 


(J. A. 阿姆斯特朗 , N. 布 洛 姆 伯 根 , J. 杜 昆 , P. S. 珀 尔 珊 , 1962). 如 果 给 张 量 的 
分 量 补 写 上 第 三 个 宗 量 以 使 得 三 个 宗 量 之 和 为 零 , 则 这 些 等 式 所 表达 的 对 称 
性 变 得 更 为 直观 : 


Ei,kl(—W3; W1) Ww2) = Ekil (WI1; 一 ww3;w2 ) 
和 EL ki(W2; W1) 一 w3) ss Eilk(—W3; W2, WwW1) 


G@ 重要 的 是 , 复 振幅 是 任意 的 ; 所 以 ，(108.9)，(108.10) 式 中 的 复 共 思 项 独立 , 并 可 
分 别 使 它们 相等 . 
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(最 后 一 个 等 式 为 (108.3) 式 ). 如 果 约 定 将 三 个 相继 的 宗 量 (频率 ) 与 张 量 的 三 
个 相继 的 下 标 相 联系 , 则 可 以 在 同时 以 同样 方式 排列 宗 量 的 条 件 下 , 以 任意 的 
方式 排列 这 些 下 标 . 

我 们 注意 到 , 要 求 没 有 耗 散 本 身 只 会 导致 更 弱 的 条 件 一 -和 式 (108.10) 
等 于 零 , 亦 即 


W3Ei, kl (WwW1, WwW2) = WI1ER,il (—W3, WwW2) 3 W2EL ki(W1) —w3) = 0. (108.12) 


在 wi = wz 三 w 时 , 上述 结论 不 能 直接 使 用 , 因为 此 时 曼 利 - 罗 关 系 式 正 
好 约 化 为 总 能 量 守 恒 . 而 等 式 


Er) Ra (= 2000) = Erni(W; =28) (108.13) 


可 以 由 (108.11) 式 取 极限 时 从 连续 性 考虑 简单 地 推断 出 来 . 
如 果 两 个 频率 wl 和 ws 趋 于 零 , 张 量 ei 成 为 完全 对 称 的 . 这 个 对 称 性 
直接 反映 了 一 个 事实 , 即 在 静态 情况 下 , 可 以 从 自由 能 对 五 求 微 商 得 到 电感 


OF 
1 4 
从 而 
aD; ODk 
OE OF; 


由 此 得 出 张 量 ej; 对 下 标 i 的 对 称 性 , 从 而 也 得 出 其 对 全 部 三 个 下 标的 对 
如 果 频 率 中 只 有 一 个 等 于 零 , 则 关系 式 (108.11) 导致 等 式 


eR (0 0) = ER Ww) (108.14) 
同时 也 有 
Ei,kl (WwW, 的 二 ER (= = Ek (w, 0) (108.15) 


(由 于 (108.5), 实 函 数 ski(w,0) 是 w 的 偶 果 数 ). 张 量 eixi(w,0) 描写 线性 电光 
效应 恒定 电场 影响 下 晶体 介 电 委 量 的 改变 , 因而 它 理 应 与 (100.4) 式 确 定 
的 张 量 aiw 相同 : 





Ei,kl (WwW, 0) = oikt (Ww); 
由 于 (108.15) 式 , 它 相 对 于 下 标 i,k 对 称 . 张 量 ej i(w, 一 w) 则 描写 为 一 个 效 


应 一 一 介质 中 出 现 正比 于 所 施加 的 弱 交 变 周 期 场 平方 的 静态 介 电 极 化 (对 照 
(108.6) 式 中 的 第 二 项 ). 因此 , 等 式 (108.14) 建立 起 了 这 两 个 效应 之 间 的 联系 . 
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通过 类 似 的 考虑 ,采用 器 接 电 学 量 和 磁 学 量 的 非 线 性 啊 应 率 , 有 可 能 重新 
获得 法 拉 第 磁 光 效应 与 旋转 电场 引起 的 介质 磁化 之 间 的 关系 ; 这 就 是 由 公式 
(101. 巧 ) 和 (101.25) 建立 的 关系 . 

前 面 曾经 说 过 , 相对 于 空间 反 演 不 变 的 介质 不 存在 二 阶 非 线性 . 在 这 种 
情况 下 , 非 线 性 效应 从 函数 万 (五 ) 级 数 展开 的 立方 项 开始 .相应 的 三 阶 非 线性 
介 电 常量 是 依赖 于 三 个 独立 频率 的 四 秩 张 量 : 


Eiklm (W1, W2, W3). 
它 的 对 称 性 质 与 二 阶 介 电 张 量 的 对 称 性 质 完全 类 似 : 如 果 再 引入 第 四 个 频率 
W4 二 wl 十 w2 十 w3 


并 将 张 量 写 为 
E RL (—0w4 W1, 2， 3 ) 
的 形式 , 则 可 以 在 以 同样 的 方式 排列 宗 量 的 条 件 下 , 以 任意 方式 排列 下 标 . 
由 于 三 阶 非 线 性 所 引起 效应 的 独特 性 , 在 平方 非 线 性 存在 时 它 可 能 就 已 
经 很 重要 了. 
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本 市 将 研究 与 以 初始 波 频 率 振动 的 场 的 非 线 性 变化 有 关 的 光学 效应 . 换 
句 话说 , 研究 单 色 场 五 所 具有 的 频率 w 对 DD 的 非 线 性 贡献 . 场 的 平方 项 中 没 
有 这 样 的 贡献 : 这 些 项 只 包含 频率 2w 和 0. 第 一 个 不 为 零 的 效应 是 由 立方 非 
线性 产生 并 包含 在 形 为 REE* (频率 ww 十 w 一 w=w) 的 项 中 . 

本 市 以 下 将 假定 介质 是 各 向 同性 的 (液体 或 气体 ). 此 时 我 们 感 兴趣 的 电 
感应 强度 中 的 三 阶 项 在 一 般 情 况 下 具有 


D3) =a(wEFE+SI(VE PE" (109.1) 


的 形式 , 它 含 有 两 个 独立 系数 ; 在 透明 介质 中 这 些 系 数 是 w 的 实 的 偶 末 数 . 独 
立 系 数 的 这 个 数目 是 与 张 量 si km( 一 w; -w, w, w) 的 对 称 性 质 一 致 的 .在 式 中 
所 示 宗 量 值 情 况 下 这 个 张 量 相对 于 下 标 对 ik 和 lm 对 称 ; 在 各 问 同 性 介质 中 
这 种 张 量 有 两 个 独立 分 量 . 在 低频 极限 下 , 如 前 一 节 所 述 , 张 量 应 当 相 对 于 所 
有 下 标 对 称 , 亦 即 在 各 癌 同 性 介质 中 正比 于 组 合 


Oik Om + Oa Okm 十 dimOkL. 
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a(0) = 26(0). (109.2) 


对 于 线 偏 振 场 五 , 表达 式 (109.1) 可 以 简化 . 在 这 样 的 偏振 下 , 复 矢 量 五 
化 为 乘 以 共同 相位 因子 的 实 矢量 ; 此 时 | 可 ?EE 和 EE?E* 相同 , 并 且 


DG) = (a+D)| EE. (109.3) 


在 场 五 为 圆 偏振 时 , 也 出 现 这 样 的 简化 : 在 此 情况 下 五 ? = 0, (109.1) 式 约 化 
为 
D3) = alElE. (109.4) 


在 这 两 种 情况 下 , 电感 应 强度 的 偏振 与 五 一 样 . 而 在 一 般 的 椭圆 偏振 情况 下 ， 
和 DG) 的 方向 及 长 短 主轴 比 都 不 一 样 . 
D= DY + DS)=ep+DY) 


(其 中 e(w) 为 通常 的 线性 介 电 常量 ) 代入 麦克 斯 韦 方 程 , 代入 后 麦克 斯 韦 方 程 
的 形式 应 写 为 (从 中 消去 磁场 及 后 ): 





1 0°D 
trot 五 十 二 = 109. 
rot rot E+ 2 0， (109.5) 
divD =0. (109.6) 


重要 的 是 , 这 个 非 线 性 方程 组 允许 有 具有 线 偏振 或 圆 偏振 的 单 色 平面 波 
E= Poeite7 一 ob (109.7) 


形式 的 精确 解 . 事实 上 , 对 于 这 样 的 波 | EF = | Eol?, 因 此 (109.3) 或 (109.4) 式 
其 有 线性 情况 时 的 特性 , 不 过 介 电 常量 依赖 于 电场 的 振幅 ; 所 以 在 解 方程 之 后 
可 以 取 实 部 . 在 这 些 情况 下 , 我 们 将 D 与 五 的 关系 写 为 

2 
| m1) E (109.8) 


D = (: ES 
CU 
的 形式 , 为 了 今后 方便 引入 记号 m: 对 于 线 偏振 波 n=w?(a + D)/(2c2), 而 对 于 
圆 偏 振 波 n = w?*a/(2ce*). 
将 (109.8) 式 代 入 (109.6) 式 给 出 divE = 0 一 一 如同 在 线性 理论 中 一 样 ， 
电场 依然 是 横 场 . 考虑 到 这 点 , 将 (109.7) 式 代 入 (109.5) 导致 色散 关系 
LU2 


k? = 人 2n| Eol’. (109.9) 
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速度 w/k 现在 不 仅 依 赖 于 频率 而 且 依 赖 于 波 的 振幅 . 如 果 m > 0, 相 速 
Rs 这 样 的 介质 称 为 聚焦 介质 (这 个 名 称 的 含义 后 面 
再 解释 ). 而 如 果 m < 0, 相 速 度 随 波 的 振幅 的 增加 而 增长 , 介质 称 为 散 焦 介质 . 

使 用 非 线 性 关系 (109.1) 的 前 提 当 然 是 非 线 性 很 弱 , 即 更 高 阶 的 项 必定 比 
D46) 项 小 得 多 . 此 时 由 于 在 长 时 间 间 隔 和 长 距离 上 的 非 线 性 效应 的 积累 , 会 
产生 性 质 上 全 新 的 现象 . 在 这 种 情况 下 , 问题 的 自然 提 法 是 研究 形 如 


EF = Eolt,r)ei(tor—ot) (109.10) 


的 至 单 色 波 , 其 中 Eo(t,7) 是 时 间 和 坐标 的 缓 变 图 数 ( 它 在 ~ 1/w 的 时 间 间 隔 
和 ~ 1/ko 的 距离 上 的 相对 变化 很 小 ). 这 个 场 的 传 里 叶 展 开 中 包含 的 波 矢 分 
布 在 矢量 ko 周围 的 一 个 不 大 的 有 取 值 区 间 内 ; ko 的 方向 沿 z 轴 , 我 们 假定 其 值 
以 和 线性 理论 对 应 的 等 式 
k2 = 与 s(w) (109.11) 
与 w 相 联 系 . 下 面 我 们 来 推导 Eo(t,7) 的 方程 . 
我 们 首先 注意 到 方程 (109.5) 的 一 项 
rotrot E=egraddivE AE 
中 量 graddiv 思 可 以 略 去 . 实际 上 , 由 于 方程 (109.6), 电场 强度 的 散 度 
2 
divEb | . grad | Eol’, 
EW 
也 就 是 说 , 这 个 散 度 仅仅 依靠 对 缓 变 也 数 Eo 的 导数 才 不 为 零 , 而 且 由 于 非 线 
性 项 是 小 量 而 变 得 更 小 ; 这 样 的 量 我 们 自然 要 上 略 去 . 因此 我 们 有 
rotrotEC—AE~ 局 本 一 2iko 0 -— Ai 本 EL Re 


其 中 A = 92/0y* 十 O02/90z* ( 略 去 了 不 含 大 因子 fio 的 二 阶 导数 2 Bo0/0x? 项 ; 
横 问 导数 可 以 比 纵 回 导数 大 得 多 ). 
82D(U/6b2 的 计算 可 类 似 于 推导 公式 (80.10) 那样 进行 中, 并 最 后 给 出 


ED i a O(w?e) OE0N 
i : 二 一 i(ko:r—wt) 
C2 Ot? 名 ( 0 Ow Ot )。 


= (8 下 2 5 





其 中 按 定义 
1 _ dho _ 10(wV® 
i (109.12) 


Q@ 与 (80.10) 式 的 推导 的 区 别 仅 在 于 现在 f = 82é/68t2, f(w) = 一 w?2e(w). 
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引入 了 和 群 速度 v. 在 对 D3) 的 导数 中 仅 留 下 


1 02D%) 
c2 012 
一 项 也 就 足够 , 这 里 略 去 了 含 小 导数 0Eo/6t 的 项 . 
将 所 得 表达 式 代 人 (109.5) 式 后 , 我 们 最 终 得 到 下 列 方程 : 


= —2n(w)|Eol"E 


0 190 1 
(这 + 2 二 ) 2 A (109.13) 
等 式 左 端的 导数 组 合 表示 了 这 样 一 个 事实 , 即 振幅 的 扰动 以 群 速 度 向 波 传播 
方向 迁移 . 

借助 这 个 方程 可 以 研究 精确 解 (109.7) 和 (109.8) 所 描写 的 无 界 平面 波 的 
稳定 性 (B. I， 别 斯 帕 洛 夫 , B. H. 塔 兰 诺 夫 , 1966). 我 们 将 会 看 到 , 在 聚焦 介 
质 中 波 是 不 稳定 的 包 . 

根据 (109.9) 式 在 精确 解 (109.7) 中 
npo 
ko 
其 中 ko 由 (109.11) 确定 ; 在 线 偏 振 波 中 振幅 Eo 可 以 确定 为 实 拓 量 . 所 以 如 果 
将 波 (109.7) 写 为 (109.10) 的 形式 , 在 后 一 种 形式 中 必须 令 


ko 守 ko 二 


F2 
Eo(7x) = Eo exp (we . ) , 
0 


这 个 表达 式 起 着 未 扰动 波 振幅 的 作用 . 我 们 将 研究 关于 扰动 沿 波 传播 方向 空 
间 发 展 的 定常 问题 . 相应 地 , 我 们 将 受到 小 扰动 的 波 的 振幅 写 为 


Eo(7) = {Eo+ SE(r)} exp (= ) | (109.14) 


我 们 将 假定 5B 沿 oo 方 问 . 
将 (109.14) 式 代 入 (109.13) 式 导 致 方程 


OSE 1 
We -5A15E —nEo(6E + 58"). (109.15) 
全 
人 
6B = A (07 De gr) (109.16) 


， 这 种 情况 在 更 早 一 些 时 候 曾 由 截 赫 洛 夫 指出 (P. B. 瞧 赫 党 夫 , 1965). 


. 470 ， 第 十 三 章 ” 非 线 性 光学 


其 中 g 为 yz 平面 上 的 矢量 . 将 这 个 表达 式 代 入 (109.15) 式 并 分 别 归 并 含 
expD{ 士 i(qg.m 十 yzZ)} 的 项 , 我 们 得 到 两 个 方程 


2 
($5 = 加 to7 ) 4 一 TBXB = 0， 

2 9 
一 7Z0 4 十 (5 = kon ) B=0. 


方程 的 系数 行列 式 等 于 零 的 条 件 给 出 


> 
YY 二 -oy 02 — 4nE6. 


当 刀 >0 以 及 
gq?” < 4nE2 (109.17) 


时 , > 为 虚数 , 因此 ，(109.16) 式 的 6E6 含有 指数 增长 项 , 亦 即 波 不 稳定 . 我 们 注 
意 到 , 不 稳定 性 的 最 大 增长 率 为 对 波 矢 的 非 线 性 修正 的 数量 级 . 

这 种 不 稳定 性 的 表现 之 一 是 在 聚焦 介质 中 传播 的 光束 宽度 受到 限制 的 自 
聚焦 . 这 个 现象 的 起 源 在 于 , 如 果 场 的 振幅 由 光束 轴 加 光束 边缘 减 小 , 则 依赖 
于 这 一 振幅 的 介质 介 电 常量 ( 当 w > 0 时 ) 也 沿 同一 方向 减少 , 于 是 介质 表现 
得 如 同 聚 焦 透 镜 (I. A. 阿 斯 卡 良 , 1962). 光束 的 行为 取决 于 两 种 相反 倾向 的 
博弈 , 即 这 样 的 自 聚 焦 与 衍射 引起 的 光束 扩展 之 间 的 博弈 . 

首先 我 们 证 明 , 在 方程 (109.13) (7 > 0 时 ) 允许 非 扩 展 定常 解 的 意义 上 ， 
这 两 种 倾向 可 以 相互 抵消 . 这 样 的 自 沟 道 化 是 一 种 特殊 的 非 线 性 效应 . 在 线性 
理论 中 所 有 截面 受 限 的 光束 均 因 衍射 而 发 散 . 这 里 我 们 把 讨论 限制 在 一 维 情 
况 , 场 强 瑟 仅 依赖 于 一 个 横向 坐标 y, 偏振 沿 z 轴 ; 波 沿 x 轴 方 向 传播 品 . 在 
此 情况 下 可 以 得 到 问题 的 解析 解 (B. UH. 塔 兰 诺 夫 , 1965). 此 时 我 们 抛 开 显然 
不 稳定 的 ( 沿 z 轴 方 向 ) 无 限 宽 光 束 情况 不 论 , 因为 其 中 可 能 含有 小 gz 值 的 扰 
动 , 根据 (109.17) 式 , 这 样 的 光束 是 不 稳定 的 . 

我 们 令 

Bos = (Ve (109.18) 
其 中 x 是 对 波 和 撩 ko 起 修正 作用 的 一 个 小 量 ; 函数 P(y) 是 实 函 数 . 将 上 式 代 
入 (109.13) 后 给 出 这 个 隆 数 的 方程 


FoR 
TT koxFP — nF. (109.19) 


我 们 注意 到 , 在 这 些 条 件 下 , 曾 当 作 小 量 略 去 的 graddiv 瑟 此 时 恒 等 于 零 . 
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这 个 方程 有 第 一 积分 


2 
; (号 一 koxF* 十 ， 一 const. 
我 们 对 |y| 一 oo 时 正和 dF/dy 等 于 零 的 解 有 兴趣 . 与 此 相应 令 const = 0, 经 
过 简单 的 积分 给 出 
有 2kox 2 1 
(i 0 
(7 坐标 的 原点 选 在 光束 中 心 ). 光束 沿 yy 轴 的 宽度 为: 
6 ~ (kox)- -1/2 ~ 二 
(Kozx) yy 
由 于 沿 光 束 流 过 的 能 流 WW ~ 五 2(0)/5, 故 5 正比 于 1/W, 光束 携带 的 功率 越 
大 , 光束 越 罕 . 
这 样 的 自 沟 道 化 光束 所 代表 的 是 介质 聚焦 性 质 恰 好 抵消 了 衍射 的 情况 . 
其 他 的 光束 或 发 散 或 会 聚 . 首先 , 我 们 将 写 出 有 限 截 面 真实 光束 的 自 聚 焦 定 性 
判 据 ( 乔 瑞 宇 , E. M. 伽 弥 勤 , C. H. 汤 斯 , 1964). 从 不 稳定 性 条 件 (109.17) 出 发 ， 
这 可 以 立即 做 到 . 在 特征 半径 为 R 的 光束 中 可 能 有 与 光束 轴 成 横 问 的 波长 小 
于 有 R 的 扰动 , 亦 即 具有 波 矢 值 9 之 1/R 的 扰动 . 条 件 (109.17) 决定 引起 不 稳定 
性 的 g 值 的 上 限 . 所 以 在 
| (109.21) 


时 , 光束 相对 于 自 聚 焦 是 不 稳定 的 . 光束 携带 的 功率 取决 于 乘积 BR?. 我 们 
注意 到 , 自 聚 焦 开 始 出 现 的 临界 功率 值 不 依赖 于 光束 横 截 面 面 积 . 
也 可 能 确立 光束 自 聚 焦 的 精确 的 (不 仅 是 数量 级 上 的 ) 充分 条 件 (C. H. 
伏 拉 索 夫 , B. A. 披 特 利 谢 夫 , B. H. 塔 兰 诺 夫 , 1971). 
对 于 与 x 的 关系 的 特征 未 作 预 先 假设 的 定常 线 偏振 光束 , 函数 Eo(z,p) 
的 方程 形式 为 本 
iko 二 n|Eol? Eo (109.22) 
(p 为 y,z 平 面 上 的 二 维 径 矢 ; 微分 算 符 A 和 V1 在 这 个 平面 上 作用 ). 容易 
验证 , 由 这 个 方程 可 得 出 等 式 
OlEol” 


= +div 了 = 0 (109.23) 





二 


1 


= 一 (EoViB — EV Eo). 
2ko 


7 
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由 此 同样 也 可 以 得 出 积 4 
n= | [Eol*d?p. (109.24) 


“ 字 恒 ” ( 亦 即 与 T 无 关 ) 同人 ? 


1 
2k2 


也 守恒 , 利用 方程 (109.22), 很 容易 用 对 x 直接 求 微 商 的 办 法 确认 这 点 ， 当 
然 要 假定 Bo 在 po 一 co 时 减 小 得 足够 快 , 以 使 得 两 个 积分 (以 及 下 面 的 积 4 
(109.26)) 收 敏 电 . 

现在 我 们 来 证 明 , 光束 的 行为 取决 于 积分 8 的 符号 : 当 8 > 0 时 光束 平 
均 发 散 ; 而 当 8 < 0 时 光束 聚焦 . 证 明基 于 一 个 简单 的 光束 平均 半径 RR 的 方 
程 , 光束 平均 半径 RR 的 定义 是 


8 / TV Bol? — nlEolt}d2p (109.25) 


1 OO 
R*(x) = as/ op Ed2p (109.26) 


为 了 推导 这 个 方程 , 利用 (109.23) 式 , 我 们 写 出 : 
d 
所 让 mpPezazp = - fav 7p2d2p = . pd“p. 


再 一 次 对 zx 求 微 商 , 从 (109.22) 式 中 将 OPo/az 代入 并 分 部 积分 两 次 , 结果 我 
们 得 到 方程 


Ol 
NsR?=46. 
由 此 
26 2 5 
VA T (Z 一 Z0) + Ro, (109.27) 


其 中 zo, Ro 为 常量 . 我 们 看 到 , 当 8 < 0 时 在 沿 光束 传播 方向 的 有 限 距离 处 达 
到 了 光束 的 完全 聚焦 , 即 其 半径 R 等 于 零 ®. 

在 近似 方程 (109.13) 框架 内 得 到 的 这 个 结果 , 在 焦点 本 身 附 近 不 可 能 
真正 的 物理 意义 , 因为 在 那里 推导 方程 时 所 作 的 假设 遭 到 了 破坏 . 只 要 指出 这 
一 点 就 足够 , 即 在 准确 聚焦 时 场 能 量 密度 无 限 增 大 的 情况 下 ,已 没有 理由 将 非 

@ 根据 方程 (109.22) 内 所 含 导 数 的 特征 , 这 个 方程 类 似 于 二 维 薛 定 裹 方程 (其 中 坐 
标 z 起 时 间 的 作用 ), 在 这 种 类 似 下 , 积分 N 和 如 分 别 扮演 “粽子 数 * 和 “能 量 " 的 角色 
方程 的 非 线性 性 质 没 有 影响 这 些 守恒 律 的 推导 . 

@ 我 们 注意 到 , 如 果 |gol? 在 光束 截面 的 分 布 不 沿 光束 长 度 改 变 , 则 R2 = const 且 
8 =0. 但 反之 却 不 然 . 可 以 存在 这 样 的 解 , 其 中 & = 0, 从 而 R= const, 但 |Eol? 的 分 布 
依赖 于 x. 
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线性 限制 在 最 低 程 度 一 一 立方 非 线 性 . 重要 的 是 , 光束 自 聚 焦 的 可 能 性 已 经 
达到 非 线 性 不 再 是 小 量 的 程度 . 我 们 要 强调 指出 , 这 里 所 确立 的 判 据 只 有 充分 
性 而 没有 必要 性 . 具有 8 < 0 的 光束 明显 是 整体 地 聚焦 , 然而 8 >0 时 光束 的 
平均 发 散 并 不 与 其 内 部 的 某 一 部 分 聚焦 相 矛 盾 . 
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8107 中 仅 研 究 了 有 关 非 线性 光学 特征 的 频率 变换 过 程 的 奉 干 一 般 关 系 . 
现在 我 们 来 阐述 这 种 典型 过 程 的 定量 理论 一 一 二 次 谐 波 的 产生 , 亦 即 用 频率 
为 w 的 电磁 场 激 发 频率 为 2w 的 场 (P. B. 霍 赫 洛 夫 , 1960; J. A. 阿姆斯特朗 ， 
N. 布 洛 姆 伯 根 , J. 杜 昆 , P. S. 珀 尔 丙 , 1962). 

二 次 谐 波 的 产生 是 一 种 二 阶 非 线 性 效应 . 它 被 包 含 在 非 线 性 响应 张 量 


Ei,kl (—2w; w, w) (110.1) 


中 并 因此 不 会 出 现在 允许 有 空间 反 演 的 介质 中 . 张 量 (110.1) 对 下 标 k 和 1 对 
称 ; 它 在 不 同 唱 体 中 的 对 称 性 质 和 压 电 张 量 ($17) 相同 . 我 们 将 假定 介质 是 非 
吸收 介质 , 因此 si 是 实 张 量 . 

二 次 谐 波 的 产生 这 个 问题 可 以 用 下 述 方式 表述 . 令 频 率 为 w 的 平面 单 色 
波 和 人 射 到 品 体 表面 . 除了 同一 频率 的 反射 波及 两 个 折射 波 (在 双 折 射 品 体 中 ) 
之 外 , 也 产生 了 频率 为 2w 的 反射 波 和 折射 波 . 品 体 中 的 这 个 频率 的 波 是 方程 
(109.5)，(109.6) 的 解 , 在 这 些 方程 中 电感 应 强度 的 非 线性 项 D2 应 当 用 基 波 
场 来 表达 .所 有 这 些 波 的 振幅 借助 于 边界 条 件 均 通过 和 人 射 波 的 振幅 表达 , 对 此 
我 们 不 去 深究 . 不 言 而 喻 , 频率 为 2w 的 波 的 振幅 因 非 线性 响应 率 很 小 而 为 小 
量 9. 

折射 波 如 同 在 无 限 介质 那样 向 晶体 内 部 传播 . 非 线 性 效应 随 着 它们 的 传 
播 逐 步 积 累 , 谐 波 的 强度 可 以 达到 很 大 的 值 , 从 而 发 生 能 量 由 基 频 向 谐 波 的 转 
移 . 这 正 是 我 们 感 兴 趣 的 过 程 . 此 时 晶体 表面 条 件 只 起 给 出 某 一 不 为 零 的 二 
次 谐 波 场 的 小 振幅 的 “初始 ”条 件 的 作用 . 这 些 条 件 给 出 (对 于 已 知人 射 波 方 
向 ) 晶体 中 一 次 谐 波 的 波 和 拓 kl 和 二 次 谐 波 的 波 矢 ko. 

今后 我 们 将 会 看 到 , 能 量 的 有 效 转 移 仅 当 基 波 和 谐 波 的 同步 条 件 包 


在 茶 些 特殊 情况 下 对 非 线 性 介质 边界 上 反射 与 折射 条 件 的 计算 ,参见 Bloembergen 
N., Pershan P. 5. //Phys. Rev. 1962. V. 128. P.606. 

@ 从 将 二 次 谐 波 的 产生 看 作 两 个 光子 “并 合 ” 为 一 个 光子 的 量子 观点 出 发 , 对 这 一 
条 件 的 本 质 看 得 特别 清楚 .等 式 ia = 2iik1 反映 了 这 个 过 程 中 的 动量 守恒 . 
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得 到 满足 时 才 会 发 生 . 这 里 我 们 要 强调 指出 , 色散 的 存在 对 于 单个 二 次 谐 波 
产生 问题 的 表述 本 身 具 有 原则 性 的 意义 . 在 没有 色散 的 情况 下 , 折射 时 条 件 
(110.2) 与 对 于 更 高 次 谐 波 (ks 3k1 以 及 其 他 ) 的 类 似 条 件 一 起 自动 满足 . 存 
在 色散 时 , 情况 不 再 如 此 , 并 可 以 认为 二 次 谐 波 满 足 的 同步 条 件 , 不 再 为 其 他 
谐 波 满足 . 这 里 我 们 强调 指出 , 只 要 基 波 与 谐 波 属 于 不 同 的 偏振 类 型 并 从 而 具 
有 不 同 的 色散 关系 , 条 件 (110.2 ) 实际 上 已 可 满足 . 

我 们 将 介质 中 的 场 写 为 两 个 波 的 全 加 : 


= Ei E, = Re(e1 Pioei(®1"—%t) 趟 e2 Eze (2 7 一 2ob]， (110.3) 


而 且 由 于 条 件 (110.2)， 
k2 一 21 十 9， (110.4 ) 


其 中 gq 之. 将 波 的 振幅 表示 为 乘积 的 形式 : Eo = eBo, 其 中 e 为 单位 偏振 矢 
量 (e.e* = 1). 在 线性 近似 下 这 些 振 幅 均 为 常量 , 而 在 考虑 非 线性 时 它们 为 
坐标 的 缓 变 ( 即 在 ~ 1/ja 的 距离 上 变化 很 小 的 ) 旺 数 . 

将 (110.3 ) 式 代 入 麦克 斯 韦 方 程 109.5)，(109.6), 并 在 其 中 分 离 具 有 同样 
时 间 依 赖 性 的 项 , 就 可 得 到 两 个 波 的 振幅 的 方程 . 我 们 不 在 这 里 详细 进行 这 些 
简单 但 却 十 分 庞杂 的 计算 , 仅 给 出 某 些 原则 性 的 提示 . 

我 们 将 寻求 描写 晶体 中 由 行进 基 波 引起 的 二 次 谐 波 定常 产生 的 解 , 这 样 
的 解 不 依赖 于 时 间 . 在 准确 同步 (gq = 0 ) 时 , 振幅 方程 完全 不 显 含 坐标 ; 在 非 
准确 同步 时 , 坐标 仅 以 组 合 gr 的 方式 (在 乘 数 因 了 于 exp(-i gr) 中 ) 出 现在 方 
程 中 . 选择 矢量 g 的 方向 作为 z 轴 的 方向 , 所 以 可 以 寻求 仅 依 赖 于 z 的 解 . 如 
打从 前 述 有 关 频 率 为 w 的 波 入 射 到 品 体 表 面 问 题 的 表述 出 发 , 则 问题 在 平行 
于 这 一 表面 的 平面 上 是 相同 的 . 所 以 z 轴 垂 直 于 晶体 表面 (由 于 边界 条 件 矢 
量 g 垂直 于 品 体 表 面 自 动 满足 ). 

取 线 性 近似 时 , 在 各 向 异性 ( 非 旋 光 ) 介质 中 波 是 线 偏振 的 (参见 897) ; 对 
于 这 些 波 可 以 确定 e 为 实 矢量 , 以 下 我 们 自然 用 这 样 的 el 和 es 值 表示 两 个 
波 的 偏振 . 如 果 将 每 个 波 的 振幅 Eo 按 e,k, ex 天 三 个 方向 分 解 , 则 后 防 个 方 
同上 的 分 量 是 小 量 , 因为 显示 非 线 性 效应 的 导数 dEo/dz 为 小 量 . 沿 e 方 同 的 
分 量 近 似 地 与 Eo 矢量 的 大 小 Eo 相同 . 它们 的 方程 可 以 通过 将 方程 (109.5) 乘 
以 矢量 ea 和 es 获得 . 由 于 假定 Eo = const 的 波 是 麦克 斯 韦 方程 在 线性 近似 
下 的 精确 解 , 方程 中 所 有 不 含 对 z 的 导数 的 线性 项 都 会 相 消 . 沿 玉 与 ex 开 方 
向 的 Bo 分 量 的 项 (这 些 项 可 能 与 含 导数 dFEo/dz 的 项 同 数量 级 ), 如 所 预料 , 在 
相 乘 之 后 全 部 消失 ; 这 种 情况 与 电感 应 强度 撩 量 DD 与 及 e xk 方 问 的 正 交 
性 有 关 ( 见 (97.3) 式 ). 
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由 于 预先 假定 了 振幅 对 坐标 依赖 的 组 慢性, 方程 中 可 以 略 去 Eo 对 z 的 
二 阶 导数 . 所 以 , 比如 Eo 的 方程 ( 乘 以 es 后 ) 中 包含 的 表达 式 


2 
E2i [eu rot )ix 一 人 slow eo Boek 
在 计 及 上 述 所 有 考虑 后 , 近似 地 简化 为 


dE20 
dz 
(其 中 1 为 z 方向 单位 矢量 ), 对 于 五 ; 也 有 类 似 结 
作为 有 前述 所 有 运算 的 结果 而 获得 的 最 终 的 方程 是 : 


21e2 [Rk X ( X e2)| 











db : 
ao 二 
(110.5) 
| > 加 ine Pio Bo, 
其 中 引入 了 符号 号 : 
人 
We De (w, wj) ezielkell (110.6 ) 
al = [er x (ki x ei1)], 
1 
CQ2 一 可 |e> X (k2 X e2)| A [e» X (ki X eo )| (110.7) 


将 (110.5) 的 第 一 个 方程 乘 以 BE, 第 二 个 方程 乘 以 Bio, 相 加 后 求 得 这 个 
方程 组 的 第 一 积分 : 


olBiol? + az| B20|? = const = P (110.8) 
这 个 积分 反映 了 两 个 波 中 沿 z 轴 的 能 流 之 和 为 常量 @. 


从 复数 量 转 换 为 实数 量 亦 即 量 Bio 和 Ezo 的 绝对 值 和 相位 很 方便 . 为 
了 最 大 程度 地 简化 方程 , 我 们 引入 新 的 未 知 量 pi1, pz,w1,y2 作为 无 量 纲 量 , 并 


按照 
[|P , 人 下 
bi0 = — pie'r!, Fo0 一 -一 026Y3? (110.9) 
Ql Q2 


”“”@ (110.5) 式 中 的 第 一 个 方程 由 含 e-?iot 的 项 得 到 , 而 第 二 个 方程 由 含 et 的 项 得 
到 . 在 这 些 方 程 的 右 端 使 用 了 关系 式 (108.13)， 
@ 波 Ei 中 按时 间 平均 的 能 流 密度 为 : 





2 2 
C C C Ol 
91z = 本 Ref (Bio x To) 一 机 | 已 1o|”， 


波 Ez 中 的 平均 能 流 密度 与 此 类 似 . 


L. [五 10 xX (k] xX 五 10)] 一 





B87w Bw 


. 476 - 第 十 三 章 非 线 性 光学 
定义 它们 , 方程 组 (110.5) 相对 于 变换 


Pl TPI 和 TC Pp2 = 5 +26 


不 变 . 所 以 其 中 分 离 出 对 于 陶 数 pi,pz 和 对 于 不 变 组 合 2y1 一 pz 的 方程 , 共同 
构成 一 个 封闭 方程 组 . 它们 是 : 


Wy 








de = 一 0102 8in 内 元 = p1 sin b, (110.10) 
2 二 一 5 一 (2 一 | cOS (110.11) 
TT : , 
其 甲 
0 一 2pl1 一 %2 一 56 (110.12) 
并 引进 无 量 纲 变 量 
P 
a (110.13 
6 = 2 azas ) 
和 无 量 纲 参量 
9 
q 99 
一 二 110. 
= (110.14) 
用 这 些 变 量 表示 的 第 一 积分 (110.8) 的 形式 为 
pi 二 p= 1. (110.15) 


我 们 来 研究 准确 同步 情况 : g = 0, 亦 即 s= 0. 此 时 方程 (110.10), (110.11) 
还 有 一 个 第 一 积分 


pipz2 coS0 = const = 6 (110.16) 
(其 中 常量 62 < 4/27; 容易 确认 , 这 是 根据 条 件 |cos9| < 1 从 等 式 (110.15) 和 
(110.16) 和 ee 利用 这 两 个 第 一 积分 , 方程 (110.10) 的 解 归 结 为 计算 积 
即 求 椭圆 积分 
1 p2( dw 
‘43 fs0 Fr 人 


积分 前 面 正 负 号 的 选择 取决 于 sin9 的 初始 (6C=0 时 ) 值 . 三 次 方程 

u(l— wu)*—6*=0 (110.18) 
在 6* < 4/27 时 有 三 个 正 实数 根 , 其 中 有 两 个 小 于 1; 我 们 将 这 两 个 根 标记 为 
pa 和 pb， 而 且 六 ~ po A (110. J 所 确定 的 限 数 p23(C jE 在 这 两 个 值 的 界限 


Q 在 这 些 解 之 间 ， (110.18) 式 左 端的 多 项 式 在 点 久 = 1/3 有 等 于 4/27 一 62 的 极 大 
值 ; 在 62 = 4/27 时 , 这 一 极 大 值 等 于 零 , 两 个 实 根 汇 合 , 之 后 随 5 增 大 而 消失 . 





§110 二 次 谐 波 的 产生 ,477 ， 


之 间 以 积分 


po du 
| reeaeepa (110.19) 
为 周期 作 周 期 性 改变 . 图 数 pf?(C) = 1 一 pz(C) 也 以 类 似 的 方式 变化 , 而 且 当 它 
们 之 间 的 一 个 为 极 大 时 , 另 一 个 为 极 小 . 

量 p2 应 当 等 同 于 晶体 表面 (z = 0) 的 边界 条 件 给 出 的 二 次 谐 波 的 强度 值 
p3(0). 我 们 看 到 , 在 品 体内 部 的 z 轴 方 向 上 发 生 着 能 量 由 基 波 向 二 次 谐 波 以 及 
逆 回 过 程 的 周期 性 转移 . 当 pz(0) 减 小 时 这 个 过 程 的 周期 增 大 , 并 当 paz(0) 一 0 
时 以 对 数 律 趋 于 无 穷 大 . 对 应 于 极限 值 pz(0) = pa =0 的 解 

1 
Co coshe 


是 在 6 = 0 时 用 初等 积分 从 方程 (110.17) 得 到 的 , 其 中 二 次 谐 波 振幅 单调 增 
长 ,并 在 5 一 co 时 ,所 有 的 能 量 都 渐 近 地 由 基 波 转移 到 二 次 谐 波 上 . 

我 们 现在 来 研究 相反 的 情况 , 此 时 振幅 oz 处 处 都 比 pi 要 小 . 我 们 将 会 看 
到 , 这 种 情况 对 应 于 波 的 同步 性 的 显 闭 损失 . 

p2 < 矢 01 时 ， 在 一 级 近似 下 ， 可 以 把 p1 计量 (p1 a p1(0)), 而 将 p2 
和 9 的 方程 的 形式 写 为 


p2 = tanh (110.20) 





人 
qe = pi(0) sin 0， ee 5 十 cos0O 
这 些 方程 的 在 初始 点 6 = 0 处 等 于 零 的 解 为 : 
人 
po(O = 202(0)sin 尘 ，0 = 一 符 ， (110.21) 


这 些 公式 给 出 在 间隔 0<¢C< 2r/s ( 亦 即 0< x < 2n/g) 内 场 的 变化 , 此 后 过 程 
周期 性 重复 0, 条 件 ps < pi 意味 着 必须 有 pi(0)/s 和 p1(0), 亦 即 s 六 p1(0) 或 


者 
1 


npi(0)VP 
这 是 相对 大 的 同步 性 损失 的 条 件 . 一 般 而 言 , 参量 g 的 大 小 决定 何 种 效应 限制 
谐 波 的 产生 ( 亦 即 振幅 pz 的 增长 ) 一 一 到 底 是 gzo > 1 时 破坏 同步 性 的 线性 
效应 还 是 gzo 之 1 时 的 非 线 性 效应 包 ? 

GO 在 每 一 个 后 续 周 期 中 ,都 应 在 相位 变量 9 的 常数 项 上 加 一 个 7 在 ps = 0 的 点 
上 , 相位 ws 失去 意义 , 而 有 旦 相位 差 9 可 以 经 历 跃 变 . 

@ 这 里 提醒 大 家 , 我 们 的 研究 都 是 基于 前 提 条 件 v <& ja 的 . 在 推导 方程 (110.5) 时 ， 
我 们 已 充分 地 使 用 了 这 一 条 件 , 而 且 在 其 中 没有 涉及 小 参量 gq/ki. 在 处 理 qzo 闵 1 的 情 
况 时 , 我 们 当然 假定 这 个 条 件 与 条 件 g 和 ka 是 相 容 的 . 


qz0 之 ls ?0 个 
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迄今 为 止 , 本 节 讨 论 的 均 是 由 基 波 产生 二 次 谐 波 . 但 是 , 所 研究 的 方程 也 
描写 相反 的 过 程 : 频率 为 w 的 微弱 信号 在 频率 为 2w 的 强 辐 射 场 中 的 放大 ( 称 
为 参量 放大 ). 我 们 这 里 将 要 人 研 究 的 这 个 过 程 是 更 为 一 般 的 现象 一 一 具有 不 同 
频率 w 和 wi 一 wo 的 信号 在 具有 频率 wi 的 强 波 场 中 的 放大 (C. A. 阿 赫 曼 诺 
夫 , P. B. 霍 赫 洛 夫 , 1962; R. H. 金 斯 顿 , 1962) 的 最 简单 情况 . 

首先 , 我 们 要 强调 这 个 过 程 与 二 次 谐 波 产 生 的 下 述 区 别 .二 次 谐 波 产生 可 
以 从 谐 波 强度 为 零 开 始 . 而 基 频 放大 则 要 求 至 少 要 有 一 个 不 为 零 的 初始 强度 : 
如 果 在 初始 点 p1(0) = 0, 则 到 处 都 会 如 此 ; 由 方程 (110.10) 可 见 , pl 和 pz 的 各 
阶 导 数 与 pi 一 起 也 都 等 于 雪 . 

再 一 次 来 猎 究 准确 同步 情况 , 而 且 令 相位 变量 的 初始 值 0(0) = 一 x/2; 在 
准确 同步 时 , 这 个 值守 恒 . 此 时 由 于 等 式 cos9 = 0 参量 5=0, 尽管 pl 和 po 的 
初始 值 异 于 零 . 在 这 种 情况 下 , 方程 (110.10) 的 解 是 

] 
cosh(C 一 Go) 
其 中 G > 0 为 常量 . 当 这 个 常量 的 取 值 很 大 时 , 初 值 p1(0) = 1/ coshao 很 小 . 
我 们 看 到 , 沿 着 z 轴 在 品 体 内 部 发 生 因 谐 波 的 强度 引起 的 基 频 波 放大 . 谐 波 衰 
减 至 零 ( 当 C =o 时 ), 然后 重新 增长 , 一 直到 所 有 的 强度 渐 近 地 不 再 集中 在 谐 
波 内 品 . 
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前 一 节 癸 究 的 单一 谐 波 产 生 问 题 的 表述 之 所 以 可 能 , 与 色散 的 存在 有 关 . 
现在 我 们 研究 相反 的 情况 , 此 时 在 所 有 的 频率 区 间 内 可 以 认为 没有 色散 , 因此 
介质 中 每 点 的 电感 应 强度 D(t) 均 取 决 于 同一 时 刻 的 电场 强度 E(t) 之 值 @. 我 
们 将 假设 介质 各 向 同性 ; 此 时 已 和 万 的 方向 相同 . 本 节 中 不 再 假定 非 线 性 是 
小 量 , 因此 D(E) 的 依赖 关系 是 任意 负数 . 

忽略 吸收 和 色散 的 根本 意义 在 于 , 此 后 任何 频率 量 纲 (或 者 等 价 地 ,长度 
量 纲 ) 的 参量 都 从 场 方程 中 消失 . 这 种 情况 使 得 构造 一 类 精确 解 成 为 可 能 ,i 
种 解 是 通常 线性 近似 下 一 维 平面 波 的 推广 (A. B. 加 邦 诺 夫 , 工 . HH. 弗 列 德 
1959)@ 

””@C> % 时 , 相位 变量 应 当 记 为 值 9= z/2, 并 改变 po(C) 中 tanh 医 数 前 的 正 负 号 
@ 为 了 本 章 叙 述 方式 的 统一 ,我 们 这 里 将 提 及 号 和 巨 之 间 的 非 线性 关系 ,假定 介 
非 磁性 的 . 实际 上 , 与 所 研究 的 现象 有 关 的 通常 是 B 对 太 有 非 线 性 依赖 关系 的 


p2 = — tanh(¢ — C0), (110.22) 





My 


这 
坚 


?7 


关注 


是 
质 . 

@ 这 个 解 类 似 于 理想 可 压缩 流体 的 一 维 流 体 动 力学 的 所 谓 简单 波 解 (参见 本 教程 
第 六 卷 8101). 
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设 波 在 z 轴 方 向 传播 , 电场 方向 党 y 轴 , 而 磁场 则 治 > 轴 方 向 (有 和 万 。 
简单 地 标记 为 五 和 万 ). 麦克 斯 韦 方程 


10D 10H 
OL a 
取 
OH 10D OF OE 10H 
Re BW oH 人 
的 形式 , 其 中 依照 定义 
dD 
e(E) 1 (111.2) 
( 当 五 一 0 时 国 数 e(EB) 趋 于 通常 的 介 电 常 a0). 


我 们 来 寻找 这 样 的 解 , 使 得 在 解 中 ee Tz) 和 五 (t,x) 两 者 一 个 可 以 表示 
为 男 一 个 的 函数 : 态 = 万 (万 ). 这 时 方程 (111.1) 可 以 改写 为 


edb 1dHOE OF 
0 no to ey 


为 了 使 得 未 知 函数 PE/8 和 09E/9z 满足 这 两 个 方程 而 且 不 取 零 值 , 方程 的 系 
数 行列 式 必 须 等 于 零 . 这 个 条 件 给 出 


由 此 
E 
1 全 Ve(E)dE. (111.4) 
0 
从 (111.4) 将 dH/dE 代入 方程 (111.3) 中 的 一 个 , 我 们 有 
(OE/Ot)s (¥) .5 


“T0800 O's 本 
由 此 得 出 
下 二 A 
可 以 是 马 的 任意 晴 数 . 将 逆 函 数 标记 为 f, 我 们 有 
C 
FD (es A : (111.5) 


这 里 的 正 负 号 分 别 对 应 于 波 传播 的 两 个 方向 . 选择 肾 数 上 后 公式 (111.5) 以 隐 
含 的 方式 决定 (t,x) 的 依赖 关系 . 在 可 以 令 s=so 的 弱 场 中 ，(111.5) 转变 为 
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图 60 


通常 的 相 速 度 为 c/a6 的 平面 波 . 我 们 注意 到 , 所 得 的 解 仅 在 s > 0 时 才 存 在 ， 
这 与 稳定 性 条 件 (18.8) 相符 合作 . 

由 于 波 的 不 同 部 分 以 不 同 速度 运动 , 初始 给 定 的 波 的 剖面 随 着 波 的 传播 
发 生 畸 变 . 通常 e(E) 随 马 的 增长 而 减 小 (函数 e(E) 趋 于 饱和 ). 此 时 剂 面 上 
有 具有 较 大 互 值 的 点 以 较 大 的 速度 运动 , 结果 剖面 前 锋 的 陡 度 增 大 (如 图 60 所 
示 , 其 中 示 出 了 几 个 先后 接续 时 刻 的 剖面 形状 ). 在 某 一 时 刻 发 生前 面 的 折 损 ， 
之 后 剖面 必定 成 为 非 单 值 的 . 事实 上 , 在 此 时 刻 波 中 出 现 了 电磁 激 波 量 
互 和 五 的 间断 . 间断 面 上 的 边界 条 件 与 在 任何 运动 表面 上 的 边界 条 件 的 形式 
(76.13) 一 样 . 横 平面 波 的 边界 条 件 为 : 





H， — Hi = D3 1); 

(111.6) 
-lH — Hi), 

其 中 下 标 1 和 2 分 别 表示 波 前 前 面 和 后 面 的 量 . 将 以 上 两 个 等 式 相 乘 , 求 得 激 
波 的 速度 为 : 


EF» 一 Fi = 


2 b2 El | 
D> — DI 
在 激 波 中 发 生 能 量 耗 散 . 令 8 为 相对 于 间断 面 单位 面积 的 耗 散 速度 . 为 
计算 这 个 速度 , 我 们 路 间断 面 取 一 柱 形 体积 元 , 柱 的 一 个 底面 在 间断 面 后 , 另 
一 个 底面 在 间断 面前 , 写 出 适用 于 介质 的 柱 形体 积 元 的 能 量 守 恒 律 : 
c 
4 
等 式 左 端 为 过 两 个 底面 的 能 流 之 差 , 等 式 右 端 为 因 区 域 1 和 2 之 间 边 界 的 移 
动 引 起 的 内 能 改变 速度 与 在 其 中 能 量 耗 获 速度 之 和 . 内 能 之 差 (密度 、 温度 不 
变 时 ) 为 : 


(111.7) 


VU 


(EH — EiHi) = v(U2 一 00)+Q. (111.8) 


Be “pap+ 工人 a 
ts Ge 


同样 也 利用 (111.6)，(111.7) 式 , 可 使 (111. 8 式 达 到 
D, 
Q = La 一 D1)(E2 十 五 1) 一 A sup\ 


Q@ 在 上 述 推导 中 假定 了 介质 的 密度 、 温 度 等 等 均 不 受到 场 的 振动 的 影响 . 这 一 假 
设 由 伸缩 效应 很 小 及 波 传播 速度 很 大 (与 声速 相 比 ) 得 以 证 实 . 
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的 形式 . 
如 果 激 波 是 弱 激 波 ( 亦 即 其 中 物理 量 的 跃 变 很 小 ), 则 在 计算 8 时 可 将 D 
与 的 关系 表示 为 展开 式 


D(E) = Di+e(BI)(B -Bi)+ >e (Bi)(E =- 
的 形式 , 其 中 e'(E) = d?D/dE?. 简单 计算 后 得 到 结 


由 
一 0 (用 2 ne (111.9) 


因此 , 在 弱电 磁 激流 中 的 能 量 耗 散 为 其 中 场 强 跃 变量 的 三 阶 量 , 因为 必须 有 
Q > 0, 则 在 e'<0 了 时 将 有 Es > Di, 这 与 图 60 相符 . 

激 波 的 出 现 破 坏 了 所 得 解 的 适用 性 : 场 的 表达 式 (111.4)，(111.5) 与 边界 
条 件 (111.6) 相抵 触 . 不 过 重要 的 是 , 当 激 波 还 可 被 认为 是 弱 激 波 时 , 波 仍 然 近 
似 地 (准确 到 包括 二 阶 量 在 内 ) 是 简单 波 巴 . 具有 这 样 的 精确 度 的 间断 面 速度 
可 以 表示 为 ee 

"ce( 2) (111.10) 


在 这 种 近似 下 , 间断 面 在 波 的 剖面 中 的 位 置 由 使 图 60 中 的 坚 直线 和 虚线 之 间 
的 两 块 面积 相等 的 条 件 确定 . 


Q 


是 
一 个 形 如 马 = f(t 一 Z/c) 的 平面 波 从 真空 重 直 入 射 向 介质 边界 , 试 确定 
其 反射 波 . 
(L. J. 布 洛 耶 , 1963) 
解 : 真空 (半空 间 x <0) 中 的 场 由 入 射 波 和 反射 波 (以 下 标 7 标记 ) 相 加 
而 成 : 
vw vw 
2 
vw T 
ss) -te 


(在 真空 中 场 方程 是 线性 的 且 两 个 解 可 以 垣 加 1). 在 介质 中 (x > 0) 只 有 透射 


疲 , 其 中 
E 
a- (1 Es) Ey vedE. 
0 


这 里 的 情况 与 通常 流体 动力 学 激 波 在 强 声 波 中 产生 时 的 情况 完全 相似 (参见 本 
教程 第 六 卷 895), 故而 我 们 不 再 重复 相应 的 讨论 . 
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由 电场 在 x 二 0 点 的 连续 性 条 件 , 我 们 有 
filt) = f(t0) + f(t). 
然后 厅 在 同一 边界 的 连续 条 件 给 出 关系 式 
fi(t)+fr(t) 
UC . EB)dE 

函数 fi 即 可 由 此 式 以 隐 含 的 方式 确定 ， 

TF EL 十 + 
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具有 某 一 频率 wi 的 辐射 ( 泵 浦 波 ) 对 在 同一 介质 中 传播 的 频率 为 w 的 


波 的 影响 属于 三 阶 非 线性 效应 . 这 些 效应 包含 在 对 频率 为 ws 的 电感 应 强度 作 
贡献 的 非 线性 介 电 稼 量 


Ei,klm (WW2) WW1, 一 w1) C2: 1 
中 @. 
各 癌 同 性 介质 中 , 计 及 上 述 贡 献 的 频率 为 w 的 电感 应 强度 Ds 的 表达 式 
为 
D, 一 52> 用 > 十 Qo (Pi 万 ] )E, 十 Do 五 1( 五 ] 五 > ) 十 YPi (Ei - E,), (L122) 
其 中 


By, (112.3) 


(112.2) 式 右 端 的 第 一 项 中 ss = se2(w2) 是 通常 的 线性 介 电 常量 ; 在 剩 下 的 项 里 
Q2,P2,7Y2 是 张 量 (112.1) 的 三 个 独立 分 量 (从 由 三 个 矢量 i, EY, Bo 构造 表达 


t 原文 为 “ 受 激 组 合 散 射 ” 我 们 为 与 通行 文献 一 致 , 将 之 译 为 “ 受 激 拉 曼 散射 在 
苏联 时 期 和 以 后 的 俄罗斯 时 期 的 俄 文 文献 中 , 长 期 以 来 一 直 坚 持 将 通行 物理 文献 中 称 
为 “ 拉 曼 散射 ”的 过 程 称 为 “组合 散射 ", 其 原因 似 与 对 将 发 现 这 一 现象 的 功绩 全 部 归 
于 印度 物理 学 家 C.V. 拉 曼 而 没有 承认 苏联 物理 学 家 TT. C. 兰 斯 贝尔 格 和 I. 开 . 曼 德 
尔 施 塔 姆 重要 贡献 的 不 满 有 关 . 关于 这 一 发 现 的 具体 过 程 , 见 《20 世纪 物理 学 》 第 三 卷 
(北京 , 科学 出 版 社 , 2016) 97-98 页 中 的 记述 . 译 者 注 

@ 三 阶 介 电 篆 量 ei pm(wi;,w2,w3) 为 实数 的 条 件 要 求 系统 的 能 级 差 不 仅 不 能 与 
频率 wi,w2,ws 以 及 它们 的 和 wa 相同 , 也 不 能 与 它们 中 任 两 个 之 和 相同 ; 对 于 啊 应 率 
(112.1) 这 些 和 就 是 wi 十 wo 和 |wi 一 wo|. 追溯 8108 节 提 到 的 通过 介质 与 场 相互 作用 甜 
阵 元 表示 的 非 线 性 响应 率 表达 式 中 的 能 量 分 母 的 起 源 , 可 以 确信 这 点 ; Armstrong J. 4.， 
Bloembergen N., Ducuing J., Pershan P. S$. Phys. Rev. 1962. V. 127. P. 1918 中 给 出 这 个 表 


8112 受 激 拉 曼 散射 . 483 - 


式 (112.2) 的 方法 来 看 , 分 量 的 数 日 是 显然 的 ). 我 们 看 到 , 场 El 对 频率 为 ws 
的 场 的 非 线 性 作用 可 以 通过 引进 各 向 异性 介 电 常 量 


E22ik 一 (2 十 Qo EF! 五 7 )0ix 十 Bo EP1i ETI 十 yo PT; bik (L112;4) 


来 描写 . 

在 非 耗 散 介 质 中 , 系数 2, P2,Y2 与 sa 一 样 是 实数 , 而 且 张 量 (112.4) 是 厄 
米 张 量 . 当 wi 一 0 且 相 应 地 五 ; 为 实时 , 作为 特例 , 张 量 (112.4) 包含 由 公式 
(100.1) 所 描写 的 静态 电场 中 的 双 折 射 . 当 wi 关 0 时 , 表达 式 (112.4) 也 描写 由 
场 五 ; 引起 的 介质 的 旋光 性 . 将 (112.2) 式 与 (101.8) 式 比 较 , 我 们 得 到 回转 矢 


里 
* 
f 三 5 (2 一 ?2) 五 ] x Fi. (112.5) 


如 果 Ei 场 是 线 偏振 的 , 回转 矢量 为 零 . 
如 果 场 与 介质 的 非 线性 相互 作用 伴随 有 耗 散 , 则 可 能 发 生 更 为 多 样 的 现 
象 . 在 这 种 情况 下 , 系数 ao, fo, 2 是 复数 (线性 介 电 常量 依旧 被 当 作 实数 ), 结 
果 发 现 , 这 样 的 耗 散 既 可 以 减弱 也 可 以 放大 Es 场 . 后 一 种 情况 被 称 为 受 激 拉 
曼 散 射 . 
线性 介 电 常量 e(w1i),e(w2) 为 实数 意味 着 , 对 于 频率 wl 和 ws 本 映 , 介质 
中 没有 耗 散 : 介质 不 会 吸收 jw!l 和 fiw 的 量子 . 设 频 率 差 wl 一 wo 而 不 是 频率 
和 wi 十 wz 处 于 介质 的 吸收 频率 域内 . 耗 散 是 通过 将 具有 较 大 能 量 的 量子 转变 
为 具有 较 小 能 量 的 量子 并 将 多 余 能 量 释 放 给 介质 而 实现 的 . 因此 , 当 wi > ws 
时 , 稍 浦 波 放 大 具有 较 小 频率 ws 的 波 . Ez 场 由 于 弱 非 线性 效应 (在 单位 时 间 
单位 体积 内 ) 所 得 到 的 按时 间 平 均 的 能 量 , 可 由 表达 式 (96.5) 反 号 后 直接 给 出 
2 = (ego ~ eon) Bas BS 
= -2 {ol El El +P|E1: Es +%2IE1: ES|} (112.6) 
( 试 对 照 公 式 (108.9) 的 推导 ). 类 似 的 表达 式 给 出 El 场 能 量 的 改变 : 
和 -2 {oli El +PiIEi: El + 8 lB E2|"}, (112.7) 


其 中 oa, B1,8 是 用 于 描写 频率 为 wo 的 场 对 频率 为 wi 的 场 影响 的 介 电 张 量 


Ey RIA (OL; (W2,， 一 w2) 


@ 从 微观 的 量子 观点 看 , 这 里 指 的 是 , 当 光 子 hwi 人 射 到 处 于 光子 总 es 的 场 中 的 原 
子 上 时 , 发 射 一 个 2 光子 . 此 时 能 量 扩 wi - w2) 转移 给 了 介质 , 亦 即 产 生 了 确定 类 型 
的 介质 元 激发 ( 声 子 、 激 子 以 及 其 他 ). 在 专门 文献 中 , 对 不 同类 型 的 散射 过 程 存在 特别 
的 名 称 . 在 我 们 的 纯 唯 象 描述 中 , 我们 采用 正文 中 的 名 称 作 为 约定 的 通用 名 称 . 
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的 独立 分 量 . 
与 在 8107 中 用 来 推导 曼 利 - 岁 定 理 相似 的 论据 使 我 们 确信 


2 (112.8) 


w1 dt wo dt 
即 每 产生 一 个 hs 量子 必 有 一 个 jw 量子 消失 . 由 此 得 出 
Ql = Br =—py, HW = (112.9) 
耗 散 掉 的 能 量 由 两 个 场 能 量 和 的 减少 决定 : 
Oa a (112.10) 





dt dE ' “ep “1 


当 wi > ws 时 , 由 条 件 8Q > 0 得 出 dUo/dt > 0, 频率 小 的 波 被 放大 , 与 前 面 的 
讨论 相符 合 . 表达 式 (112.6) 为 正 的 条 件 由 不 等 式 


as <0, az 二 B <0， as 二 认 <0， as+ 克 十 交 <0. (112.11) 


给 出 包 . 

我 们 注意 到 所 人 研究 的 效应 与 场 之 间 的 相位 关系 无 关 . 这 是 因为 泵 浦 波 场 
是 以 Bl 和 EY 的 双 线 型 表达 式 的 形式 出 现在 方程 内 的 , 其 中 消 卸 了 相位 因子 
这 最 终 导致 wo 场 的 放大 不 要 求 场 的 同步 , 与 8110 中 人 研究 过 的 谐 波 产生 以 及 
信号 的 参量 放大 现象 正好 相反 . 

有 可 能 将 受 激 拉 曼 散 射 的 特征 与 通 第 的 (自发 ) 散射 的 特征 联系 起 来 , 这 
个 问题 将 在 第 15 草 中 讨论 . 相应 的 计算 将 在 8118 的 习题 中 给 出 . 

假如 如 前 所 述 能 量 被 介质 吸收 只 发 生 在 差 频 wi - ws 上 , 则 前 面 导 出 的 
关系 是 正确 的 . 如 果 不 是 差 频 而 是 和 频 wi 十 w2 处 于 介质 的 吸收 频率 域内 , 则 
出 现 男 外 的 情况 . 在 这 种 情况 下 每 吸收 一 个 jwo 量子 也 会 吸收 一 个 jw 量子 ， 
给 予 介 质 的 能 量 等 于 (wi 十 w2) ( 双 光 子 吸 收 ). 在 这 种 情况 下 , 两 个 频率 的 波 
目 然 都 会 减弱 . 


@ 考察 在 场 El = ei1B1 和 Es = esoBo 取 各 种 不 同 偏振 (包括 相同 的 或 相互 垂直 方 
向 的 线 偏振 , 同 号 或 异 号 的 圆 偏振 ) 时 表达 式 (112.6) 的 取 值 后 , 可 以 确信 这 点 . 在 前 两 
种 情况 下 el 和 es 是 实数 , 而 且 el .ez =1 或 el.ez=0. 在 后 两 种 情况 下 el 和 es 是 复 
数 , 同时 el'e2 一 0,el-@%= 二 1 或 者 el.:e2=1,el.e*=0. 


第 十 四 章 
快速 粒子 穿 过 物质 


§113 快速 粒子 在 物质 中 的 电离 损失 : 非 相 对 论 
情况 


快速 带电 粒子 在 穿 过 物质 时 使 物质 的 原子 电离 , 从 而 损失 自己 的 能 量 由. 
在 气体 中 , 电离 损失 可 由 快速 粒子 与 单个 原子 的 碰撞 结果 确定 . 在 凝 案 态 介 质 
中 , 可 以 同时 有 许多 原子 与 飞 过 的 粒子 产生 相互 作用 . 这 种 情况 对 粒子 能 量 
损失 的 影响, 从 宏观 观点 看 来 , 是 粒子 的 电 谷 导 致 介质 介 电 极 化 的 结果 . 我 们 
首先 在 粒子 非 相 对 论 速 度 情况 下 研究 这 一 效应 . 最 后 的 结果 表明 , 在 这 种 情况 
下 , 介质 的 极 化 对 粒子 的 能 量 损失 影响 很 小 . 但 相应 的 结论 对 于 类 似 方法 的 进 
一 步 应 用 具有 方法 论 上 的 意义 . 

首先 我 们 要 讲 清楚 允许 对 这 一 现象 进行 宏观 研究 的 条 件 . 运动 速度 为 v 
的 粒子 在 距 其 路 径 > 处 产生 的 场 的 诺 分 解 中 包含 的 主要 是 w/r 量 级 的 频率 ( 碰 
撞 时 间 的 倒数 ). 而 频率 w 之 wo 的 场 分 量 可 以 造成 原子 的 电离 , 其 中 wo 为 与 
原子 中 大 多 数 电 子 运 动 对 应 的 某 一 个 平均 频率 . 因此 , 如 果 长 度 v/wo 比 原子 
间距 离 大 得 多 , 则 粒子 将 同时 与 许多 原子 发 生 相 互 作用 ; 在 凝 案 态 介质 中 , 原 
子 间 距离 在 数量 级 上 与 原子 本 号 的 尺度 a 相同 . 因此 , 我 们 得 到 条 件 v > awo， 
也 就 是 引起 电离 的 粒子 的 速度 应 当 比 原子 内 电子 的 速度 大 得 多 (或 至 少 比 其 
中 大 多 数 电子 的 速度 大 得 多 包 )， 
， @ 我 们 惯常 所 说 的 “电离 ”损失 , 在 其 中 实际 上 也 包括 了 激发 离散 原子 能 级 的 损 


”@ 对 于 粒子 的 能 量 已 由 此 得 到 条 件 巨 光 IM/m, 其 中 M 为 粒子 质量 , m 为 电子 质 
量 , 7 为 对 于 原子 中 大 多 数 电 子 的 某 一 平均 电 高 能 
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我 们 来 确定 在 物质 介质 中 运动 的 粒子 所 产生 的 场 . 在 非 相 对 论 情况 下 ， 
研究 由 标量 势 yp ee 标量 势 满足 泊 松 方程 


éAw = —4ned(r — vt), (113.1) 


其 中 把 介 电 常量 理解 为 算 符 , 而 等 式 右 端的 表达 式 e6(7 一 vt) 为 以 党 速度 ww 运 
动 的 点 电荷 所 产生 的 电荷 密度 由 
将 p 展开 为 坐标 的 传 里 叶 积 分 : 





= . ppe 7 i (1132) 
以 拉 普 拉 斯 算 符 作 用 于 上 式 两 端 , 我 们 得 到 Ay 的 传 里 叶 分 量 等 于 
(Ap)k = —k? pk. 
另 一 方面 , 取 方 程 (113.1) 两 端的 传 里 叶 分 量 , 我 们 有 
é(Agp)k = 一 / Aned(r — vt)e “rdV = —4nee ™®. 
比较 两 个 公式 后 , 我 们 得 到 


由 此 可见， wp 通过 因子 exp( 一 itv . K) 依赖 于 时 间 . 而 算 符 & 作用 于 男 数 
exp( 一 jwt) 的 结果 为 在 其 上 乘 以 e(w). 所 以 我 们 最 后 对 于 pn 有 以 下 表达 式 : 


47ne —itv:k 


We k2e(k. 中 


场 强 的 传 里 叶 分 量 与 电势 的 仁 里 叶 分 量 的 关系 为 i 





be = grad(pre'™”'”) 要 一 i 开 pe 
4niek ; 
Ex = —ikpk = — es 113. 


反 过 来 对 其 傅 里 时分 量 作 反 演 , 我 们 得 到 总 场 强 : 


E= I Eee yj (113.4) 


假定 粒子 的 运动 为 直线 运动 ,因此 我 们 略 去 了 散射 ,在 这 类 问题 中 , 这 样 作 总 是 
允许 的 . 如 果 粒 子 具 有 电 丛 ze, 则 在 本 节 和 以 后 几 节 中 的 能 量 损失 公式 中 均 应 乘 以 z? 
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我 们 感 兴趣 的 运动 粒子 的 能 量 损失 , 正好 是 由 粒子 所 产生 的 场 反 过 来 作 
用 于 粒子 自身 的 滞 阻 力 eBE 对 它 做 的 功 . 取 粒 子 所 在 点 7 = wt 的 场 值 , 我们 在 
(113.4) 式 的 被 积 函 数 表达 式 中 得 到 因子 (it -kk), 它 写 (113.3) 式 中 Ex 的 因子 
exp( 一 itv .kk) 相互 抵消 . 所 以 浪 阻 力 下 由 以 下 积分 给 出 : 


F=-4rie 人 < 
8 be(hso) (27 





事先 已 经 清楚 , 力 下 的 方 同 与 速度 wv 的 方向 相反 , 我 们 将 后 者 的 方向 取 为 x 
轴 . 引入 记号 kzv ==w,q 三 WW/ 司 十 局 并 将 dkydkz 换 为 2xqdg, 我 们 将 五 的 大 


小 改写 为 
d0 
_ -三 /元 i (113.5) 


的 形式 (有 关 积 分 上 限 go 的 选取 见 下 文 ). 

对 于 (113.5) 式 中 对 w 的 积分 , 有 必要 作 下 述说 明 . 当 w 一 co 时 , 艺 数 
a(w) 一 1, 而 且 积 分 发 散 (对 数 发 散 ). 这 种 情况 实际 上 与 应 当 从 场 五 中 扣除 乔 
粒子 在 真空 中 ( 亦 即 当 <= 1 时 ) 运动 时 的 场 有 关 ; 很 清楚 , 这 个 场 与 在 物质 内 
阻止 粒子 运动 毫 无 关系 . 这 种 扣除 将 导致 (113.5) 式 中 被 积 图 数 表 达 式 内 1/e 
换 作 1/e 一 1, 此 后 积分 将 收敛 . 然而 , 如 果 约 定 将 从 一 00 至 co 的 积分 理解 为 
在 从 一 12 到 8 的 对 称 积分 限 上 积分 , 然后 令 8 一 co , 也 可 以 不 作 上 述 代 换 而 
得 到 同样 的 结果 . 由 于 s'(w) 为 偶 图 数 , 被 积 函 数 表达 式 的 实 部 为 频率 的 奇 隔 
数 . 用 这 种 方法 求 积 分 结果 为 零 ; 而 被 积 孙 数 表 达 式 虚 部 的 积分 收 钱 . 

后 面 的 讨论 中 , 有 时 使 用 符号 





i n(w)=7 + i (113.6) 
会 觉得 更 方便 , 其 中 (ww),W(w) 分 别 为 偶 图 数 和 奇 图 数 , 而 且 7” = -ae”/lel? < 
0. 可 以 把 公式 (113.5) 改写 为 明显 的 实数 形式 : 
d0 
全 人 ) 2 dddw. (113.7) 


粒子 在 其 单位 长 度 路 程 上 的 能 量 损失 为 滞 阻力 在 这 段 路 程 上 所 做 的 功 , 该 力 
的 量 值 正好 与 相同 . 这 个 量 称 为 物质 对 运动 粒子 的 阻止 本 领 

按照 量子 力学 的 普遍 规则 , 具有 波 矢 k 的 场 的 传 里 叶 分 量 向 被 电离 的 电 
子 (6 电子 ) 传递 的 动量 为 jik， 在 g 值 足 够 大 时 (gq 六 wo/v), 我 们 有 及 = 
?十 w2/w2 守 gq 所 以 传递 的 动量 近似 地 等 于 jig. 一 个 给 定 的 g 第 与 磁 撞 参量 
~ 1/g 的 碰撞 相对 应 . 所 以 上 述 宏观 方法 的 适用 条 件 要 求 1/g > a. 为 此 , 我 们 
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选择 满足 条 件 wo/v 之 go 之 1/a 的 go 第 为 积分 的 上 限 ; 量 fF(go) 等 于 向 原子 
中 电子 传递 的 动量 不 超过 hgo 的 快 粒子 的 能 量 损 失 , 也 称 为 沛 阻 *. 
(113.7) 式 中 对 9 积分 后 , 我 们 得 到 


v2 


Fen) = 车 | whin Dae, (113.8) 


这 个 公式 的 一 般 形式 已 不 再 可 能 作 进一步 的 变换 , 但 通过 引进 相应 的 符号 可 
表示 为 更 方便 的 形式 . 
我 们 首先 计算 积分 


| wn (Wdw = -人 < gw. 
0 | 应 


为 此 我 们 注意 到 , 如 果 在 w 的 复 平 面 上 党 由 实 轴 和 无 穷 远 上 半圆 周 c 组 成 的 
回路 进行 积分 , 则 积分 为 零 , 因为 被 积 图 数 表 达 式 在 上 半 平 面 没 有 极点 . 在 大 
军 量 值 时 图 数 s(w) 由 公式 (78.1) 确定 : 














cs(w) = a (113.9) 
利用 这 个 公式 在 无 穷 远 半 圆周 c 上 积分 , 结果 我 们 得 到 包 
人 27Ve2 /dw 2n2Ne? 
本 wn (wdw = 一 i 人 二 (113.10) 
我 们 引进 由 等 式 
] er // ] d 证 // d 
nw )/ wn (Ww) lnw =/ | wn (w)dw 
-za po (113.11) 
定义 的 原子 内 电子 运动 频率 的 某 种 平均 值 . 借助 这 一 符号 , 公式 (113.8) 的 形 
式 可 与 为 ， 
4nN 
F(go) = me In 二 (isn 


在 此 我 们 作 以 下 一 些 说 明 . 按照 (113.7) 或 (113.11) 的 形式 , 人 们 可 能 会 
认为 , 给 电离 损失 (113.12) 0 4 是 那些 具有 显著 吸收 的 频率 区 


* 这 个 词 的 俄 文 原文 为 “ropmoxkesne”, 按 字义 为 “阻止 , 制 动 ” 的 意思 , 此 处 的 涵义 
是 运动 粒子 因 被 阻 沛 减速 而 损失 的 能 量 . 本 教程 第 三 卷 译 者 严肃 先生 在 该 卷 8149 中 
将 其 译作 “ 清 阻 ", 颇 为 妥 帖 , 上 改 我 们 沿用 此 译 法 . 一 - 译 者 注 

@ 这 个 结果 理所当然 应 与 (82.12) 式 相 同 , 因为 当 |w| 一 ce 时 我 们 有 le| 一 1, 因此 


nm a 
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域 . 但 是 并 不 一 定 如 此 , 上 述 公 式 内 也 可 以 包含 由 e” 很 小 的 频率 区 给 出 的 显 
著 贡 献 . 原因 是 在 这 些 频 率 区 内 , 图 数 s(w) s se'(w) 可 以 通过 零点 , 而 s(w) 的 
零点 是 (113.5) 式 中 被 积 男 数 的 极点 . 事实 上 , e”(w 人 因此 
函数 s(w) 的 零点 并 不 正好 位 于 实 轴 上 , 而 是 稍稍 低 于 实 轴 . 这 意味 着 在 使 用 
通过 零点 的 e(w) 的 实数 表达 式 时 , 应 当 从 上 方 绕 过 被 积 国 数 的 极点 , 这 样 即 
给 出 对 积分 的 相应 贡献 . 例如 , 如 果 函 数 e(w) 由 公式 (84.5) 给 出 , 则 由 绕 极 点 
<wl1 (该 处 s(wl) = 0) 产生 的 对 沛 阻 (113. 12) 的 贡献 等 于 


4mrNVe4 gov 





n 3 
700202 wi 


通过 直接 计算 (113.7) 式 的 积分 , 很 容易 证 实 这 一 结果 . 

为 了 求 得 传递 动量 不 超过 某 一 值 jigt > jas 的 灌 阻 Fo) , 必须 将 公式 
(113.12) 与 量子 力学 碰撞 理论 中 与 单个 原子 碰撞 对 应 的 滞 阻 的 公式 “缝合 ”起 
来 . 我 们 之 所 以 可 以 如 此 做 , 是 因为 两 个 公式 的 适用 区 域 有 重合 . 由 碰撞 理论 
可 知 , 动量 传递 在 iidg 区 间 的 沛 阻 为 
4rNe dg 

02 gq 
而 且 这 个 公式 适用 于 (在 非 相 对 论 情 况 下 ) 动量 守恒 和 能 量 守恒 ee 
的 任何 gq 污 wo/v 值 , 只 要 所 传递 的 能 量 小 于 快速 粒子 的 初始 能 量 包 . 包括 qo 
和 ql 之 间 所 有 9 值 的 清 阻 相应 地 为 


4TVe4 d1 
ln 一 ， 
TNnU d0 


把 这 个 量 添加 到 公式 (113.12) 中 后 该 式 中 的 go 换 为 q1, 因而 


df = 





(113.13) 





A4nNes v 
Ce m 二 (113.14) 





如 果 传 递 给 原子 内 电子 的 动量 iiql 大 于 原子 动量 , 则 其 获得 的 能 量 等 于 El = 
总 gz/(2m). 引入 这 个 量 后 , 我 们 写 出 


2TVe4 2mv2E 
n 
mv2 i200 


Q@ 参见 本 教程 第 三 卷 8149; 量 Ff 与 在 该 节 引 入 的 “有效 混 阻 ” 差 一 个 因子 Na = 
N/Z 一 一 原子 的 数 密度 . 公式 (113.13) 对 应 于 与 自由 电子 的 碰撞 .但 是 , 其 适用 范围 ( > 
wo/v) 是 从 原子 内 电子 事实 上 还 不 能 看 作 自 由 电子 的 g 值 起 始 的 . 上 自由 电子 要 求 g > 
wo/vo (vo 为 原子 内 大 多 数 电 子 速 度 的 数量 级 ), 此 时 5 电子 的 能 量 让 02/(2m) 远大 于 原 
子 中 电子 的 能 量 . 


F(F1) = (113.15) 
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公式 (113.14) 一 (113.15) 给 出 快速 粒子 由 于 电离 而 受到 的 清 阻 , 此 时 快速 
粒子 所 传递 的 能 量 值 不 超过 户 i, 而 到 远 小 于 粒子 的 初始 能 量 . 我 们 要 强调 指 
出 , 在 这 一 条 件 下 , 这 些 公式 无 论 对 于 快速 电子 还 是 快速 重 粒 子 的 能 量 损失 都 
同样 适用 . 

公式 (113.15) 与 未 考虑 原子 间 相 互 作用 的 微观 理论 的 结果 ( 见 本 教程 第 
三 卷 8149, (149.14) 式 ) 的 差别 仅 在 于 “电离 能 > 的 定义 , 这 里 扮演 该 角色 的 
是 外. 然而, 原子 的 平均 电离 能 (对 电子 求 平均 ) 一 般 很 少 依赖 于 它 与 其 他 原 
子 的 相互 作用 , 因为 在 其 中 起 主要 作用 的 是 不 涉及 这 些 相 互 作 用 的 内 过 层 电 
子 . 况且 在 现在 情况 下 , 这 个 量 出 现在 对 数 符号 下 , 因此 其 精确 定义 对 滞 阻 值 

I 影响 就 更 为 微弱 . 

重 粒子 与 电子 碰撞 时 ,与 粒子 动量 Mw 相 比 , 即便 是 传递 给 电子 的 动量 的 
极 大 值 iomax 也 是 小 量 . 所 以 重 粒 子 能 量 的 改变 等 于 wv .hig; 设 此 量 与 电子 能 
量 相等 , 我 们 得 到 

用 < 


—— = fg: < fgv, 
2m, 


由 此 jiqmax = 2mv, 故 Bi max = 2mv?. 将 此 值 代入 (113.15) 式 替代 刀 , 我 们 得 
到 重 粒 子 的 总 电离 能 损失 : 
[a Ls In 2 (113.16) 

这 个 公式 与 通常 所 使 用 的 公式 ( 见 本 教程 第 三 卷 ，(150.10) 式 ) 的 差别 只 在 于 
电离 能 和 的 定义 . 

我 们 现在 来 追溯 一 下 ，(113.11) 式 所 定义 的 量 友 在 稀 琉 介质 中 是 如 何 转 
化 为 第 三 卷 (149.11) 式 所 定义 的 单个 原子 的 平均 电离 能 的 . 为 此 我 们 注意 到 ， 
在 稀薄 气体 中 (为 简单 起 见 , 假定 气体 由 相同 原子 组 成 ) 介 电 常量 ; 


c=1++4xNaa(w), 


其 中 Na 为 单位 体积 中 的 原子 数 , a(w) 为 一 个 原子 的 极 化 率 ; 此 时 le 一 1| < 入 1 
对 于 量 7= 1/e 的 虚 部 , 我 们 有 


7 | SO dr Naa (w). 


原子 的 极 化 率 由 本 教程 第 四 卷 公式 (85.13) 给 出 ; 将 极 化 率 的 虚 部 分 出 来 ( 借 
助 第 四 卷 的 公式 (75.19) ), 在 w > 0 时 我 们 得 到 : 





4 
"| = No >》 |don|25(E — Eo — fiw), 


其 中 Eo 和 En 分 别 为 原子 的 基态 及 激发 态 能 量 . 将 这 个 表达 式 代 入 (113.11) 
式 , 进行 积分 并 作 代 换 N = Na2 ,我们 就 回 到 第 三 卷 (149.11) 式 的 定义 . 
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如 我 们 将 要 看 到 的 , 当 粒 子 速 度 接近 光速 时 ,介质 对 快速 粒子 能 量 损失 亦 
即 滞 阻 的 影响 可 以 变 得 极为 重要 , 而 且 不 仅 是 在 凝聚 态 物 质 中 , 甚至 在 气体 中 
也 是 如 此 包 ， 
为 了 推导 出 相应 的 公式 , 我 们 采用 类 似 于 上 节 用 过 的 方法 , 但 此 时 必须 
从 完备 的 麦克 斯 韦 方 程 出 发 . 存在 外 电 傈 (密度 为 pex) 与 外 电流 (密度 为 jex) 
时 . 这 些 方程 为 电 
1 9 万 


div 百 =0，rot 五 = 一 -一 一， (114.1) 
c ot 
divéE = 4npex, rot H = :0 十 0 (2) 
6- 0t i 
现在 情况 下 , 外 电荷 和 外 电流 的 分 布 由 下 式 给 出 : 
pex = ed(7 — Vt). jex 一 evoglr 一 vt). (114.3) 
按照 通常 的 定义 引进 标量 势 和 矢量 执 : 
10A 
H=rotA, E= A grad ， (114.4) 
结果 方程 (114.1) 和 恒 满足 . 我 们 在 势 4 和 wp: 上 附加 补充 条 件 
div 4 十 = 0， (114.5) 


这 个 条 件 是 辐射 理论 中 所 加 的 洛 伦 兹 条 件 的 推广 ， 此 时 将 (114.4) 式 代入 
(114.2) 式 , 得 到 对 于 势 的 以 下 方程: 


(114.6) 
E (ss 一 二 5 = 一 4re0(r — vt). 


将 A 和 ww 展开 为 坐标 的 仁 里 叶 积 分 . 双方 程 (114.6) 两 端的 传 里 叶 分 量 ， 


GO E. 费 米 (1940) 首先 指出 这 个 效应 并 对 原子 气体 的 特殊 模型 (将 原子 当 作 谐振 
子 ) 作 了 计算 . 以 下 讲述 的 普遍 推导 是 明道 首先 提出 的 . 

@ 我 们 假定 处 处 ww) = 1, 因为 在 对 于 电离 损失 起 重要 作用 的 那些 频率 下 , 物质 表 
现 得 如 同 非 磁 性 物质 一 样 . 
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我 们 得 到 
^ 2 
2 E00Ap A -ipt 
k“ Ax 二 pr 
^ 2 
^ | ) 2 E O° pk —ik.vt 
s( pr + ) -ree . 


由 此 可 见 , Ak 和 gx 对 时 间 的 依赖 关系 由 因子 exp(-itk.vo) 给 出 . 我 们 重新 引 
人 入 符 号 w= 二 .v= kwv 并 得 到 


4Te ?7 


—iwt 
et a . 
Ro we : (114.7) 
Wey de 
E(wW) k= We) /0 
电场 强度 的 传 里 叶 分 量 为 
Er = A — ikprk. (114.8) 


音 助 所 得 的 公式 , 作用 于 粒子 上 的 浪 阻 力 下 = eE 仍 如 前 一 节 中 那样 求 
得 .使 用 同样 的 符号 , 我 们 现在 得 到 这 个 力 的 大 小 的 以 下 公式 : 


CE ee 
hh ee 


(在 e686 轩 这 个 公式 当然 化 为 (18:6) 式 ) 

我 们 从 对 频率 的 积分 开始 . 因为 打算 在 复 平面 w 上 进行 积分 , 我 们 先 要 
弄 清 楚 , 在 上 半 平 面 的 哪些 点 上 被 积 图 数 有 极点 . 图 数 s(w) 在 这 一 区 域 既 无 
奇 点 也 无 零点 . 所 以 所 要 寻找 的 极点 只 能 是 表达 式 


多 (5 _ 万 ) a 
的 零点 . 我 们 将 要 证 明 , 在 正 实数 gq? 的 所 有 取 值 下 , 这 个 表达 式 只 在 一 个 w 值 
时 为 零 . 


为 证 明 这 点 氏 , 我 们 使 用 复 变 函数 的 一 个 著名 定理 , 按照 这 个 定理 , 沿 封 
闭 回 路 C 所 取 的 积分 
(DY) 。 dy 
27i fo dw fl(w)—a 
@ 至 于 磁力 ev x H/c, 则 从 对 称 性 概念 考虑 , 显然 该 力 为 零 (更 不 必 说 这 个 力 垂直 
于 粒子 的 速度 , 一般 而 言 不 对 它 做 功 ). 
@ 以 下 的 讨论 ,与 本 教程 第 五 卷 $8123 讲述 过 的 对 因数 e(w) 在 上 半 平 面 没有 零点 的 
证 明 类 似 . 


(114.10) 
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等 于 回路 C 所 包围 的 区 域内 函数 f(w) 一 a 的 零点 数目 与 极点 数目 之 差 . 设 
f=? (让)， 


a = 二 gq* 为 正 实数 , 我 们 选择 C 为 由 实 轴 与 无 穷 远 半圆 周 所 构成 的 回路 (图 61). 
f(w) 在 上 半 平 面 的 任何 地 方 (以 及 实 轴 上 吕 ) 都 没有 极点 ; 因此 积分 (114.10) 
直接 给 出 也 数 f(w) -aa 在 上 半 平 面 的 零点 的 数目 . 为 了 计算 ,我们 将 这 个 积 了 4 
的 形式 写 为 





1 df 
ce . 114. 
oN1 el f—oa ( | 





图 61 


而 且 积 分 在 复 变 量 f 的 平面 上 沿 回路 0C' 进行 . 回路 0’ 是 w 平 面 上 回路 C 的 
映射 . w = 0 时 函数 f = 0. w 取 正 实 值 时 , 我 们 有 Imf > 0, 而 当 其 取 负 实 什 
时 , In f < 0. 在 无 穷 远 处 , f 一 一 w*(v* 一 c 悦 ); 所 以 当 w 通过 无 穷 远 半 辆 周 
时 , f 通过 一 个 无 穷 远 圆周 . 由 此 可 见 , /平面 上 的 积分 回路 C 如 图 61 所 示 . 
当 a 为 正 实数 时 (如 图 61 所 示 ), 绕 C' 一 周 复 数 f 一 a 的 辐 角 改变 2r 且 积 人 
(114.11) 等 于 1. 因此 我 们 的 论断 得 到 证 明 包 . 

况且 容易 看 出 , 方程 f(w) 一 qg*? =0 的 唯一 的 根 在 w 的 虚 轴 上 . 实际 上 ,在 
w 为 纯 虚 数 时 , 图 数 f(w) 类 似 于 函数 s(w) 为 实数 , 而 且 取 遍 从 0 到 co 的 所 有 
值 , 其 中 包括 % 的 所 有 正 值 . 

我 们 回 到 (114.9) 式 中 对 w 的 积 4 

多 [1/(ev*) — 1/c?]wdw 
6 0 = WwW (e/c = 1/02) 

可 将 它 表 示 为 沿 回 路 C 的 积分 以 及 沿 无 穷 大 半圆 周 积分 之 差 的 形式 . 其 中 第 


金属 的 e(w) 在 w=0 时 有 极点 ,但 w?e 总 是 趋 于 零 . 
@ 如 果 a 为 负 实 数 , 则 绕 C' 一周, f -a 的 辐 角 改变 4r, 因此 , 积分 (114.11) 等 于 2; 
换 句 话说 , 方程 f(w) = -la| 在 上 半 平 面 有 两 个 零点 . 
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个 积分 等 于 / 宇 = i 而 第 一 个 积分 等 于 2xi 乘 以 其 被 积 函 数 中 唯一 极点 
的 留 数 . 我 们 将 把 w(g) 理解 为 由 等 式 


2 (5 和 广 ) 二 (114.12) 


c2 v2 


定义 的 图 数 . 此 时 , 依据 寻求 留 数 的 熟知 规则 ,我 们 求 得 沿 回路 C 的 积分 等 


1 1 
IT 7e i “dg 
EE 
整理 所 得 表达 式 并 代入 (114.9) 式 后 , 我 们 求 得 


pe" [ED Ye ,oa 








或 者 将 上 式 右 病 方 括号 内 第 一 项 对 gq 的 积分 换 为 对 w 的 积分 ， 


w(go) 1 1 ' pe 
ER 人 


2 pw(go) ] 本 ] ] 


w(0) wj 
(114.13) 


方程 (114.12) 的 w 绝对 值 大 的 根 对 应 于 大 的 9 值 . 利用 与 此 相应 的 e(w) 
的 表达 式 (113.9), 我 们 求 得 





4T Ne ) 


hp 


其 中 我 们 引入 了 符号 


代入 (114.13) 式 后 , 我 们 得 到 


2 ivygo 小 ] oN 4 > 0 
r= |/ eR A a (114.14) 
v2 w(0) E(w) mc2 2v27Yy? 


(在 积分 中 w(go) 只 保留 主导 项 ivqoy 已 足够 ). 
Q@ 表达 式 f(z)/wp(z) 相对 于 极点 z= zo 的 留 数 为 f(z0)/yp'(z0). 
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(114.14) 中 的 积分 对 w 的 虚 值 进行 . 按照 w= iw” 引入 实 变量 , 将 积分 的 
下 限 标记 为 w(0) = 论 , 并 重新 引进 符号 (113.6) 1/e = 7. 我 们 应 当 计算 的 积分 
为 

udo7 
-|/ [niw”) — 1w” dw”, 
é 


函数 n(w) 在 虚 轴 上 的 值 可 以 按照 公式 
。 // 2 wh (i) 

1 一 ] 二 一 | 

n(iw ) | 六 


元 72 a WwW/2 


通过 其 在 实 轴 上 的 值 的 虚 部 表示 出 来 (参见 (82.15) 式 ). 因此 , 对 于 所 研究 的 
积分 , 我 们 得 到 (与 vgoy 相 比 略 去 z) : 


vgoy Tn’ jl dey dz ] OO 12 2 一 2 
= / lm (x sy Tl" (Tw dw “dz 人 上 zy’ (zx) ln d07 dx. 
光一 二 we 0 ZX2 十 £2 


将 这 个 结果 代入 (114.14) 式 , 同时 为 了 简化 书写 , 引入 符号 





Co 
In f= 5In(w” + )， (114.15) 


其 中 横 杠 表示 是 以 权重 ww”(w)| 所 作 的 平均 , 如 在 (113.11) 式 中 一 样 . 此 时 我 
们 得 到 











dnxNet, govy 27Ne ee 

0) nl nn me 922 

在 进一步 探究 这 个 公式 时 , 必须 分 别 讨论 两 种 情况 . 首先 我 们 假设 介质 
是 介 电 体 , 而 粒子 的 速度 满足 条 件 


(114.16) 


C2 
和 (114.17) 
<0 
其 中 so = s(0) 是 介 电 常量 的 静电 值 . 困 数 e(w) 在 虚 轴 上 的 值 从 w = 0 时 的 
so > 1 单调 减少 到 w = ioo 时 的 1. 而 方程 (114.12) 左 端的 表达 式 此 时 则 单 
调 地 从 0 增加 到 co. 所 以 , 当 g = 0 时 ,方程 (114.12) 也 给 出 w = 0. 因此 ,在 
(114.16) 式 中 应 当 令 上 = 0; 此 时 1 变 成 平均 原子 频率 豆 (113.11) : 


4TrVe4 govy wv 
Fl(g0) = 3 nm | 





(114.18) 


( 当 人 E26 有 这 个 会 式 理 所 应 当地 这 为 111919) 式 ) 

go 之 值 满足 条 件 go 有 1/a, 其 中 a 为 原子 间距 离 的 数量 级 (在 凝聚 态 物 
质 中 为 原子 的 尺度 ). 为 了 使 这 个 公式 拓展 到 传递 大 动量 值 和 大 能 量 值 的 区 域 ， 
必须 与 前 一 节 所 作 类 似 , 将 它 与 通常 碰撞 理论 的 公式 “缝合 ”起 来 . 但 是 这 里 
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的 缝合 应 当 分 两 阶段 进行 . 首先 借助 公式 (113.13) 进入 这 样 的 g 值 区 , 其 对 应 
的 能 量 传递 大 于 原子 能 量 , 但 仍然 是 非 相 对 论 的 . 此 时 公式 (114.18) 的 形式 不 
变 , 但 其 中 可 以 引入 6 电子 的 能 量 大 qi/(2m). 将 这 个 能 量 标记 为 及 ,我 们 得 
到 
加 ox Ne mEv2y wv 

其 次 , 可 以 转 入 Bi 的 相对 论 值 区 , 利用 相对 论 碰 撞 理 论 公 式 , 依照 这 个 
公式 , 只 要 Bp' 比 在 给 定 的 快速 粒子 与 自由 电子 碰撞 时 动量 和 能 量 守 恒定 律 所 
允许 的 最 大 传递 能 量 Bi max 小 中 ,传递 能 量 处 于 BF' 和 EB' 二 dB' 之 间 的 间隔 内 
的 滞 阻 即 等 于 








2TVe4 db’ 

mv?2 EE’ 

由 于 积分 表达 式 (114.20) 式 将 会 给 出 In BE', 于 是 很 清楚 , 结果 公式 (114.19) 的 
形式 不 变 , 因此 它 适 用 于 所 有 的 i < Bimax 看 . 

在 快速 重 粒子 (质量 M 六 m, 能 量 包 虽 然 是 相对 论 性 的 ,但 < M?c?/m) 
被 阻 沛 时 , 传递 给 电子 的 最 大 能 量 为 Enax 污 2mv?27y%, 仍 远 小 于 马 (参见 本 
教程 第 四 着 882, 公式 (82.23)). 这 样 的 粒子 与 自由 电子 碰撞 引起 的 微分 能 量 
损失 的 形式 在 EF' 为 任意 值 时 是 


onxnNes / 1 1 | 
mv? ( 记 pr ) 0 
(参见 本 教程 第 四 卷 882, 公式 (82.24)). 传递 由 Bi 到 Ei max (同时 Ei 及 Bi max) 
能 量 的 附加 能 量 损失 (相对 于 (114.19) 式 ) 在 这 种 情况 下 为 


2TNVe4 区 Eis, ， ) Dx Ne 区 my”y? 5 


02 77202 五 1 c2 
将 这 个 表达 式 添 加 到 (114.19) 式 中 , 我 们 求 得 快速 重 粒 子 的 总 裤 阻 为 : 


4nxNe” jy 2710 7 
7 


(114.20) 

















114.21 
bi 2mc2™y? ( ) 


(114.22) 








nv2 


这 个 公式 与 通常 理论 的 差别 仅 在 于 “电离 能 ”jw 的 定义 (参见 本 教程 第 四 卷 ， 
公式 (82.26)). 
现在 转 到 第 二 种 情况 , 此 时 粒子 速度 满足 条 件 
2 


v2 > 二 (114.23) 
<0 


G@ 参见 本 教程 第 四 卷 中 的 公式 (81.15) 和 (82.24). 将 这 些 散 射 截面 的 表达 式 乘 以 能 
量 损失 mA 以 及 N 即 得 到 浪 阻 荆 . 
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(特别 的 是 , 金属 永远 属于 这 种 情况 , 因为 它们 的 e(0) = co). 在 这 种 情况 下 , 方 
程 (114.12) 左 端的 表达 式 w2(s/c2 - 1/v2) 两 次 (在 w 的 虚 轴 上 ) 通过 零点 , 一 
次 是 当 w = 0 时 , 另 一 次 是 当 w = 这 时 , 其 中 上 由 等 式 


C2 
(ié) = 亏 (114.24) 


定义 .在 0 与 过 之 间 的 区 间 内 这 个 表达 式 为 人 负 , 而 在 |w| > 和 时 , 它 取 从 0 到 oo 
的 所 有 正 值 . 所 以 , 当 g 一 0 时 , 方程 (114.12) 的 根 在 这 种 情况 下 趋 于 & 值 , 即 
应 当代 人 公式 (114.15) 和 (114.16) 之 值 . 

此 处 可 区 分 两 种 极限 情况 . 如 来 秆 比 原 子 频 率 wo 小 , 则 在 (114.16) 式 
中 可 上 略 去 最 后 一 项 , 而 8 = 到 于 是 我 们 又 回 到 公式 (114.18). 特别 有 意思 的 
是 & 风 wo 时 的 相反 的 极限 情况 . 由 于 在 大 上 值 时 e(it) 趋 于 1, 由 (114.24) 式 
可 知 . 这 种 情况 对 应 于 粒子 的 极端 相对 论 速 度 . 使 用 s(w) 的 表达 式 (113.9), 我 
们 从 (114.24) 式 求 得 : 

£2 = A4mNe”v*”y’ A4nNe2y? 
me? ~ m | 

当 粒 子 速 度 增 大 时 , 条 件 £ 污 wo 最 终 在 任何 介质 都 会 得 到 满足 , 亦 即 在 
电子 密度 N 取 任 何 值 时 (包括 在 气体 中 ) 都 会 满足 . 不 过 N 越 小 , 也 就 是 说 介 
质 越 稀薄 , 所 要 求 的 速度 越 高 . 

由 (114.15) 式 , 我 们 现在 有 2 守 & ,同样 也 说 vs c, 我 们 发 现 (114.16) 式 
的 最 后 两 项 相互 抵消 , 只 留 下 

2xNets 7mc202 
Fl(go) = mc2 Mm TN 

像 在 上 面 所 做 过 的 那样 , 将 这 个 公式 拓展 到 传递 大 动量 和 大 能 量 值 的 区 域 , 我 
们 求 得 能 量 传 递 不 超过 Bi ( 且 El 志 Bimax) 的 极端 相对 论 性 粒子 的 清 阻 表达 
式 : 








2nNe4 mc EF 
me? DxNe2h2 
这 个 结果 与 未 考虑 介质 极 化 的 通常 理论 给 出 的 结果 有 本 质 区 别 . 按照 通常 理 
论 ( 见 本 教程 第 四 卷 882), 在 极端 相对 论 情况 下 , 滞 阻 P(Ei) 在 粒子 能 量 增加 
时 继续 增长 , 尽管 是 以 较 慢 的 对 数 律 也 
2T Ne4 me y2 Pl 
me? ( R= 2) 

@ 这 个 公式 是 通过 将 第 四 卷 的 (82.20) 式 和 (82.25) 式 相 加 而 得 到 的 , 而 且 在 第 二 个 
公式 中 应 将 mAmax 理解 为 B1. 我 们 记得 ,在 传递 能 量 Bi 很 小 时 , 这 个 公式 既 适 用 于 
快速 电子 , 也 适用 于 快速 重 粒 子 . 








No (114.25) 


(Bi) 
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增长 . 介质 的 极 化 引起 电荷 屏蔽 , 其 结果 是 消 阻 的 增长 最 终 停 止 , 并 趋向 一 由 
公式 (114.25) 给 出 的 不 含 7 的 有 限 的 极限 值 . 

对 于 重 粒 子 , 还 可 以 写 出 其 在 直到 Pi max (在 Bimax 比 粒子 本 身 能 量 小 
的 条 件 下 ) 的 任何 传递 能 量 下 的 总 清 阻 . 重新 使 用 表达 式 (114.21) (现在 可 在 
其 中 置 v = c ), 我 们 求 得 


(114.26) 


moe? 


2T Ne4 112jc4“ 
一 nC 
mxNe2h2 


我 们 看 到 , 总 汕 阻 依然 继续 随 粒 子 速度 增加 而 增长 ,增长 依 徘 的 是 不 出 现 介 质 
极 化 屏蔽 效应 的 具有 很 大 能 量 传递 的 近 碰 撞 . 不 过 , 这 种 增长 比 起 按照 未 考虑 
极 化 的 理论 的 增长 来 要 慢 一 些 . 按照 后 者 


4nxNet [. 2mce2”y? 
一 | 7 一 ] 








Tn.C 


(参见 本 教程 第 四 卷 , 公式 (82.28) ) ; 此 处 带 my 一 项 的 系数 为 (114.26) 式 中 
同一 项 系数 的 二 售 . 

我 们 还 注意 到 , 公式 (114.25) 和 (114.26) 中 对 数 的 宗 量 内 存在 的 电子 密 
度 V 导致 极端 相对 论 性 粒子 滞 阻 的 以 下 性 质 : 当 这 样 的 粒子 穿 过 含有 同样 数 
目 电 子 (相对 单位 面积 表面 ) 的 不 同 物质 层 时 , 具有 较 大 的 物质 中 的 六 阻 
较 小 . 


§115 切 连 科 夫 辐射 


在 透明 介质 中 运动 的 市 电 粒 子 在 特定 的 条 件 下 发 出 一 种 独特 的 辐射 ; 这 
种 辐射 是 首先 由 C. HH.， 瓦 维 洛 夫 和 II. A. 切 连 科 夫 观察 到 的 并 由 H. EB. 塔 
姆 和 于. M. 夫 兰 克 作 出 了 理论 解释 及 计算 (1937). 这 里 我 们 要 强调 指出 , 这 
个 辐射 与 实际 上 (在 快速 电子 运动 时 ) 总 会 产生 的 轧 致 辐射 没有 任何 共同 之 
处 . 韦 致 辐射 是 由 运动 电子 本 身 在 其 与 原子 碰撞 时 发 出 的 . 在 切 连 科 夫 现 象 
中 , 我 们 遇 到 的 实质 上 是 受到 在 介质 内 运动 的 粒子 的 场 的 影响 而 由 介质 发 出 
的 辐射 . 当 过 渡 到 粒子 质量 任意 大 的 极限 时 ,这 两 种 类 型 辐射 间 的 差别 表现 得 
特别 明显 : 此 时 思 致 辐射 完全 消失 , 而 切 连 科 夫 辐射 一 般 没 有 变化 . 

在 透明 介质 中 传播 的 电磁 波 的 波 矢 和 频率 以 关系 式 = nw/c 相 联 系 , 其 
中 n= Ve 为 实 的 折射 率 ; 我 们 像 以 前 一 样 假 设 介质 是 非 磁 性 和 各 向 同性 的 . 
男 一 方面 我 们 看 到 , 在 介质 中 匀速 运动 的 粒子 的 场 的 侍 里 叶 分 量 的 频率 与 波 
矢 的 z 分量 (z 轴 在 粒子 速度 方向 ) 之 间 的 关系 是 w = kzv. 为 了 使 这 一 分 量 
代表 目 由 传播 的 波 , 关系 式 上 = nw/c 和 ks = w/v 不 应 当 相 互 矛 盾 . 由 于 应 当 
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有 大 > kj, 于 是 必须 满足 条 件 


C 
因此 , 如 果 粒 子 的 速度 超过 给 定 介质 中 频率 为 w 的 波 的 相 速 度 , 则 发 生 该 频率 


的 辐射 @. 
设 9 为 粒子 运动 方向 与 辐射 方 癌 之 间 的 夹 角 . 我 们 有 ks = kcos0 = 
(nw/c) cos9 , 而且 与 等 式 hs = w/v 比较 , 得 到 


cos0 = —. (115.2) 
nv 


因此 , 角度 9 的 一 定 值 对 应 于 一 定 频 率 的 辐射 . 换 句 话说 , 每 一 频率 的 辐射 问 
前 发 射 并 分 布 在 顶 角 为 20 的 锥 面 上 , 9 由 公式 (115.2) 确定 *. 因此 , 辐射 的 角 
分 布 和 其 按 频 率 的 分 布 具有 确定 的 相互 关系 . 

电磁 波 的 辐射 (如 果 它 们 发 生 的 话 ) 与 运动 粒子 的 一 定 能 量 损 失 有 关 . 这 
一 损失 构成 前 一 节 计 算 的 总 的 电离 损失 (其 中 未 包括 币 臻 辐射) 中 的 一 部 分 ， 
尽管 是 并 不 显著 的 一 小 部 分 . 在 这 个 意义 上 , 现在 的 情况 下 把 总 损失 称 作 “ 电 
离 ” 损 失 不 完全 准确 . 现在 我 们 把 这 一 部 分 从 总 的 损失 中 分 出 来 ; 并 由 此 来 确 
定 切 连 科 夫 辐射 的 强度 . 

按照 (114.9) 式 , 在 频率 间隔 dw 内 的 能 


je“ 1 1 
dr = -dw ~ >》 w (B = 去 


损失 由 表达 式 


给 出 , 其 中 了 表示 应 当 对 售 w = 土 |w| 的 表达 式 求 和 . 引入 新 变量 


ee 1 _ 11/ 
di (8 元 忆 
在 沿 和 的 实 轴 积 分 时 , 应 当 以 确定 的 方式 绕 过 可 点 € = 二 0 (正好 满足 关系 式 
02 十 k2 = k?). 绕 过 的 方向 由 以 下 事实 确定 , 即 虽 然 我 们 假设 e(w) 为 实 量 ( 介 
质 透明 ), 但 实际 上 它 含 有 某 一 很 小 的 虚 部 , 当 w > 0 时 虚 部 为 正 ;, 当 w < 0 时 
@ 早 在 相对 论 出 现 之 前 , 索 示 菲 就 研究 过 真空 中 以 速度 > c 匀速 运动 的 电子 的 
辐射 这 一 纯 形 式 性 的 问题 (A. 索 末 菲 , 1904). 
* 每 种 频率 的 辐射 的 电磁 波 都 沿 着 以 粒子 运动 方向 为 极 轴 , x/2 -9 为 半 顶 角 的 圆 
锥 面 的 法 线 方向 辐射 . 这 个 特殊 的 辐射 方向 , 是 粒子 在 其 运动 轨迹 上 各 点 所 辐射 的 波 
的 干涉 加 强 的 方向 . _ 译 者 注 
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虚 部 为 负 . 相应 地 , £ 具有 很 小 的 负 的 或 正 的 虚 部 , 因此 积分 应 当 沿 从 实 轴 下 
面 或 上 面 通过 的 路 径 进行 . 这 表明 , 当 我 们 把 积分 路 径 移 到 实 轴 时 , 应 当 从 下 
面 或 上 面 的 围 道 绕 过 奇 点 . 正 是 这 些 围 道 给 出 了 对 dF 的 页 献 , 而 实 部 在 求 和 
时 被 完全 消去 . 沿 无 限 小 半圆 周围 道 绕 过 奇 点 , 我 们 得 到 


人 = 2inw. 
U NN 


因此 , 我 们 最 后 得 到 公式 


C C2? 


这 个 公式 给 出 了 在 频率 间隔 dw 内 的 辐射 强度 . 根据 (115.2) 式 , 这 个 辐射 强度 
集中 在 角度 范围 


人 (115.4) 


vn2 sinQ dw 


之 内 . 总 辐射 强度 由 表达 式 (115.3) 对 介质 透明 区 所 有 频率 的 积分 给 出 . 
切 连 科 夫 辐射 的 偏振 问题 也 很 容易 搞 清 楚 . 由 (114.7) 式 可 见 , 辐射 场 的 
矢量 势 指向 速度 v 的 方向 . 因此 , 磁场 Hi = ik x A 垂直 于 通过 ww 和 光线 
方向 的 平面 . 而 电场 (在 辐射 波 区 内 ) 垂直 于 磁场 , 故 在 该 平面 内 . 


习 十 


粒子 在 单 轴 非 磁性 晶体 内 (a) 沿 光 轴 方 向 匀速 运动 ; (b) 垂直 于 光 轴 匀速 
运动 . 试 求 两 种 情况 下 粒子 的 切 连 科 夫 辐射 的 波 矢 锥 (B. 用 ， 金 座 堡 , 1940). 
解 : (a) 当 电 荷 在 单 轴 咒 体 中 运动 时 , 一 般 而 言 , 切 连 科 夫 辐射 发 生 在 对 
应 于 寻常 波 和 非 寻 常 波 的 两 个 圆锥 内 .但 是 在 沿 光 轴 运 动 时 寻常 波 不 辐射 ( 尽 
管 (115.1) 类 型 的 条 件 可 被 满足 !). 寻 第 波 始终 是 具有 重 直 于 主 截 面 ( 亦 即 通过 
(z 轴 ) 与 给 定形 方向 的 平面 ) 的 矢量 百 的 线 极 化 波 ; 在 现在 情况 下 , 由 功 
e 五 .=0 亦 即 粒子 没有 能 量 损失 就 已 可 看 出 这 种 波 不 可 能 辐射 . 非 寻 常 辐 射 
锥 可 通过 将 等 式 (115.2) 中 的 n 值 代 入 (98.5) 式 得 到 , 其 正确 性 与 介质 各 向 同 
性 无 关 (当前 情况 下 与 vv 间 的 夹 角 0 和 上 尺 与 光 轴 间 夹 角 相 同 ). 我 们 求 得 : 


而 且 必 须 有 > c/VEl. 这 个 锥 体 是 圆锥 体 , 辐射 强度 沿 母 线 均匀 分 布 (如 从 
对 称 性 考虑 所 预料 ). 光线 矢量 锥 的 张 角 20 与 9 a tan 人 三 eltan0/sll 相 
关 . 


8116 渡 越 辐射 . 501 ， 


(b) 在 这 种 情况 下 存在 两 个 切 连 科 夫 锥 . 我们 将 vv 的 方向 选 为 zZ 轴 , 而 将 
光 轴 选 为 z 轴 ;9 为 与 z 轴 间 夹 角 , p 为 尺 方向 的 方位 角 ,从 zy 平面 起 算 
(图 62). 寻常 波 锥 体 的 张 角 由 等 式 


cos0 一 





C 
UA/EL 


图 62 


给 出 . 同时 应 当 有 w>c/VEl. 这 个 锥 体 是 圆锥 体 , 但 辐射 强度 依赖 于 方位 角 岂 | 

特别 是 在 zz 平面 (P=T/2 ) 上 没有 辐射 (由 于 等 式 v: 忆 二 0). 非 寻 常 波 锥 不 

是 圆锥 , 其 锥 角 依 赖 于 o: 
a (ej —e1)sin y+er 

(el —e1)sin p+e1eqv2/e? 

同时 应 0 la 非 寻 党 辐射 的 偏振 为 和 失 量 DD 在 主 截 面 上 , 与 上 垂直 . 

如 果 尺 位 于 zy 平面 (w= 二 0), 则 舌 量 DD, 从 而 巴 的 方向 均 沿 z 轴 方 向 ; 此 时 

v:E=0, 因此 非 寻 常 辐射 强度 在 XY 平面 上 为 零 . 
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切 连 科 夫 辐射 的 特征 是 它 发 生 在 带电 粒子 匀速 运动 时 (但 在 真空 中 匀速 
运动 的 电 集 并 不 辐射 )， 在 这 个 意义 上 , 与 其 类 似 的 另 一 类 现象 是 渡 越 辐射 
一 一 当 带 电 粒 子 在 空间 非 均 匀 介 质 中 (包括 从 一 种 介质 过 渡 到 另 一 种 介质 ) 作 
匀速 运动 时 的 辐射 (B. IT. 金 兹 保 , H. M. 夫 兰 克 , 1945). 这 种 辐射 在 一 点 上 
加 类 似 于 在 8114 中 对 各 向 同性 介质 所 作 的 那样 , 寻求 强度 分 布 要 求 计算 灌 阻 力 

这 些 计算 (以 及 与 切 连 科 夫 辐射 有 关 的 其 他 一 些 问题 ) 的 详细 论述 可 在 B. M， 波 洛 
托 夫 斯 基 的 以 下 两 篇 综述 文章 中 找到 : B. M. BonoroBckuii, YBH. 1957. T. 62. CG. 201; 


1961. T. 75. C. 295( 第 二 篇 综述 的 英 译 本 见 B. M. Bolotovskii, Soviet physics Uspekhi 4, 781, 
1962). 
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与 切 连 科 夫 辐射 有 原则 性 区 别 , 即 它 在 粒子 以 任何 速度 运动 时 都 会 发 生 , 而 不 
仅 是 当 粒 子 速度 超过 介质 中 光 的 相 速 时 才 辐 射 . 与 切 连 科 夫 辐 射 一 样 , 渡 越 
辐射 与 韦 致 辐射 ( 当 带 电 粒 子 向 两 种 介 人 出 现 ) 度 无 共 
同 之 处 . 也 和 切 连 科 夫 辐射 一 样 , 当 粒 子 质 量变 得 任意 大 时 , 这 种 差别 特别 直 
观 一 一 韦 致 恒 射 消失 , 而 渡 越 辐射 不 变 . 

我 们 来 研究 当 市 电 粒 子 (具有 恒定 速度 v) 通过 真空 与 具有 复 介 电 常 量 
s 的 非 磁性 介 电 体 之 间 的 边界 时 的 渡 越 辆 射 ， 运动 发 生 在 垂直 于 分 界 平面 
(z= 二 0 平面 ) 的 x 轴 上 (图 63). 





电磁 场 由 方程 (114.1) 一 (114.3) 或 与 它们 等 价 的 方程 (114.6) 确定 . 我 们 
将 方程 中 的 所 有 物理 量 都 展开 为 时 间 和 坐标 y, z (相对 于 这 两 个 坐标 介质 均 
匀 ) 的 傅 里 叶 积分 , 如 


dd2 
E= | Bal®) 0 rs (116.1) 


等 , 其 中 g 为 vz 平面 上 的 波 矢 . 在 两 个 半空 间 的 每 一 个 中 , 我 们 寻求 形 为 非 
齐 次 方程 (114.6) 的 特 解 (电荷 场 , 标 以 下 标 “e”) 和 齐 次 方程 一 一 右 端 为 零 的 
方程 (114.6) 的 通 解 (自由 辐射 场 , 标 以 下 标 “r”) 之 和 的 场 . 解 的 第 一 部 分 
由 类 似 (114.7) 式 的 公式 
到 a 亚 2 a 守 | 和 BE 


e EV 全 
AQ = ol 


给 出 . 由 此 电场 强度 为 
E(® = 区 ( 一 万 ) 一 9 pl (116.3) 
( 因 我 们 用 不 着 有 H\9 的 表达 式 , 故 不 在 此 写 出 ). 


直接 以 场 强 的 形式 写 出 对 应 于 自由 辐射 场 的 解 的 第 二 部 分 , 场 强 EW9 的 
纵向 分 量 写 为 


(116.2) 


(PE 到 jo ND: 
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它 这 有 一 个 现在 尚 属 未 知 的 系数 a; 对 于 kj, 我 们 现在 有 


人 (116.4) 
EW 的 横向 分 量 (我 们 预先 知道 它 沿 g 方向 , 即 这 个 平面 上 唯一 特殊 方向 ) 由 
方程 div D = 0, 亦 即 e(g 土 kn) .Bo 二 0 (n 为 沿 z 轴 方向 的 单位 矢量 ) 确定 ， 


/ew? 


式 中 指数 上 的 十 号 和 -号 分 别 对 应 于 半空 间 z >0 和 z<0: 波 向 离开 两 介 
质 分 界面 的 方向 传播 是 . 

两 个 半空 间 内 的 稼 数 ai 和 az, 由 电感 应 强度 法 向 分 量 sm :五 。 和 电场 
强度 切身 分 量 gq: Es 在 分 界面 的 连续 性 条 件 确定 (不 用 说 , 磁场 强度 的 连续 
性 给 不 出 任何 新 要 求 ). x < 0 区 (真空 ) 内 的 系数 为 : 


OE ond ni a EE 
wl— B22+ B22)(1 + PVE xi)(Ve— x + evVl— 2) 


A A 

我 们 现在 来 计算 粒子 在 真空 中 ( 亦 即 朝 电 子 运动 反方 向 的 ) 辐射 的 总 能 
量 弘 . 做 到 这 点 的 简单 办 法 是 研究 长 时 间 t 时 的 辐射 波 列 , 此 时 波 列 已 经 向 
左 走 了 很 远 ; 电荷 的 辐射 场 和 固有 场 此 时 已 经 分 离 . 总 能 量 4 由 辐射 场 能 量 
密度 在 全 空间 的 积分 得 到 . 如 果 把 坐标 原点 沿 x 轴 移 到 波 列 区 , 则 由 于 辐射 
波 列 的 场 在 x 两 端的 衰减 , 对 这 个 坐标 的 积分 限 可 以 从 -co 取 到 co 

在 波 区 内 电能 密度 和 磁 能 密度 是 相同 的 . 因此 


1 CO 
-二 /vr/ 如 


将 Ei 的 展开 式 (116.1) 代入 上 式 , 把 积分 的 平方 写作 二 重 积分 的 形式 : 


pi 





2 
WwW 
注定 a exp 

9 C 





(116.6) 


Ql 二 


") = | Bal®) : Bosg ls) exp{ilr- 有 


个 表达 式 对 dydz 的 积分 给 出 8 孙 数 (27)?5(g 一 gq), 然后 在 对 d*q' 积分 时 
ee. 因此 ， 


it(w—w dwdw’d? 
> ar | Esl) :B it(w—w") I (116.7) 


Q@ 在 公式 (116.2) 一 (116.5) 中 ,在 z<0 区 内 应 将 s 理解 为 sl =1 而 在 z>0 区 内 
e 二 2. 在 以 下 的 公式 中 处 处 有 es = s2. 
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将 五。 的 表达 式 (116.5) (e = la= ai) 代入 上 式 并 对 zx 积分 ,我们 得 到 


一 了 aa 全 8 ww EE gq? ee ww 2 02 d ddwdw/ 
2 92c2 |VY c2 V c2 (2 击 ) 和 二 


这 里 已 经 考虑 到 , 由 于 存在 8 函数 将 会 有 w= w'; 因为 这 个 理由 , 坐标 原点 移 
动 时 , (116.5) 式 ai 内 产生 的 相位 因子 在 乘积 a1(w, gq)ai(w',q) 中 消失 . 对 w 和 
w' 的 积分 从 -co 到 co 进行 ; 通过 对 w' 的 积分 消除 8 艺 数 , 我 们 得 到 


OO 2 2 2 2 
2 W Cg” d“qdw 
. fh (w,q)| cq? i i (27)4 ; (116 8) 


由 于 被 积 沙 数 是 w 的 偶 函 数 , 故 对 w 的 积分 可 以 用 从 0 到 co 积分 的 二 信和 来 
表示 . 

对 于 d*g 的 积分 应 当 在 o < w/e? 区 内 进行 ,在 该 区 内 有; 为 实数 , 因此 
场 (116.5) 确实 在 描述 传播 波 吕 .引信 辐射 波 矢 及 = (ki,q) 与 矢量 -wv 方 问 
之 间 的 夹 角 0 (因此 9 = 0 对 应 于 相对 粒子 运动 方向 严格 同 后 的 辐射 ). 此 时 
q 二 (w/c) sin9; 由 对 d?g 积分 转化 为 对 2xqdg = (2rw2/c2)singcosbdb 的 积 4 
我 们 有 


] oo rn/2 ,COS20 i OO 0 
7 za | | [ai ww et “= | | 1(w;,0) .2rsin0d0dw. 


疯 数 4 (w,9) 给 出 了 辐射 的 谱 分 布 和 角 分 布 . 取 (116.6) 式 的 a1, 我 们 最 
到 





i 0cos2 0 | Es 
m2c(1 — B2 cos? 0)2 | (1 BVe— sin’0 )(ecos0 + Ve— sin’” 0) 


Ct 9) 
(B. TT. 金 兹 堡 , HI. M. 夫 兰 克 , 1945). 渡 越 辐射 是 线 偏 振 的 , 而 且 电 矢量 在 通 
过 友和 mw 的 平面 上 (从 (116.5) 式 可 见 ). 在 非 相 对 论 速度 下 辐射 强度 正比 于 
v2, 亦 即 正比 于 粒子 的 能 量 . 
在 与 理想 导体 (s = co) 的 交界 而 上 公式 (116.9) 简化 为 


VA (w, 0) 一 


e202 sin2 0 


n2c3 (1 一 62 cos? 0)2 





DA (w, 0) 


@ 当 gq? > w2/c? 时 , 表达 式 (116.5) 中 的 指数 因子 应 当 写作 exp(+z V9 一 w27e7), 对 
应 于 从 分 界面 衰减 的 表面 波 . 在 渡 越 辐射 情况 下 , 必须 有 这 样 的 波 存在 ; 这 里 不 研究 
世 们 | 


8116 渡 越 辐射 . 505 . 


在 极端 相对 论 情况 (3 = 1) 下 , 辐射 在 小 角度 区 域 9~ V1 一 B2 有 极 大 值 . 
确实 , 此 处 公式 (116.9) 的 形式 变 为 





02 
WY (WwW 0) -所 | | 


Tl 
由 此 我 们 得 到 具有 对 数 精确 度 的 总 的 辐射 谱 密度 


人 一 VE 一 1 1 
A Wi(w,0) .27r0d0 ~ 一 ,| 半 车 | n Tg (116.10) 
如 果 在 足够 高 的 频率 下 使 用 介 电 篆 量 的 极限 表达 式 (78.1)， 
这 4TJVe” 
a 二 > (116.11) 


则 我 们 求 得 , 在 w 污 wo 时 辐射 的 谱 分 布 以 w- 的 方式 减 小 . 这 表明 , 实际 上 
是 w < wo 的 频率 对 渡 越 辐射 (在 向 后 方向 上 ) 作出 了 主要 贡献 . 

最 后 我 们 来 仔细 研究 一 = 和 7 从 外 质 进入 真空 时 的 渡 越 辐射 . 这 个 
题 与 前 一 个 问题 的 区 别 仅 仅 在 于 改变 速度 wv 的 符号 . 所 以 带电 粒子 脱离 介 
进入 真空 时 的 微分 辐射 强度 由 修正 后 的 (116.9) 式 给 出 , 所 谓 修正 指 ee 
作 一 一 v 的 替换 , 而 且 0 现在 是 玉 方 向 与 的 夹 角 (因此 0=0 对 应 于 严格 
地 向 粒子 运动 前 方 的 辐射 ) % 





e282? sin* 0 cos20 | (e—1)(1— 0 — BVe— sin 
i 
(1 — pH° cos® 0) Ee 1— BVe— sin’? 20)(ecos0 + Vs 一 sin20 0) 


(116.12) 
在 极端 相对 论 情况 , 辐射 在 小 角度 区 域 9 ~ V1 一 82 有 极 大 值 . 这 时 公式 
(116.12) 的 形式 变 为 


2 Va 

UO per 0 
如 果 e 不 是 太 接 近 1, 上 式 右 端 分 母 中 的 后 一 个 因子 可 换 为 11- vs ,于 是 精 
确 到 对 数 精 度 , 得 到 谱 分 布 为 


(116.13) 


1— 82° 

Q@ 对 于 透明 介质 (可 认为 e 是 实数 ) 速度 受到 v < ce/vEs 的 限制 . 在 相反 的 情况 下 ， 
产生 将 粒子 在 介 质 中 依 其 运动 方向 向 前 发 出 的 切 连 科 夫 辐射 和 通过 边界 进 到 真空 中 
的 切 连 科 夫 辐射 的 贡献 分 开 的 问题 . 辐射 强度 (116.12) 式 在 6Ve -sin26 = 1 处 的 极点 
对 应 于 进 到 真空 的 贡献 . 由 这 个 等 式 确定 的 角 9 恰好 是 在 边界 上 折射 的 切 连 科 夫 锥 的 
光线 的 出 射 角 . 
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对 于 高 频 , 我 们 重新 使 用 表达 式 (116.11), 并 在 (116.13) 式 中 作 以 下 替换 : 
之 

1_ BVe-t 3 (1-8 + 号 +0P) VE 一 1s 一 卫 5 








本 
对 角度 积分 给 出 
加 全 wi WO 
Yi (w) = i a Nr Wo 之 Ww 达 Ep 时 )， 
aoAN14 ] 
Wi (w) = Ge (>) 0 Ww 7 二 时 ). 


从 这 些 公式 可 以 看 出 , 对 向 前 辐射 的 主要 贡献 是 高 频 w ~ wo/V1 一 2 给 出 的 
(IT. M， 加 里 比 扬 , 1959). 对 所 有 频率 积分 的 辐射 能 量 在 此 情况 下 正比 于 粒子 
6 量 


的 能 量 吕 : 
e2w0 


3cv1 一 062 


WM = (116.14) 


Q@ 有 关 渡 越 辐射 问题 的 更 详细 的 解释 , 可 以 在 §. 工 . 巴 斯 和 B. M. 亚 科 文 柯 以 及 
B. TT. 金 兹 供 和 B. H. 齐 托 维 奇 的 综述 文 草 中 找到 : Bace 5. 1., AHrxoeenrxo B. M.//Y ®H. 
1965. 工 . 86. C. 189 (更 译 本 见 F. G. Bass and V. M. Yakovenko, Soviet Physics Uspekhi. 8, 
420, 1965); Tuna6ypz B. JA., Numoeurs B. H.//yY BH. 1978. T. 126. C. 553 ( 英 译 本 见 V. LL. 
Ginzburg and V N Tsytovich, Physics Report, 49, 1, 1979). 


第 十 五 章 
电磁 波 的 散射 


§117 各 向 同性 介质 中 散射 的 普 损 理论 


在 前 几 章 讲述 的 电磁 波 在 透明 介质 内 的 传播 理论 中 , 完全 没有 研究 相对 
较 弱 但 又 极为 重要 的 散射 现象 这 个 现象 指 的 是 产生 较 弱 的 散射 波 , 其 频率 和 
传播 方向 与 原来 的 基 波 的 频率 和 传播 方向 者 不同 . 

散射 现象 之 所 以 发 生 , 是 因为 在 入 射 波 场 的 影响 下 介质 内 电荷 运动 的 改 
变 , 这 种 变化 导致 一 种 新 的 波 亦 即 散 射 波 的 发 射 对 散射 的 微观 机 制 的 研究 ， 
应 当 在 量子 力学 的 基础 上 进行 . 然而 , 对 于 发 展 以 下 将 要 讲述 的 宏观 理论 来 说 
并 不 需要 如 此 . 所 以 , 这 里 我 们 仅 限于 对 在 散射 时 引起 波 频率 改变 的 过 程 的 特 
征 作 一 些 简短 的 说 明 . 

散射 的 基本 过 程 是 , 散射 系统 吸收 初始 量子 部, 并 同时 发 射出 另 一 个 量 
子 fw'. 散射 量子 的 频率 w' 可 以 小 于 也 可 以 大 于 频率 w (这 两 种 情况 分 别称 
作 斯 托 克 斯 散射 和 反 斯 托 克 斯 散射 ). 在 第 一 种 情况 下 , 系统 吸收 能 量 站 wo 一 w/)， 
而 在 第 二 种 情况 下 , 系统 依靠 跃迁 到 较 低能 量 状态 给 出 能 量 hw' - w). 例如 ， 
在 气体 的 最 简单 情况 下 , 散射 在 单个 分 子 上 发 生 , 频率 的 改变 既 可 以 靠 分 子路 
迁 到 另外 的 能 级 , 也 可 以 靠 分 子 整体 运动 动能 的 改变 . 

另 一 种 类 型 的 散射 过 程 是 初始 量子 fiw 保持 不 变 , 但 在 其 影响 下 散射 系 
统 立即 辐射 两 个 量子 : 一 个 频率 和 方向 不 变 的 量子 jw 和 一 个 散射 量子 fe. 
此 时 从 散射 系统 中 取得 能 量 hw + w/). 但 是 与 第 一 类 过 程 相 比 , 这 类 过 程 在 
通常 条 件 下 极为 稀少 @， 

加 在 后 面 ($118) 将 会 看 到 , 在 温度 了 < hw +w') 时 受 激 辕 射 效应 很 小 . 在 射频 区 
它 可 能 是 重要 的 





. 508 . 第 十 五 章 电磁 波 的 散射 


现在 我 们 转 而 研究 散射 的 宏观 理论 , 首先 必须 将 其 中 求 平均 的 意义 精确 
化 . 在 宏观 电动 力学 中 , 对 一 个 量 求 平均 可 以 看 作 是 两 阶段 操作 的 结合 . 如 果 
为 了 直观 而 从 经 典 观点 出 发 , 则 可 以 区 分 为 : 先 在 给 定 所 有 粒子 位 置 的 情况 下 
对 包含 这 些 位 置 在 内 的 物理 上 无 穷 小 体积 取 平 均 , 然后 再 将 所 得 到 的 结果 对 
粒子 运动 求 平均 . 然而 , 在 散射 理论 中 这 样 的 平均 一 开始 就 无 法 进行 , 因为 对 
粒子 运动 求 平均 将 使 得 我 们 所 要 研究 的 现象 消失 . 所 以 , 出 现在 散射 理论 中 的 
诸如 散射 波 场 的 场 强 和 感应 强度 , 必须 理解 为 仅 是 第 一 阶段 求 平 均 的 结 

应 当 注 意 到 在 作 量 子 处 理 时 , 所 谓 对 体积 求 平 均 当 然 不 是 针对 物理 量 本 
喘 , 而 仅仅 是 针对 其 算 符 进行 ; 求 平 均 的 第 二 阶段 操作 , 在 于 借助 量子 力学 概 
率 确 定 这 个 算 符 的 数学 期 望 值 . 因此 , 严格 地 讲 , 下 面 出 现 的 电磁 量 应 当 理 解 
为 量子 力学 算 符 . 不 过 这 种 状况 不 会 影响 本 节 所 讲述 的 最 后 结果 , 而 且 为 了 公 
式 书写 的 简化 , 我 们 将 所 有 的 量 都 当 作 是 经 典 量 来 处 理 . 

在 对 散射 波 场 的 物理 量 作 上 述 理解 的 情况 下 , 我们 以 下 将 用 E',H', 
D', B' 来 表示 散射 波 场 的 单 色 分 量 ， 我 们 将 用 不 带 撤 的 字母 五 ,五 表示 入 
射 波 场 . 在 本 章 中 处 处 假定 入 射 波 是 频率 为 w 的 单 色 波 . 

对 于 散射 波 在 介质 中 的 传播 过 程 本 身 , 电场 强度 与 电感 应 强度 间 存 在 关 
系 式 D' = e(w')E' (我 们 假定 散射 介质 是 各 辐 同 性 介质 ). 然而 , 这 个 关系 式 并 
没有 包含 散射 现象 亦 即 在 人 射 波 影响 下 产生 散射 波 在 内 .为 了 描写 散射 , 必须 
在 万 ' 的 表达 式 中 计 及 附加 的 一 些小 项 . 在 一 级 近似 下 , 这 些 项 对 入 射 波 场 必 
须 是 线性 的 , 这 种 依赖 关系 最 普遍 的 形式 为 : 





D’ = eB; ain Br + DirEr. (117.1) 


其 中 = 表示 e(w), 而 Qix, Bir 为 表征 介质 散射 性 质 的 张 量 . 一 般 情况 下 , 它们 
不 具有 任何 对 称 性 质 , 但 它们 的 分 量 既 是 散射 波 频 率 w' 的 聘 数 , 也 是 初始 频 
率 w 的 函数 . 这 里 要 强调 指出 , 量 a 和 6 的 张 量 性 质 当 然 与 我 们 所 假设 的 介 
质 为 各 问 同 性 没有 了 矛盾. 只 有 充分 平均 了 的 介质 的 性 质 才 是 各 向 同性 的 ; 对 
平均 性 质 的 局 域 性 偏离 , 其 中 包括 (117.1) 式 中 的 那些 附加 项 , 并 不 一 定 要 是 
各 问 同 性 的 . 

(117.1) 式 的 最 后 一 项 与 受 激 辐射 过 程 引 起 的 那 一 部 分 散射 有 关 . 实际 上 ， 
等 式 (117.1) 右 端 的 所 有 项 和 等 式 左 端的 D', 都 应 当 对 应 于 同一 个 w'. 由 于 
E* 的 频率 为 -~w, 为 使 得 乘积 BBx 的 频率 为 w', 量 Bi 的 频率 必须 为 w 十 ww/. 
然而 , w 十 w 正好 是 表征 受 激 辐射 过 程 的 频率 . 由 于 上 面 提 过 这 一 效应 很 小 ， 
我 们 略 去 (117.1) 式 中 相应 的 项 , 并 在 下 文中 将 其 写 为 


万 ; a SE 十 Qik Ek. (117.2) 
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B' 和 H' 之 间 的 关系 也 可 用 类 似 的 公式 表示 . 但 是 , 我 们 将 忽略 通常 对 
光 的 散射 现象 并 不 重要 的 介质 的 破 学 性 质 , 因此 设 B' = H.. 
散射 波 场 的 麦克 斯 韦 方 程 为 : 


/ 
rot 五 ' = i 好/ rot H' = 二 ji 一 万/ 
C C 
从 这 些 方程 中 消去 五 ', 我 们 得 到 
/2 
rot rot E’ = = 
C 


按照 (117.2) 式 将 
本 


(其 中 (a :五 ) 表示 分 量 为 i Br 的 矢量 ) 代入 前 式 , 并 考虑 到 div D’' = 0, 我 们 
得 到 万 ' 的 以 下 方程 : 


AD’+k*D’=— rotrot(a: EE), (117.3) 


其 中 k= w'Ve'/c 为 散射 波 的 波 矢 . 
为 了 精确 地 表述 求解 方程 (117.3) 的 条 件 , 我 们 将 散射 介质 分 割 成 许多 小 

en J 过 , 这 些小 区 域 的 尺度 远大 于 分 子 间 距离 )， 由 于 散射 过 程 的 分 子 特 

征 , 在 介质 (不 We 质 !) 不 同 点 上 的 这 些 过 程 之 间 的 关联 ,一般 而 言 , 只 能 
扩展 到 分 子 距离 量 级 中. 所 以 从 介质 的 不 同 小 区 域 发 出 的 散射 光 是 非 相 干 的 . 
Se he 个 小 区 域 发 出 的 散射 , 似乎 在 介质 的 其 余 体积 
中 , 光 在 传播 时 没有 散射 . 我 们 以 这 种 方式 来 计算 离 物 体 散 射 区 域 很 大 距离 
处 的 散射 波 场 . 利用 离 辐射 源 很 远 距 离 处 的 推迟 势 的 众所周知 的 近似 表达 式 
(参见 本 教程 第 二 卷 866), 可 以 马上 写 出 所 要 求 的 方程 (117.3) 的 解 : 


] pik’ Ro 
D’ = — rot rot 
4 区 Ro 





| (we "dV (117.4) 


其 中 Ro 为 从 散射 体积 (积分 在 该 体积 内 进行 ) 内 某 一 点 到 场 的 观察 点 的 径 矢 ， 
矢量 k' 的 方向 与 Ro 相同 . 式 中 的 积分 与 观察 点 的 坐标 无 关 ; 对 (117.4) 式 进 
行 微分 并 与 通常 一 样 只 保留 含有 1/P 的 项 , 我 们 得 到 

eik’ Ro 


D'’ 一 一 = X ; X fe : od 。 
0 


将 在 $120 中 讨论 的 散射 的 特殊 情况 是 例外 . 在 这 些 情况 下 , 必须 假定 散射 区 域 
的 矿 度 也 比 光 的 波长 大 . 
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由 于 在 观察 点 我 们 将 介质 看 作 是 非 散 射 的 , 故 在 这 一 点 上 D' 和 E' 的 天 
系 直 接 写 为 关系 式 D' = s' 五 . 在 入 射 波 的 场 中 , 我 们 分 离 出 一 个 空间 周期 因 
于 , 将 电场 强度 的 形式 表示 为 


E= Eoe*”" = poee*™.: (117.5) 


在 第 二 个 表示 式 中 复 振幅 Eo 被 写作 Eoe, 其 中 Eo 为 实数 量 (后 =|Eo0|*), 而 
e 为 确定 波 的 偶 振 的 单位 复 天 量 (e:e* = 1). 之 后 引进 符号 


Cr = fe ‘e)e drdV, gq=k’—k, (117.6) 
我 们 与 出 
/ ,ik’Ro bo / / _ ,ik’Ro Bo 
五 = —e jr x(k xG)=e ls 
矢量 五 ' 垂直 于 散射 波 的 k' 方向 并 由 垂直 于 k' 的 投影 GL 确定 . 
用 这 样 的 方式 确定 了 散射 波 的 未 被 平均 的 场 之 后 , 我 们 可 以 转 而 研究 散 
射 光 的 强度 和 偏振 . 为 此 必须 构造 张 量 


(117.7) 





Lx = (BE*), (117.8) 


其 中 角 括号 表示 到 现在 为 止 尚 未 进行 的 对 物体 中 粒子 运动 的 平均 ; 二 次 表达 
式 的 平均 自然 给 出 不 为 零 的 结果 . 由 于 EB' 上 k', 故 张 量 Ji 仅 在 垂直 于 。 的 
平面 上 有 不 为 零 的 分 量 ; 这 些 分 量 (在 这 个 平面 上 ) 构成 二 维 张 量 14g (我 们 用 
希腊 字母 表示 取 两 个 值 的 下 标 ). 根据 定义 , 张 量 Tag 为 厄 米 张 量 : J6s = [2j 
可 以 将 这 个 张 量 对 角 化 , 其 两 个 主 值 之 比 给 出 退 偏振 度 , 而 两 个 主 值 之 和 正比 
于 光 的 总 强度 @. 

在 乘积 以 Br 中 含有 G; 的 积分 的 乘积 , 对 它们 也 必须 求 平均 . 将 两 个 积 
分 的 乘积 写 为 二 重 积分 的 形式 , 我 们 有 


(GiGE) = elem / | (a a eig (mr) qyi dh. (区 9 


上 标 (1) 和 (2) 表示 a 的 值 是 在 空间 的 两 个 不 同 点 上 取 的 . 
 @ 参 见 本 教程 第 二 卷 850. 将 厄 米 张 量 对 角 化 意味 着 将 其 表示 为 
Tig = Aninirx 十 A2n2ingy, 
其 中 ma,ma 为 一 般 情 况 下 的 相互 正 交 的 单位 复 矢 量 : 
ni:ni=n2 7 二 二 1， ni-n:=0. 


厄 米 张 量 的 主 值 Xi, xz 为 实数 . 
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在 求 被 积 图 数 的 平均 时 , 必须 计 及 物体 不 同 点 上 a 值 之 间 的 关联 一 般 只 
扩展 到 分 子 间 距离 量 级 . 这 表明 取 平 均 后 被 积 图 数 表 达 式 仅 在 |ri 一 ral| ~a 
时 才 显 著 地 不 为 零 , 其 中 a 为 分 子 间 距离 的 数量 级 ， 指数 因子 的 指数 ~ a/A 和 ， 
其 中 入 为 散射 波 波 长 ; 但 因 宏 观 理论 适用 的 必要 条 件 为 gc/ 入 所]1, 故我 们 可 以 
用 1 代替 指数 因子 巴 . 

其 次 对 坐标 ”1 和 To 的 积分 可 换 为 对 (71 十 72)/2 和 r= 1 一 人 2 的 积分 . 
由 于 被 积 函 数 ( 取 平 均 后 ) 仪 依赖 于 r, 故 


(GO oe . (aa dV. (117.10) 


其 中 站 为 物体 散射 区 域 的 体积 ; 散射 必须 正比 于 V 的 事实 是 显然 的 , 我 们 早 
已 料 到 . 我 们 注意 到 , 入 射 波 的 波 矢 方向 尼 从 公式 (117.10) 中 消失 , 从 而 也 从 
以 下 的 所 有 公式 中 消失 . 

(117.10) 式 中 的 积分 构成 一 个 只 依赖 于 散射 介质 性 质 的 四 秩 张 量 . 由 于 
介质 是 各 回 同 性 的 , 这 个 张 量 只 可 能 通过 单位 张 量 ip (以 及 标量 常数 ) 来 表 
示 . 在 写 出 相应 的 表达 式 之 前 , 我 们 注意 到 , 张 量 aik 如 同 所 有 的 二 秩 张 量 一 
样 , 在 一 般 情 况 下 可 以 表示 为 三 个 独立 部 分 之 和 |: 


Qik = QOik + Sik + Qik, (117.11) 


其 中 a 为 标量 , six 为 不 可 约 ( 亦 即 迹 为 零 的 ) 对 称 张 量 , aik 为 反对 称 张 量 : 


1 1 2 1 
Q = 可 Qi 5 状 二 了 区 = Sand j ; Qik = 2 (Qik — Qki). (117.12) 


在 求 乘积 at)alt2* 的 平均 值 时 , 可 以 发 现 只 有 上 面 指出 的 张 量 aix 的 三 
个 部 分 的 每 一 个 的 分 量 单独 相 乘 的 积 不 为 零 ; 很 清楚 , 单位 张 量 不 能 用 来 构成 
具有 与 矢量 积 相对 应 的 对 称 性 质 的 表达 式 . 根据 这 些 考 虑 ,我 们 可 以 把 待 求 的 
四 秩 张 量 写 为 以 下 形式 : 


1 2 
Wo ydV = GoSiOkm 十 es (saam 十 Qimokl 一 Bud ) 


1 
证 6 Ca lOik Om Qimmokl)， (117.13) 


其 中 的 三 项 按 其 对 称 性 质 正 好 分 别 对 应 于 ab) 和 a 的 标量 部 分 、 对 称 部 
分 和 反对 称 部 分 的 乘积 . 对 不 同 的 下 标 对 缩 并 这 个 表达 式 , 我 们 得 到 可 解释 
(117.13) 的 系数 意义 的 三 个 等 式 : 


Go = (at)al2*)d G,= / (s(W sO* dy, Ga = / (aatoi*yd (117.14) 


吕 但 在 所 谓 瑞 利 散 射 时 ( 匈 $120), 只 有 在 专门 的 附加 条 件 下 才 人 允许 作 这 一 忽略 . 
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这 些 量 都 是 实 的 和 正 的 中. 这 样 一 来 , 张 量 Iix 的 形式 为 


Lx = const . (Goce 十 eh (7 十 eiek 一 See 十 FGalBit — e;ek)|, 
(117.15) 

其 中 const 不 依赖 于 散射 的 方 加 和 入 射 波 的 偏振 . 这 个 张 量 当 然 还 没有 与 kk 
方 回 成 “ 横 回 ?. 待 求 的 张 量 fae 是 通过 将 (117.15) 式 投 影 到 垂直 于 pe 的 平面 
得 到 的 (为 此 只 需 选 取 k' 为 坐标 系 的 一 个 轴 , 并 求 出 在 另外 两 个 轴 上 的 张 量 
的 分 量 ). 

我 们 注意 到 , 在 普遍 情况 下 , 散射 可 以 表示 为 三 个 独立 过 程 即 标量 型 散 
射 、 对 称 型 散射 和 反对 称 型 散射 的 秋 加 , 这 些 过 程 分 别 对 应 于 (117.15) 式 中 
的 三 项 名. 

如 果 对 这 种 分 类 不 感 兴 趣 , 将 表达 式 (117.15) 表示 为 另外 的 形式 可 能 
方便 , 在 其 中 归并 相似 项 : 








7 = const : { 革 人 ei eten + bdx] (117.16) 
其 中 
1 J 1 1 1 | 
= es 人 a) b 一 — Gs — Ca, 一 (x | 一 CT。 一 Cn， 11 ¥ 
Q 一 Co 十 5305 6C 10 加 6 C 0 一 二 6 (L117:17) 


公式 (117.15) 或 (117.16) 确定 散射 光 的 角 分 布 及 俩 振 性 质 . 特别 是 , 将 这 
个 张 量 投影 到 某 一 俩 振 矢 量 e' (决定 EF' 方向 的 矢量 ) 上 , 我 们 即 得 到 以 特定 
方式 俩 振 的 散射 光 分 量 的 强度 , 它 可 逢 相应 的 检 俩 器 检 出 : 


1 2 
Lirer”e, = const ， {Gule .Ee*|* 十 er ( a A ale : ce 





1 
taGall — |e-: | (117.18) 
或 者 
了 二 OU (一 .ee4| “十 人 “|e .e/| 十 中 (117.19) 


Q@ 张 量 (117.13) 为 实 张 量 的 性 质 以 及 从 而 其 系数 为 实 的 性 质 , 已 可 从 这 个 张 量 相 
对 于 指标 对 记 和 km 交换 的 对 称 性 看 出 , 而 这 种 交换 等 价 于 取 复 共 恩 (由 于 点 1 和 点 2 
等 价 ). 系数 为 正 的 性 质 来 自 以 下 事实 : 利用 从 (117.9) 式 变 换 为 (117.10) 式 的 反 变 换 , 它 
们 可 以 被 表示 为 模 的 平方 (或 模 的 平方 之 和 ). 例如 ， 


1 2 
Ce /avav 
六 


@ 公式 (117.15) 以 及 由 其 所 得 的 结论 与 本 教程 第 四 卷 860 讲述 的 在 单个 白 由 肥 癌 
分 子 上 散射 的 普 拉 切 克 量 子 理论 公式 , 仅 在 Go, Gs, Goa 的 定义 上 有 差别 . 
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我 们 来 研究 线 偏 振 波 的 散射 . 这 样 的 偏振 对 应 于 实 矢量 e (参见 本 教程 第 
二 卷 的 848 和 850). 因此 , 散射 光 张 量 14 的 所 有 分 量 也 是 实 的 . 这 表明 , 散射 
光 是 部 分 偏振 的 , 而 且 可 以 被 分 解 为 两 个 独立 的 ( 非 相 干 ) 波 , 其 中 每 一 个 都 
是 线 偏振 的 . 由 于 在 垂直 于 k' 的 平面 上 总 共 只 存在 一 个 特定 方向 (由 矢量 e 
的 在 这 个 平面 上 的 投影 给 出 ), 事先 就 可 以 预料 到 , 这 两 个 波 中 的 一 个 具有 处 
于 ek’ 平面 中 的 矢量 e' 的 偏振 (其 强度 标记 为 卫 ), 而 另 一 个 波 的 偏振 垂直 于 
这 一 平面 (其 强度 吕 标 记 为 1). 

在 e 为 实 矢量 时 表达 式 (117.16) 简化 为 


Ti = const : (aeier + bOix). (117.20) 


我 们 立即 注意 到 , 该 表达 式 总 共 只 有 两 个 而 不 是 三 个 独立 稼 数 . 相应 地 , 我 们 
有 
ligeses = const : [ale.e') 十 串 ， 
而 且 在 上 面 指出 的 两 个 方向 中 取 e' 后 , 我 们 得 到 散射 光 的 两 个 非 相干 分 量 的 
角 分 布 : 
T= const . (asin2 0+b), J = const .0 (117,21) 

其 中 9 为 e 与 散射 方向 kk' 之 间 的 夹 角 . 我 们 注意 到 , 以 上 分 布 中 的 第 二 个 是 
各 向 同性 的 . 

当 上 自然 光 通 过 介质 时 , 散射 光 将 是 部 分 偏振 的 . 通过 对 处 于 垂直 于 友 的 
平面 内 的 e 的 所 有 方向 求 平均 ， 从 (117.16) 式 中 得 到 相应 的 张 量 fx. 这 个 平 
均值 由 公式 


= 小 
eiex = DOik — Nang) (T1722) 


实现 (其 中 n= k/k) ; 这 是 一 个 仅 依 赖 于 n 的 方向 的 二 秩 张 量 , 缩 并 时 等 于 1 
且 满 足 条 件 
因此 , 在 自然 光 散 射 时 

Tir = const : {3 C8 一 Nink) 十 Di \ . (T1720) 
由 对 称 性 考虑 可 知 , 散射 光 的 两 个 非 相 干 分 量 是 线 偏 振 的 ,一 个 的 偏振 矢量 e 
在 kk’ 平面 (散射 平面 ) 内 , 男 一 个 的 偏振 矢量 e' 垂直 于 kk’ 平面 ; 我 们 将 这 
此 分 量 的 强度 分 别 标记 为 7 和 万, 从 公式 

Tireier, = Const - {50 一 (n.e)*]+ 中 


我 们 再 一 次 强调 , 必须 将 散射 光 的 这 种 偏振 状态 与 由 探测 器 检测 出 来 的 偏振 @ 
区 分开 来 ! 
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我 们 得 到 
1| = const . (5 cos? 0 十 吕 ， 11 = const (+ (2 


其 中 3 为 散射 角 (k 与 k' 之 间 的 夹 角 ). 
下 面 我 们 将 分 别 列 出 三 种 类 型 散射 中 的 每 一 个 的 角 分 布 和 偏振 性 质 . 它 
们 可 通过 将 从 (117.17) 式 给 出 的 相应 的 w 和 项 直接 代入 (117.21) 和 (117.24) 
式 后 得 到 . 
在 线 偏 振 光 的 标量 散射 时 , 散射 光 也 是 完全 偏振 的 , 市 光 强 的 角 分 布 由 公 
式 
J 5 sin?0 (L1725) 


给 出 (此 处 及 今后 了 的 表达 式 均 归 一 化 为 使 其 对 所 有 方向 的 平均 人 秆 为 一 ). 在 
自然 光 散 射 时 , 光 强 的 角 分 布 与 退 偏振 系数 (Zi, 卫 中 小 者 与 大 者 之 比 ) 由 公 
起 


1 
T= 了 十 中 = (1 + cos?0), Te = cos* 0 (117.26) 


给 出 
对 于 偏振 光 的 对 称 散射 , 我 们 有 


3 。 2 1» 3 
rss7 1 一 一 (0 0),.- ~ TLr:27 
1t /2 30 Eg Ni 3+sin20 ( ) 
Jl 1 
I = (13 十 cos 9), -= 了 (6 十 cos 攻 ). (117.28) 
最 后 , 对 于 偏振 光 的 非 对 称 散射 
I 
= +cos20), 一 = cos20， (117.29) 
4 1» 
而 在 自然 光 散 射 时 : 
3 . TI 1 
T= -=(2 SY 117.30 


@ 由 I(9) 的 公式 变 为 TUo) 的 公式 对 应 于 依照 
了 (1 + cos? 9) 


所 进行 的 平均 (对 比 从 (92.3) 式 到 (92.6) 式 的 转化 ). 
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从 细致 平衡 的 量子 力学 普 忆 原理 (参见 本 教程 第 三 卷 8144), 可 以 求 得 不 
同 散射 过 程 强 度 间 的 确定 的 关系 式 . 

用 dwz1 标记 量子 hwi 受到 散射 (在 单位 长 度 路 径 内 ) 后 产生 在 立体 角 元 
do2 内 传播 的 量子 wo 的 概率 饥 . 再 用 duwls 标记 量子 ho 在 立体 角 元 dol 内 
产生 量子 fiwi 的 逆 散 射 过 程 的 概率 . 细致 平衡 原理 在 这 两 个 概率 之 间 建 立 了 
以 下 尖 宁 : 


qd?U21 a d1w12 

k2do» khk?2do1 
其 中 ki1, ko 分 别 为 两 个 量子 的 波 矢 . ‘Co he = 2 一 一 0 (其 中 
sl 二 E(w1), sz = e(w2)) 我 们 得 到 


2 dw21 21 dv12 
1 2 
! do» 2 doi 








(118.1) 





在 这 个 关系 式 中 假定 散射 系统 的 初 态 和 末 态 分 别 对 应 于 离散 能 级 EB 和 
名 > 二 省 相互 之 间 以 等 却 


Ei hw = Eo + ho 


相 联 系 . 这 样 的 问题 提 法 与 物体 的 真实 状况 并 不 完全 符合 , 因为 宏观 物体 的 能 
谱 非 常 密集 , 必须 看 作 是 准 连 续 谱 . 

所 以 , 代替 具有 严格 确定 的 频率 改变 的 散射 概率 dw2zi1, 我 们 必须 引进 在 
频率 间隔 dws 内 的 散射 概率 , 亦 即 物体 跃迁 到 处 于 能 量 间 隔 dE2 = jidw2 内 的 
能 态 的 概率 . 将 这 个 概率 标记 为 (依然 是 在 单位 路 径 内 的 ) dhzi, 我 们 有 


dlI» 
dho1 一 : dzldy 2 一 d?2U21 1B Nd 


其 中 dT 为 在 能 量 间隔 dB 内 的 物体 量子 态 的 数 日 . 代替 (118.1) 式 , 我 们 现 


在 写 出 
de he 


py A Ce 
然而 , 按照 物体 宏观 状态 的 统计 权重 与 其 .9 的 众所周知 的 关系 , 导数 
dT"/dEB 基本 上 与 exp(. 史 ) 相同 , 于 是 有 关系 式 
dm /dB 
d72/dP2 
@ 还 要 注意 两 个 量子 的 确定 的 偏振 , 为 了 简洁 我 们 这 里 没有 写 出 偏振 指标 . 在 记 
号 dwol 中 下 标的 排列 顺序 对 应 于 量子 力学 中 采用 的 顺序 : 初 态 到 末 态 由 右 问 左 排列 . 





exp(. 全 0 
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由 于 因 一 个 量子 的 散射 而 引起 的 物体 能 量变 化 与 物体 能 量 相 比 极为 微 
小 , 故 售 的 变化 也 相对 很 小 , 因此 可 令 其 等 于 


d.7 甩 
I1 一 -7 = 一 一 (已 1 一 bE2) 一 六 (wa 一 w1). 





dE 
考虑 到 这 种 情况 , 我 们 最 终 将 散射 的 细致 平衡 原理 表达 式 写 为 以 下 形式 : 
dh dh 
—iiwi/T 2 21 hw2/T 六 12 
e E11 ee e E21W3 i (118.2) 


量 dz (具有 cm-! 的 量 纲 ) 称 为 光 在 散射 时 的 微分 消光 系数 . 它 的 定义 
也 可 以 用 以 下 方式 表述 : 微分 消光 系数 是 单位 时 间 在 单位 体积 物体 内 散射 到 
立体 角 dos 和 频率 间隔 dws 的 量子 数 与 人 射 光 中 光子 流 密 度 之 比 . 将 dho1l 对 
散射 光 的 所 有 方向 和 所 有 频率 积分 , 我 们 得 到 总 消光 系数 , 它 代 表 光 在 散射 介 
质 中 传播 时 光子 流 密度 的 衰减 率 . 

设 ws < wi. 关系 式 (118.2) 将 斯 托 克 斯 散射 (1 一 2) 与 反 斯 托 殉 斯 散射 
(2 一 1) 之 间 的 强度 (消光 系数 ) 联系 起 来 . 我 们 看 到 , 反 斯 托 克 斯 散射 的 强度 
比 斯 托 克 斯 散射 的 强度 小 , 一 般 而 言 前 者 与 后 者 之 比 基 本 上 为 因子 


wp 


这 种 情况 具有 相当 普遍 的 性 质 , 它 对 应 于 物体 向 电磁 场 的 能 量 转 移 使 得 散射 
过 程 减 弱 为 原来 的 exp( 一 人 AE/T), 其 中 AE 为 被 转移 的 能 量 . 特别 是 由 于 这 个 
原因 , 受 激 发 射 通 和 非常 弱 , 因为 在 这 种 散射 过 程 中 物体 一 次 要 给 出 及 (wi 十 wo) 
的 能 量 . 在 丰 wi 十 w2) 之 了 时 , 这 种 过 程 的 概率 包含 一 个 很 小 的 因子 


pd; 


在 散射 时 频率 改变 相对 小 的 重要 情况 下 , 普遍 关系 式 (118.2) 大 为 简化 . 
我 们 将 wi 直接 标记 为 w, 而 把 小 频率 差 wa 一 wi 标记 为 Q(O| 和 w). 除 此 而 


外 , 我 们 引进 符号 
dh21 


do2 dw 
在 (118;2) 式 的 非 指数 因子 sw? 中 ， 可 以 略 去 频率 差 12, 此 后 它们 在 等 式 两 端 
相互 抵消 , 结果 余下 


人 


明 数 T(w + 2- 的 第 一 个 宗 量 是 光 的 初始 频率 , 可 以 将 其 中 的 中 略 去 , 订 
即 把 散射 强度 当 作 与 入射 光 的 略 有 移动 的 频率 值 有 关 . 此 时 有 


Pn 1 (118.4) 





To (118.3) 
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在 这 一 近似 中 , 等 式 两 端的 了 与 同一 频率 的 入 射 光 有 关 . 换 句 话说 , 关系 式 
(118.4) 建立 起 了 有 相同 频率 移动 绝对 秆 8 的 同一 种 光 的 斯 托 克 斯 散射 与 反 
斯 托 殉 斯 散射 之 间 的 简单 大 系 . 


习 定 


试 确定 受 激 拉 曼 散 射 强度 (参见 8112) 与 通常 的 (自发 的 ) 散射 强度 之 间 

解 : 受 激 散 射 的 概率 由 自发 散射 概率 乘 以 Nj, 得 到 , 其 中 Np, 为 具有 波 

夭 Ka 的 量子 态 内 的 光子 数目 . 为 了 将 这 人 五 > 联系 

起 来 , 必须 将 后 者 看 作 近 单 色 的 , 并 使 通过 量子 数 或 通过 场 强 表示 的 场 能 ( 单 
位 体积 内 的 ) 表达 式 彼此 相等 : 

Ni he (1) 


(27)3 8 dw» 
(等 式 右 端 按照 (83.9) 式 写 出 ). 作 代 换 


dk cot dko 
dk2 = kh2 dda = ee dp do2 de 


后 ，(1) 式 左 端 可 将 在 狭窄 的 频率 间隔 内 变化 很 小 的 因子 从 积分 号 下 提出 . 于 


k _ fii? dk 
| haN ka [3 ee /meduodos 


T)5 8mac2 duw2 
从 (1) 式 我 们 有 
2 


I 
| Nesdwzdos = 1 
fw? y 2 


SS 


入 射 光子 流 密 度 是 (参见 (83.11) 式 ) 
。 S1 = CVEl [El|’. 





hw1 STHhv1 
因此 , 因 光 子 fii 的 受 激 散射 传递 给 场 的 能 量 为 (引进 (118.3) 式 的 符号 ) : 
drU72 
二 = 和 oo wW1, {2 ) | wedczdo = 全 全 人 lm 五 ?| IT(wi1, (12) (2 


(2 = wa 一 wi). 而 在 同时 , 由 于 光子 所 oa 的 受 激 散射 并 转换 为 光子 jiwwi, 使 得 
场 五 。 损失 能 量 . 场 五 ] | BE 量 , 由 将 下 标 1 和 2 交换 后 的 





(2) 式 给 出 . 由 此 求 得 场 2 所 给 出 的 能 量 要 来 上 一 个 因子 -wa/wli (与 (112.8) 
式 对 比 ) 并 等 于 
ne VE2 | pill 0), (3) 


~ Bhiw3 ET 
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将 (2)、(3) 两 式 相 加 , 并 利用 (118.2) 式 将 IT(w2, 一) 用 I(wi, 2) 表示 , 我 们 得 
到 频率 wo 的 场 的 总 能 量 改 变 为 : 








= a0 eo Olle (9) 
引进 频率 为 wo 的 散射 的 辐射 强度 在 单位 路 径 上 增加 的 增长 率 (在 wa < wi 时 ) 
1 dU, 
02 = 可 dt 
( 量 纲 为 1/cm), 并 将 这 个 关系 式 改 写 为 最 终 形 式 : 
d2 = CO (1 — er®/7)5) ee (5) 


其 中 ko 二 W2VE2/C, 而 91 是 频率 为 wi 的 入 射 光 的 能 流 密度 . 
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8117 中 发 展 的 理论 具有 充分 的 普 壳 性 ,适用 于 各 向 同性 介质 散射 的 所 有 
情况 , 而 与 散射 的 具体 机 制 无 关 . 但 是 , 这 样 的 普遍 性 讨论 自然 不 可 能 推进 得 
太 远 , 对 散射 现象 的 进一步 研究 只 有 在 更 特别 的 假设 下 才 有 可 能 . 

光 艇 射 通 稼 伴随 有 相对 小 的 频率 变化 2 = w’ 一 w. 以 下 的 计算 正 属于 这 
种 情况 , 而 且 除 了 条 件 |82| 之 w 之 外 , 我 们 还 将 假设 在 频率 间隔 2 内 介质 的 折 
射 率 变化 很 小 . 这 后 一 个 条 件 意 味 着 频率 w 不 应 当 与 散射 介质 的 某 一 吸收 区 
(或 吸收 线 ) 徘 的 太 近 . 

如 果 w 属于 频谱 的 光学 波段 , 则 小 82 散射 的 微观 机 制 可 能 与 原子 和 分 子 
的 各 种 运动 ( 亦 即 与 引起 光学 跃迁 的 纯 电 子 运动 相反 的 原子 核 的 移动 ) 有 关 . 
它们 可 能 是 分 子 内 的 原子 振动 、 分 子 整 体 的 转动 或 振动 等 等 ©. 

设 g= ad 的 为 描写 引起 散射 的 运动 的 一 组 坐标 (为 简单 起 见 , 我 们 首先 以 
经 典 观点 进行 讨论 ). 由 于 这 种 运动 相对 缓慢 , 我 们 可 以 用 新 的 观点 对 散射 进 
行 宏观 描述 . 这 也 就 是 可 以 引进 介 电 张 量 ei(q) , 它 的 分 量 (在 每 一 时 刻 ) 如 
同 依赖 于 参数 一 样 仅 依 赖 于 v 在 这 一 时 刻 的 取 值 . 这 种 性 质 与 假定 s 变化 的 
相对 缓慢 有 关 . 以 这 样 的 方式 引进 的 介 电 常量 与 在 给 定 原子 核 位 置 情况 下 对 
电子 运动 平均 后 的 场 有 关 . 对 于 完全 平均 (包括 对 核 运动 平均 ) 后 的 场 , 介 电 
常量 化 为 标量 s = s(w). 我 们 将 eix 与 这 个 量 的 偏差 标记 为 5eix， 


Eik(q) = Eig 十 0eik(9)， (119.1) 


， 此 时 假设 相应 的 8 值 比 电子 跃迁 的 频率 小 得 多 . 在 由 具有 简 并 电子 基态 的 分 
子 组 成 的 气体 中 , 这 一 条 件 可 能 被 破坏 . 
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张 量 six 给 出 作为 时 间 男 数 的 电场 强度 与 电感 应 强度 之 间 的 关系 .我 们 
强调 , 人 射流 与 过 去 一 样 仍然 假定 是 单 色 的 (频率 为 w), 但 散射 波 的 场 五 ' 现 
在 被 当 作 没有 被 分 解 为 单 色 分 量 的 时 间 男 数 . 总 场 由 入 射 波 场 五 和 散射 波 场 
五 ' 相 加 而 成 ; 因此 ， 

Di + D’ = eir (Pr + By). 


依照 定义 , 约 去 DD 与 eB 项 , 作为 二 阶 小 量 略 去 6eix 4 项 , 我 们 得 到 
万 一 eb OEip. (gq) Brx. (119.2) 


关系 式 (119.2) 与 公式 (117.2) 的 形式 一 样 . 然而 二 者 的 差别 在 于 , 以 上 述 
方法 处 理 问题 时 十 分 清楚 , 当前 情况 下 张 量 aik = Seip 是 对 称 的 . 这 可 从 关于 
介 电 常量 张 量 对称 性 的 普遍 定理 直接 得 出 . 除 此 而 外 , 与 透明 介质 的 介 电 篆 量 
为 实数 相 一 致 , 可 以 确认 张 量 5eix 也 是 实 的 . 

张 量 oi 中 没有 反对 称 部 分 表明 , 频率 变化 小 的 散射 中 缺少 8117 所 指出 
的 三 种 散射 形式 中 的 一 种 (反对 称 散 射 ). 

我 们 来 计算 所 有 的 频率 移动 8 =w' 一 w 安 w 的 散射 的 总 强度 . 在 当前 情 
况 下 , 采用 以 下 方式 很 容易 做 到 这 点 . 在 方程 (117.3) 中 , 可 将 散射 波 场 的 局 
换 作 有 = wvE/e (同时 取 w = w 时 的 oaik 三 9sik 值 ), 此 后 这 个 方程 中 一 般 
不 再 含有 w', 也 就 是 说 方程 对 于 场 的 所 有 谱 分 量 都 相同 . 因此 , 这 一 方程 也 适 
用 于 未 作 传 里 叶 谱 展开 的 散射 波 的 场 , 此 处 我 们 仍 将 其 标记 为 E'. 使 用 方程 
(117.3) 的 形 为 (117.7) 式 的 解 , 我 们 得 到 
FE2k4sin “0 

(|E 1) Oe Rr 
其 中 0 为 k 科 G 之 间 的 夹 角 , 而 角 括号 则 像 在 8117 中 一 样 , 表示 对 粒子 运动 
的 最 终 平均 值 . 

引进 消光 系数 疡 为 单位 体积 介质 在 所 有 方向 上 散射 的 光 的 总 强度 与 人 射 

光 能 流 密度 之 比 负 : 


?wd4sin20 


(CGI) = sp (|G| )， 
16m2c4 R? 


小 
ee dy od yet 119. 


(此 处 已 设 s(w) = s(w)). 
根据 8117 中 所 述 理由 , 在 计算 (G1|?) 的 平均 值 时 我 们 将 G 的 被 积 图 数 
中 的 指数 因子 换 为 1: 于 是 
(GP) = Vares, (el oc)av 


这 个 定义 与 8118 按 量子 数 给 出 的 定义 相差 一 个 因子 w'/w. 在 现在 的 情况 下 , 这 
个 因子 可 以 当 作 1, 于 是 两 个 定义 等 价 . 
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( 试 与 (117.9) 一 (117.10) 比较 ). 角 括 号 内 的 表达 式 是 一 个 二 秩 张 量 , 并 因为 介 
质 各 向 同性 的 缘故 平均 后 给 出 : 


1 
(ci scim) = 501m(derk Be ). 


于 是 方 均 信 
(Gl) = 3 / (eset)av 


与 散射 方向 无 关 , 而 且 (119.3) 式 中 的 积分 结果 为 





| eeeW)av (119.4) 
这 里 的 被 积 函 数 是 同一 时 刻 在 介质 的 不 同 点 ri 和 rs 的 介 电 常量 涨 落 的 关联 
限 数 ; 积分 对 两 点 的 坐标 差 7 = ri 一 ro 进行 . 如 果 退 回 到 对 di 和 dVs 积分 ， 
则 公式 (119.4) 的 形式 记 为 
4 
~ 18nc4 

其 中 符号 (…)v 表示 体积 V 内 的 涨 落 方 均值 . 我 们 注意 到 , 总 消光 系数 与 人 
射 光 的 侦 振 无 关 . 

利用 所 得 公式 , 可 从 宏观 的 观点 把 散射 看 作 是 起 源 于 介质 的 涨 落 不 均匀 
性 . 在 这 样 的 解释 下 , 散射 光 的 角 分 布 和 谐 成 分 由 涨 落 的 时 空 特 性 确定 , 亦 即 
由 空间 不 同 点 在 不 同时 刻 的 涨 落 之 间 的 涨 落 关 联 函 数 包 


DE ne, (119.5) 


(Oeil (t1 By Si )dEkm (to ) 72 )) 


确定 . 
为 了 确认 这 点 , 我 们 将 依赖 于 时 间 的 5ejx 展开 为 傅 里 叶 积 分 : 
Seixk (t) 二 / deipae te, osikp 一 deip (t)e' tdt. 


每 一 个 分 量 6eixrge-i?t 现在 扮演 EB 和 D' 的 单 色 分 量 之 间 关 系 式 (117.2) 中 
量 oj 的 角色 , 而 且 w' ==w 十 2. 现在 将 场 的 平方 表达 式 表示 为 二 重 积 分 的 形 
式 (类 似 于 (117.9) 式 ), 我 们 不 难得 到 对 频率 和 方向 的 微分 消光 系数 : 

ee ,d02 
a aa {e ecieh (Seuderm) oq}do' 3 (119.6) 


这 个 函数 当然 只 与 差 什 t= 一 t。 有 关 . 将 求 平均 的 第 二 阶段 (用 角 括号 表示 ) 
应 用 于 这 里 的 涨 落 乘积 时 , 可 以 将 其 理解 为 在 给 定 t 时 对 初始 时 刻 to 求 平均 . 


dh 
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其 中 (与 本 教程 第 九 卷 的 第 八 间 和 第 九 章 所 采用 的 符号 一 致 ) 引进 了 关联 消 
效 的 时 空 传 里 叶 展 开 分 量 


(0euderm)og = ff (Seil (t1, Tr1)depm (t2, r2))e ta rdtdV (119.7) 


(ft = 与 一 tr 二 71 一 72). 公式 (119.6) 与 检 仿 器 记 录 下 来 的 具有 偏振 e' 的 散 
射 光 分 量 有 关 . 所 谓 谱 分 布 指 的 是 在 散射 谱 线 内 对 8 的 强烈 依赖 性 ; 缓 变 的 
因子 w% 为 wt 所 替代 . 在 (119.6) 式 的 被 积 函 数 中 保留 有 因子 e -97. 在 谱 分 
布 公式 中 将 其 替换 为 1 可 能 是 不 允许 的 , 尽管 对 于 对 频率 积分 的 散射 可 以 这 
样 做 (参见 下 一 节 ). 

迄今 为 止 我 们 的 论述 都 是 在 经 典 力 学 的 语 境内 进行 的 . 在 向 量子 力学 描 
述 过 渡 时 , 坐标 g 以 及 量 5eix 换 为 海 条 但 表象 中 相应 的 量子 力学 算 符 .可 以 证 
明 ( 抑 本 节 末 ), 此 时 如 果 将 (8eir8sekm)po 理解 为 量 


(6eudepm)oa= / / (8épm(t2, Tr2)Séa(t1, r1))e ®t-qr) dtdV. (119.8) 


公式 (119.6) 仍然 是 正确 的 . 角 括 号 现在 表示 对 介质 状态 的 总 的 ( 既 包 括 量 子 
力学 平均 也 包括 统计 平均 ) 平 均值 . 由 于 在 不 同时 刻 处 于 介质 不 同 点 上 的 算 符 
3526ik 是 非 对 易 的 , 故 (119.8) 式 中 算 符 的 前 后 次 序 很 重要 . 这 一 非 对 易 性 与 关 
系 式 (118.4) 式 所 表达 的 散射 强度 依赖 于 1 的 符号 有 关 ; 在 经 典 极限 下 这 种 依 
赖 关 系 消失 . 而 量子 公式 目 动 满足 上 述 关 系 . 

对 频率 积分 的 消光 系数 由 对 8 积分 得 到 ; 由 于 在 吸收 线 之 外 的 快速 收 伍 ， 
积分 可 延伸 到 从 -coe 到 oo (我 们 记得 , Q 是 差 值 w' 一 w, 所 以 其 正 值 与 负 值 在 
物理 上 是 不 同 的 ). 积分 

{sm =80) 


ee 2 


此 后 5 盟 数 在 对 时 间 寺 积分 时 被 消去 , 于 是 时 差 关 联 上 前 数 变 成 单 时 关联 函数 ， 
对 方向 的 微分 消光 系数 由 公式 


4 
WwW / 
dhse oara {ei Ekelem(deiudekm)a}do (119.9) 
给 出 . 其 中 
(Seidekm)a = . (8el1)8e())e-iqrdy (119.10) 


是 单 时 关联 昂 数 的 伍 里 叶 分 量 . 在 g = 0 时 角 分 布 只 与 偏振 因子 有 关 , 于 是 又 
回 到 我 们 已 知 的 公式 . 
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在 积分 (119.10) 中 保留 不 为 1 的 因子 es7 使 散射 光 的 角 分 布 和 偏振 性 
质 大 为 复杂 化 名. 特别 是 , 将 散射 分 为 由 (117.18) 式 的 头 两 项 给 出 的 两 部 分 
(标量 部 分 和 对 称 部 分 ) 不 再 正确 . 此 时 关键 的 是 , 张 量 (8eirbskm)jo 不 一 定 如 
gq 二 0 时 那样 必须 是 真 张 量 ; 其 中 可 能 存在 脐 张 量 成 分 (见习 题 1). 如 果 各 问 
同性 介质 是 由 左右 不 对 称 分 子 组 成 , 那么 就 不 是 反 演 不 变 的 , 则 允许 有 这 些 春 
张 量 项 . 

在 结束 本 节 前 , 我 们 简短 地 研究 一 下 公式 (119.6) 和 (119.8) 的 量子 力学 
推导 . 

在 介质 + 场 系 统 的 哈密 顿 量 中 , 积分 





二 - /sex (119.11) 
起 微 扰 算 符 的 作用 , 其 中 五 为 量子 电磁 场 算 符 (对 系统 的 量子 定 态 取 平 均 
并 对 吉 布 斯 分 布 取 平均 后 , 算 符 (119.11) 给 出 介 电 常量 组 变 时 自由 能 的 改变 
6F 见 (101.24) 式 ). 

算 符 五 由 处 于 w,k,e 状态 的 光子 的 潭 灭 算 符 和 产生 算 符 表示 : 

E=i》 (2 区 { eei(k rt) + 2 (119.12) 
僵 CVE ke ke ) ， 

其 中 久 = dw/dk (我 们 设 归 一 化 体积 为 1). 这 个 表达 式 与 真空 中 场 的 表达 式 
( 见 本 教程 第 四 卷 82) 的 区 别 在 于 归 一 化 系数 中 的 因子 (wu/Ve)'/? ; 其 来 源 与 
介质 中 平面 电磁 波 的 能 量 密度 (83.9) 内 的 因子 Ve/w 有 关 @， 

吸收 光子 kk 并 发 射 光 子 k', 同时 介质 从 某 一 给 定 初 态 (用 指标 nn 标记 ) 跃 
迁 到 任何 末 态 (7) 的 跃迁 概率 由 公式 (与 本 教程 第 三 卷 (40.5) 式 比较 ) 


] /® , 2 d3k/ 
ee li/ 用 | pr) ns (119.13) 


给 出 , 其 中 和 矩阵 元 
_ 27 
= 2 


DD = q=k’—k. 


OO 在 $121 一 8123 中 我 们 将 遇 到 这 样 的 情况 , 那 时 甚至 对 频率 积分 的 散射 也 不 能 在 
(119.10) 中 设 g=0. 

@ (119.12) 式 中 的 归 一 化 系数 是 从 场 能 密度 算 符 的 本 征 值 必须 等 于 (Nee 二 1/2) 各 ， 
这 一 条 件 得 到 的 , 其 中 Ni。 为 光子 的 量子 态 占 据 数 . 光子 在 介质 中 的 能 量 是 jw, 而 动 
量 为 jik(k = wvE/eo); 这 些 量 出 现在 (119.12) 式 中 指数 因子 的 指数 上 . 为 了 避免 误解 我 
们 强调 指出 ,动量 iik 中 不 仅 包 含 了 场 本 身 对 动量 的 贡献 ,也 包含 了 介质 在 光子 辐射 过 
程 中 取得 的 动量 . 





/* 
(有 PT kn) (9060s 二 ei(Qt-qr)qy, 
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我 们 把 (119.13) 式 中 的 积分 写 为 对 didVadtidtz 的 二 重 积分 的 形式 , 并 注意 
到 | 

2_(6e ” pl 加 人 
被 积 图 数 仅 依 赖 于 善 值 71 一 72,t1 一 tz. 所 以 概率 dw 包含 了 因子 t 一 一 总 观察 
时 间 . 待 求 的 消光 系数 的 定义 为 dh = dw/tu. 在 对 介质 状态 作 最 后 的 统计 和 平 
均 后 . 我 们 即 得 到 所 要 求 的 结果 . 


习 题 


1. 在 计 及 传递 给 介质 的 动量 g 时 , 试 求 出 各 向 同性 介质 中 散射 对 偏振 依 

赖 的 普遍 形式 (B. fH. 泽 尔 多 维 奇 , 1972). 
解 : 这 个 问题 归结 为 寻求 可 以 由 单位 张 量 6i4、 单 位 反对 称 张 量 ejm 和 舌 
= 的 分 量 组 成 的 具有 张 量 (6ei16epm)rpg 的 对 称 性 的 所 有 独立 四 秩 张 

合 ; 它们 对 指标 对 包 和 Km 中 的 每 一 个 必须 是 对 称 的 , 并 且 在 同时 改变 
ee 如 和 指标 对 km 的 交换 (等 价 于 rl 和 ma 交换 从 而 了 变 
) 保持 不 变 

满足 这 此 要 求 的 组 合 为 


1) iOkm, 2) Sik 1m + Ok dim, 
3) aLkgLVm + pmVUiv, 4) im + ， 
5) ViV im, 0) -vyepm opm a 


7) VpepikUiVm 十 …: 


(在 4), 6), 7) 中 略 去 了 与 已 写 出 项 对 称 的 其 他 三 项 ). 这 些 组 合 的 集合 对 应 于 
以 下 形式 的 角 分 布 : 


file:e”|*+fo{l+le:e|}+fs{(e:e”)(v:e’)(v:e)+e.c.}+ fa{flv el 十 
lv:e|*+[(e:e)(v:e’)(v.e”)+e.cl}+ fsl(v :ee)(v :ed)| + 
ifev:{exe*+e”* xe’+t+[exel(e*.e™”)—c.c]}+ifrv. 


{e” xel(lv:e)(v:e’)+exe'(v.:e)(v:e”)+[exe(v:e’)(v:e”)—c.c.]} 


(fi,… ,7 为 8 与 gq 的 实 函 数 ). Sil 5 项 (其 中 
前 两 项 等 价 于 (117.18) 中 的 前 两 项 ). 在 没有 反 演 中 心 的 介质 中 还 存在 最 后 两 
项 ; 然而 , 如 果 两 个 偏振 e 和 e' 是 线 偏振 ,它们 为 零 . 如 果 在 g 中 忽略 由 与 由 
的 差别 , 则 将 有 也 = (nn 一 n)/In’ 一 nl, 其 中 到 三 Km = kf/k. 在 此 一 近似 下 
含 f7 的 一 项 恒 等 于 零 (可 以 先 将 e 和 e' 矢量 中 的 每 一 个 分 解 为 处 于 散射 平 
面 和 重 直 于 该 平面 的 两 个 分 量 , 然后 通过 相当 长 的 计算 证 实 这 一 点 ). 
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2. 试 确定 在 光 散 射 介 质 中 以 亚 光 速 运动 的 快速 粒子 的 辐射 (C. II. 卡 皮 
查 , 1960). 

解 : 这 种 情况 下 的 辐射 可 以 看 作 是 粒子 的 场 在 介质 的 介 电 常量 涨 落 上 的 
散射 . 将 单 色 散射 场 在 单位 时 间 从 单位 体积 内 辐射 的 能 量 写 为 


W =h5 = “Vp 
(9 取 自 (83.11) 式 ;及 为 光 的 消光 系数 ). 公式 的 这 种 形式 适用 于 任何 起 源 的 场 
E. 
运动 粒子 的 场 具 有 连续 频率 谱 , 所 以 , 为 了 得 到 在 频率 间隔 dw 中 的 辐射 
(从 单位 体积 发 出 , 但 在 整个 飞行 期 间 ), 必须 作 代 换 


dw 
2 2 
bE = 2 > 


(参见 本 教程 第 二 卷 866), 其 中 已 , 为 场 的 时 间 侍 里 叶 分 量 . 对 体积 积分 , 我 们 
得 到 总 辐射 的 谱 分 布 : 


dW,, = a {IE )|2dV 


为 了 这 个 公式 可 以 应 用 , 在 原子 距离 上 场 的 变化 必须 很 小 , 或 者 更 准确 地 说 ， 
在 介质 介 电 常量 e 涨 落 的 关联 半径 上 场 的 变化 必须 很 小 . 除 此 而 外 ,为 了 在 散 
射 时 略 去 频 移 , 介质 分 子 的 速度 必须 比 运动 粒子 的 速度 v 小 . 

运动 粒子 的 场 由 公式 (114.7) 一 (114.8) 给 出 . 我 们 有 


d3k 
yD E I 
. 的 


但 粒子 运动 时 场 的 频率 为 内 =VUiz. 因此 dk 一 dkyd?*g = 二 vidwd?g, 于 是 


1 oe 
一 iot _ ik.7 
EF,(r)e | Er Qn) 


同时 尺 -.7 二 wz/v 十 qT7. 由 此 得 出 


1 、 / d20d29/ 
EdV=— |/ E,. Ered a)r + 二 dy 
/ ] 2 ee C7 


对 dz 的 积分 直接 给 出 粒子 路 径 的 长 度 1 而 对 dydz 的 积分 则 给 出 8 函数 


(2m)28(g 一 q). 因此 
1 » d*g 
| BPav /I Cn) 
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在 这 个 积分 中 , 重要 的 是 具有 较 大 0 值 的 区 域 : 
2 lj 
“(二 -二 ) < 
(a 为 原子 尺度 ). 实际 上 , 在 这 个 区 域内 Eh 的 表达 式 化 为 


Er ~ —ikpr O -ie 
而 且 积 分 对 数 发 散 . 具有 对 数 精确 度 , 积分 应 当 在 对 应 于 上 述 区 域 边 界 的 上 、 
下 限 截 断 . 结果 我 们 得 到 单位 路 径 辐 射 强度 谱 分 布 (dF = dW/l) 的 以 下 最 终 
表达 式 : 
时 Qw(c2 二 1 
其 中 消光 系数 hh 由 (119.5) 式 给 出 . 
我 们 所 研究 的 散射 在 与 粒子 质量 无 关 的 意义 上 与 渡 越 辐射 类 似 . 在 可 以 
相 比 的 速度 下 (不 过 这 些 速 度 处 在 极限 值 c/VE 的 相反 两 侧 ), 这 个 辐射 的 强度 
比 切 连 科 夫 辐 射 的 强度 低 ， 例如 , 对 于 气体 在 v ~ c 时, 比较 (1) 式 和 (115.3) 
式 , 通过 粗略 估计 我 们 求 得 


一作 - (CO 


其 中 4 为 分 子 间距 离 ; 入 ~w/c (h 使 用 表达 式 (120.4), 其 中 置 n-l1~ Na,a~a3 
为 分 子 的 极 化 率 ). 设 d ~ a, 我 们 得 到 关于 液体 的 估计 值 dF/dFon ~ (a/ 和 )3. 
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按照 光 的 频率 改变 的 特征 , 散射 分 为 两 类 : 1) 拉 曼 散射 ( 拉 曼 一 兰 斯 贝尔 
格 一 曼 德 尔 施 塔 姆 效应 ), 它 引 起 散射 光 产 生 相 对 于 激发 光 频 率 有 偏 移 的 谱 线 ; 
2) 瑞 利 散 射 , 散射 不 发 生 明 显 的 频率 变化 . 

气体 中 拉 曼 散射 的 机 制 是 : 在 人 射 光 的 影响 下 , 分 子 的 振动 、 转 动 或 电子 
态 发 生 了 改变 . 玉 利 散射 则 与 分 子 内 部 状态 的 任何 变化 无 关 . 在 稀薄 气体 的 极 
限 情 况 下 (分子 目 由 程 长 度 ! 远大 于 波长  ), 散射 独立 地 发 生 在 每 一 个 分 子 
上 ; 这 种 现象 可 以 用 纯 微 观 的 量子 力学 方式 人 钱 究 . 

我 们 这 里 将 研究 ! < 和 的 相反 的 极限 情况 吕 . 在 这 种 情况 下 , 气体 中 的 瑞 
利 散 射 可 以 分 为 两 部 分 . 其 中 之 一 与 分 子 取向 的 无 规 性 有 关 ( 称 为 各 向 异性 


Q@ 更 准确 地 说 , 必要 条 件 是 ! <& Xsin(e/2), 其 中 3 是 散射 角 . 原因 是 光 的 频率 是 以 
(120.5) 式 表示 的 带 散 射 角 的 组 合 g 包含 到 积分 (119.7) 中 去 的 . 


526 . 第 十 五 章 电磁波 的 散射 


的 涨 落 ). 另 一 部 分 则 是 对 分 子 密度 涨 落 的 散射 . 分 子 的 取向 在 几 次 碰撞 后 将 
完全 改变 , 亦 即 在 量 级 为 平均 自由 时 间 r 的 时 间 内 完全 改变 . 所 以 各 向 异性 涨 
落 引 起 的 散射 导致 极 大 值 在 w' = w 处 、 宽 度 ~ 所 /7 的 较 宽 的 谱 线 的 产生 . 而 
密度 涨 落 引起 的 散射 则 导致 在 这 个 背景 上 的 明显 的 更 狭窄 的 谱 线 的 出 现 . 我 
们 在 下 面 将 会 看 到 , 对 于 波长 为 入 的 光 的 散射 , 发 生 在 体积 X 内 的 密度 涨 落 
特别 重要 . 由 于 这 些 体积 很 大 , 其 中 发 生 的 涨 落 变化 比较 缓慢 , 因此 相应 的 散 
射 谱 线 较 罕 . 我 们 约定 以 后 称 这 一 狭窄 谱 线 为 未 移动 谱 线 . 

密度 涨 落 引 起 的 散射 属于 标量 型 散射 ; 因为 密度 p 是 标量 , 故 与 密度 p 变 
化 有 关 的 介 电 张 量 的 变化 ss 也 是 标量 型 的 . 而 在 各 向 异性 涨 落 时 , 介 电 常量 
的 变化 由 迹 为 零 的 对 称 张 量 5eix 描写 ; 迹 为 零 这 个 性 质 可 从 对 所 有 方向 求 平 
均 时 这 个 效应 必然 消失 看 出 . 因此 , 各 向 异性 涨 落 引 起 的 散射 属于 对 称 型 散射 

液体 中 情况 更 复杂 . 这 时 拉 曼 散射 只 可 能 与 分 子 的 振动 态 (或 电子 态 ) 的 
改变 有 关 . 在 液体 中 散射 不 产生 转动 的 拉 曼 谱 线 . 原因 在 于 , 由 于 液体 中 分 子 
的 相互 作用 很 强 , 故 不 存在 具有 离散 能 级 的 分 子 自 由 转动 .所 以 分 子 的 转动 和 
所 有 其 他 改变 分 子 相互 位 置 的 运动 一 样 , 只 对 在 w =w 周围 产生 较 宽 散射 线 
带 来 贡献 , 在 此 情况 下 , 这 条 谱 线 整体 上 自然 被 称 作 瑞 利 谱 线 . 上 述 运动 的 弛 
驳 时 间 与 液体 的 黏度 有 关 . 

从 液体 的 总 瑞 利 散射 中 分 出 与 热力 学 涨 落 (密度 ,温度 涨 落 ) 有 关 部 分 的 
可 能 性 , 依赖 于 不 同 的 弛 驳 时 间 数 值 的 大 小 . 为 此 , 液体 中 建立 平衡 的 所 有 过 
程 的 弛 驳 时 间 必 须 比 上 述 涨 落 变化 的 时 间 小 . 在 这 样 的 条 件 下 , 将 看 到 被 较 宽 
的 背景 ( 称 为 瑞 利 线 疲 ) 包围 的 狭窄 的 未 移动 线 . 导致 未 移动 线 的 散射 是 标量 
散射 . 至 于 瑞 利 线 中 这 个 缘 景 , 则 不 同 于 气体 散射 , 在 液体 散射 时 一 般 不 能 此 
定 它 是 没有 混和 人 标量 散射 部 分 的 纯粹 的 对 称 散 射 . 

未 移动 线 内 的 角 分 布 由 属于 标量 散射 的 普遍 公式 (117.25) 一 (117.26) 给 
出 . 因此 足以 计算 总 消光 系数 . 在 公式 (119.5) 中 设 5ein = 5e6ix, 我 们 求 得 

ww 

~ 6nc4 


如 果 sp 及 5T 为 密度 和 温度 的 变化 , 则 


Oe Oe 
bo 一 (BP) ao+ 全 
按照 已 知 的 公式 (参见 本 教程 第 五 卷 8112), 密度 涨 落 和 温度 涨 落 是 统计 独立 
的 ((8p8T) = 0), 而 其 中 每 一 个 的 方 均值 为 : 


h V (Se)v. (120.1) 


he pT 1 Op 


(87))v = py (0p))v = 外 (起 ) 
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(cv 为 单位 质量 介质 的 比热容 ). 因此 , 我 们 求 得 公式 


本 Op Be\*” 7T? /ge\?’ 
7 Gre RR 
这 个 公式 是 爱 因 斯 坦 首先 得 到 的 ( 爱 因 斯 坦 , 1910). 


将 这 个 公式 用 其 他 的 热力 学 导数 表达 , 可 以 将 其 表示 为 其 他 形式 . 选取 
男 一 对 统计 独立 量 压强 P 和 炉 s (相对 于 单位 质量 ) 为 独立 变量 , 我 们 写 出 


Oe Oe 
Oc = (9 (BF) as 
并 使 用 熟知 的 这 些 量 涨 落 的 表达 式 : 


Gs _ PTw 


(Gv = (BP))v = 


(120.2) 








(u 为 介质 中 的 绝热 声速 : wz = (9P/8p)s). 同时 作 变 换 
OB (入 二 ( 雯 Oe 7 1 
下), (机 )。-( 政 ),。 《二 
我 们 得 到 形 为 , 
P08 pT /Oe 
态 \ 焉 )， (0 Be 
的 爱 因 斯 坦 公 式 . 
对 于 气体 , 公式 (120.2) 大 为 简化 . 气体 的 介 电 常量 (在 光学 频段) 几乎 不 


依赖 于 温度 ; 因此 方 括号 内 的 第 一 项 可 以 忽略 . 而 对 密度 的 依赖 关系 则 归结 
e 一 1 与 p 的 正比 关系 ; 所 以 


OE 
p (BE) el~2n—) 


(= Ve 为 折射 率 ). 再 考虑 到 根据 理想 气体 状态 方程 


LU4 


6Tc4 





Op 
0 NT 
(N 为 单位 体积 内 的 粒子 数 ), 我 们 得 到 
4 人 
— 7 (120.4) 


这 个 公式 足 瑞 利 首 先 得 到 的 ( 瑞 利 , 1881). 
下 面 我 们 转 人 未 移动 线 的 精细 结构 问题 . 为 此 必须 研究 涨 落 随时 间 的 变 
化 . 在 这 方面 热力 学 涨 落 分 为 两 类 . 在 液体 (或 气体 ) 中 压强 的 绝热 涨 落 呈 非 
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衰减 波 的 形式 以 声速 4 传播 (我 们 这 里 抛 开 声 的 吸收 不 管 , 因为 它 只 引起 谱 线 
的 某 种 增 宽 ; 具体 讨论 见 后 ). 在 恒定 压强 下 , 简 的 涨 落 一 般 不 能 相对 液体 传播 
( 仅 在 热传导 的 影响 下 逐渐 衰减 ). 

由 于 声 扰 动 传播 的 波动 特性 , 压强 涨 落 随时 间 的 变化 其 至 在 比分 子 间 中 
更 大 的 距离 上 即 已 关联 . 这 种 情况 在 计算 散射 线 的 总 (对 频率 积分 的 ) 强度 时 
并 不 重要 : 总 强度 是 由 空间 不 同 点 上 在 同一 时 刻 的 关联 决定 的 , 而 这 种 关联 只 
延伸 到 近 距 离 . 散射 强度 的 谱 分 布 由 涨 落 的 不 同时 间 的 关联 函数 决定 ,长 程 关 
联 的 存在 使 得 有 必要 在 (119.7) 式 中 保持 因子 e-i9". 

在 不 晴 减 的 声波 中 , 频率 0 和 波 矢 gq 以 关系 式 2? = w2q? 相 联 系 . 与 此 
相应 , 压强 涨 落 关联 函数 的 谱 展 开 (从 而 介 电 常量 涨 落 关 联 函 数 的 谱 展 开 ) 将 

(2 gd 


时 的 两 条 锐 线 构成 . 但 对 应 于 散射 光 的 矢量 g ==k' 一 上 的 大 小 与 散射 角 3 (k 
与 k' 之 间 的 夹 角 ) 的 关系 为 等 式 


0 二 | 有 27 二 sin 5 (120.5) 
C 


(由 于 差 值 =w'-w 很 小 ,这 里 设 w' sw). 将 相应 的 8 值 标记 为 f20, 因此 我 
们 有 
全 有 
一 士 20w 一 sin 3 (120.6) 


这 样 一 来 , 压强 涨 落 引起 的 散射 导致 双 线 的 产生 , 双 线 分 量 之 间 的 距离 
2|f20| 依赖 于 散射 角 . 这 个 双 线 称 为 曼 德 尔 施 塔 姆 - 布 里 渊 双 线 (JI. H， 曼 德 
尔 施 塔 姆 , 1918; L. 布 里 渊 , 1922)@ 

如 前 所 述 , 蚁 涨 落 的 频率 为 零 ， 因此 它 所 引起 的 散射 导致 0 = 0 的 单一 
中 心 谱 线 的 出 现 ( 开 . 开朗 道 , G. 普 拉 切 克 , 1933)@. 

我 们 现在 来 阐明 在 双 线 和 中 心 线 之 间 的 未 移动 散射 的 强度 是 如 何 分 布 
的 . 我 们 将 把 双 线 强度 理解 为 其 两 个 分 量 强度 之 和 , 亦 即 其 中 每 一 个 分 量 强 度 
的 二 倍 电 . 此 时 由 公式 (120.2) 或 (120.3) 给 出 的 总 消光 系数 为 : h = ja 十 ja 

Q@ 作为 例证 我 们 指出 ,在 w= 1.5 x 105 cm/s, n = 1.5, 区 射 光 波长 入 守 5 x 10-5cm, 散 
射 角 3= 90° 等 典型 取 值 时 , 我 们 有 双 线 的 宽度 Bo/(2rc) = 0.05 cm-1, 瑞 利 线 妈 的 宽度 
达到 200 ~ 150 cm-1. 

@ 在 超 流 液 氨 (同位 素 4He) 中 烂 扰动 以 弱 衰 减 振动 一 一 第 二 声波 的 形式 传播 ,但 
其 速度 ws 过 小 于 通常 的 声速 . 因此 在 超 流 复 上 的 散射 中 心 线 同样 也 分 裂 为 锋 罕 的 双 
线 ; 其 宽度 也 由 公式 (120.6) 给 出 , 不 过 在 式 中 要 将 久 换 作 wa (B. I. 金 兹 堡 , 1943). 

@ 按照 公式 (118.4) 两 个 分 量 强 度 的 差别 通 常 无 关 紧 要 ,因为 hf0 < 入 了 
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由 于 双 线 是 由 压强 的 绝热 涨 落 引 起 的 散射 形成 的 , 故 其 强度 由 (120.3) 式 
中 恰好 由 这 些 涨 沙 产生 的 第 二 项 给 出 . 变换 到 用 独立 变量 m 描述 后 , 可 以 把 
绝热 导数 (0e/6p)s 与 等 温 导 数 联系 起 来 : 


ERA 

9p)/。 2 2 a ( 

如 果 在 密度 不 变 时 忽略 s 随 温度 的 变化 , 则 (6s/6p)j。= (6se/6p)zr. 保持 同样 的 
精确 度 , 在 形 为 (120.2) 式 的 总 强度 表达 式 中 可 以 忽略 第 二 项 (未 作 这 种 忽略 


的 计算 见习 题 1). 最 后 , 利用 众所周知 的 绝热 压缩 率 与 等 温 压 缩 率 之 比 的 热 
力学 公式 (参见 本 教程 第 五 卷 , (16.14) 式 ) 





ek Me 
( 四 Cp (人 天 V3 
我 们 得 到 未 移动 线 总 强度 中 双 线 所 占 份额 的 天道 - 普 拉 切 克 公 式 
= = (120.8) 


为 了 确定 谱 线 的 形状 , 必须 研究 计 及 引起 涨 落 衰 减 的 那些 耗 散 过 程 的 时 
差 关 联盟 数 . 对 于 压强 涨 落 , 这 些 耗 散 过 程 是 黏 沛 过 程 和 导热 过 程 . 压强 绝热 
涨 落 的 关联 上 图 数 的 傅 里 叶 分 量 为 : 

PT 


2 a 120.9 
(BF )o (f qu)? + vy? ( ) 
其 中 
2 
gq” | 4 1 1 
加 ES 120.10 
7 2pu + 人 二 | ( ) 


(参见 本 教程 第 九 卷 889). 量 7 是 单位 长 度 上 的 声 吸收 系数 ; 其 中 wm,¢ 为 黏 清 
系数 , x 为 介质 的 热 导 率 (参见 本 教程 第 六 卷 879). 在 给 定 散 射 方向 时 谱 线 中 
( 双 线 的 每 一 个 分 量 中 ) 的 强度 分 布 正 比 于 表达 式 (120.9). 将 其 归 一 化 后 , 我 
们 得 到 
Ee 
27 (0 — 0 +T2/4 ” 
其 中 了 = 2u7. 这 种 形状 的 谱 线 称 作 色散 形 谱 线 , 而 量 了 为 线 宽 . 取 (120.5) 式 
中 的 9, 我 们 求 得 这 个 宽度 为 : 


ay (120.11) 


9w2n2 4 1 
二 1 -cos 人 | = | 20.1 
的 0 (1 一 cos ) gn+ctx (i =) (120.12) 


坑 的 等 压 涨 落 仅 依靠 热 传 叶 而 衰减 . 对 于 其 关联 函数 我 们 有 





_ 2cp xg 


(3s )p4 = pn (120.13) 
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其 中 X= x/pcy 为 温 导 率 *. 中 心 线 的 形状 仍 由 同样 的 散射 公式 (120.11) 给 出 ， 
不 过 现在 必须 在 其 中 设 f20 = 0, 而 线 宽 为 


2 2 
二 





了 (1 — cos 9). (120.14) 


如 在 本 市 开始 时 所 述 , 仅 在 液体 中 的 所 有 弛 豫 时 间 均 小 于 涨 落 变化 时 间 
时 , 这 里 所 讲述 的 理论 才 适 用 于 液体 中 的 散射 . 应 当 注 意 到 , 在 所 有 的 液体 中 
均 存 在 不 同 数量 级 的 弛 豫 时 间 . 液体 中 弹性 应 力 的 消散 大 概 是 最 快 的 弛 殉 过 
程 , 相应 的 弛 豫 时 间 (麦克 斯 韦 弛 瑰 时 间 ) TM ~ nm/G, 其 中 G 为 剪 切 模 量 . 分 子 
取向 的 重新 分 布 亦 即 各 问 异 性 涨 落 的 消散 发 生 的 较 慢 . 相应 的 弛 驳 时 间 (所 
谓 德 拜 弛 驳 时 间 ) mp ~ ma》/T, a 为 分 子 尺 度 ; 在 含 大 分 子 的 液体 中 mw 和 7D 
的 差别 特别 大 . 最 后 , 还 可 能 有 各 种 引起 声 的 弥散 的 其 他 慢 弛 驳 过 程 (例如 减 
绥 能 量 向 分 子 振动 自由 度 间 传输 的 化 学 反应 等 等 ). 对 于 散射 最 重要 的 是 那些 
1/T 可 与 引起 散射 的 声 扰动 的 频率 相 比 的 过 程 . 不 去 讨论 细节 , 我 们 仅 指出 ， 
当 液 体 的 黏度 足够 高 , 即 当 rw 六 1/(qu) 时 , 液体 对 于 光 散 射 表 现 得 同 非 晶 固 
体 一 样 . 


习 是 


1. 试 求 散射 的 未 移动 谱 线 内 的 中 心 线 与 双 线 强度 比 的 精确 公式 ，(H. I. 
法 别 林 斯 基 , 1956) 

解 : 如 在 正文 中 已 指出 的 , 公式 (120.3) 中 的 第 二 项 给 出 双 线 的 强度 . 而 第 
一 项 与 等 压 粒 涨 落 有 关 从 而 给 出 中 心 线 的 强度 . 因此 ， 


iu -了 2 | 
9 00/、\A OP) 


从 热力 学 关系 (120.7) 以 及 
py _fay TT /op 
oP oP T cop oT Pp 
(参见 本 教程 第 五 卷 ，(16.15) 式 ) 我 们 求 得 
ap % 了 (any 
oP Mop = oT 
和 -位 [全 )./ 人 的 (的 
ba ~ Cy oT P Op oT a 


* 关于 这 个 术语 为 何 采用 这 种 中 文 译 法 , 本 教程 第 七 卷 832 的 译 者 注 做 了 说 明 . 
一 一 译 者 注 





最 终 得 到 : 
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在 朗 道 - 普 拉 切 克 近 似 下 , 方 括 号 中 的 表达 式 为 1. 

2. 光 在 由 线 型 分 子 组 成 的 气体 中 散射 ,分子 沿 轴 向 和 垂直 于 轴 向 的 极 化 
率 分 别 为 al 和 ai. 试 确定 不 同类 型 散射 的 强度 . 

解 : 散射 的 总 强度 (在 分 子 的 振动 和 电子 态 给 定时 ) 包括 了 所 有 的 瑞 利 散 
射 和 拉 曼 散射 的 转动 部 分 . 由 于 散射 是 在 气体 的 每 个 分 子 上 独立 发 生 的 ,得 到 
总 消光 系数 最 简单 的 办 法 是 将 公式 (92.4) 乘 以 单位 体积 内 的 分 子 数 N, 并 将 
平方 项 |aV|? 挠 为 (1/3)a% = (1/3)(Qy + 201): 
Sr 

9c4 

(这 里 的 极 化 率 定 义 与 892 中 的 定义 相差 一 个 因子 VV). 

未 移动 瑞 利 线 与 极 化 率 的 标量 部 分 有 关 , 亦 即 这 条 线 就 像 是 在 分 子 的 极 
化 率 张 量 等 于 (1/3)QnSik 时 产生 的 . 所 以 按照 同样 的 公式 (92.4) 我 们 求 得 : 

4 2 
ep lt (2) 

差 值 htotal 一 hundisp 包括 了 未 移动 线 的 背景 (各 向 异性 涨 落 引 起 的 散射 ) 和 和 转 
动 拉 曼 散射 . 为 了 将 前 者 分 离 出 来 , 必须 预先 将 分 子 的 极 化 率 张 量 对 分 子 绕 某 
一 确定 (与 分 子 轴 重 直 的 ) 轴 的 转动 作 平均 . 显然 , 以 这 样 的 方式 得 到 的 沿 转 
动 轴 的 平均 极 化 率 与 al 相同 , 而 沿 垂直 于 转动 轴 的 平面 上 任 一 方向 的 平均 
极 化 率 等 于 1/2(Qai 十 Ql). 换 句 话说 , 必须 把 绕 给 定 轴 旋转 的 分 子 看 作 具 有 极 
化 率 张 量 主 值 


htotal = (al 十 05 ) (1) 





Ql, (al 十 al)/2， (aa + oal)/2 


的 粒子 . 利用 这 些 值 我 们 计算 出 和 迹 为 零 的 对 称 张 量 aik 一 (1/3)azr8ix， 然 后 类 
似 于 导出 (1) 式 和 (2) 式 的 计算 给 出 


8rw4N (ar 一 al 
最 后 , 通过 从 (1) 式 减 去 (2) 式 和 (3) 式 , 我 们 得 到 转动 拉 曼 散射 的 强度 


8Tw4NV (al — aol) 
ee 
9c4 2 





(3) 


hseke 雯 
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大 家 知道 , 物质 的 等 温 压 缩 率 (0p/6P)r 在 接近 临界 点 时 无 限制 地 增 大 ， 
瑞 利 散射 总 强度 的 表达 式 (120.2) 也 与 它 一 起 增 大 . 这 说 明了 在 临界 点 附近 散 
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射 急 剧 增强 , 称 为 临界 乳 光 吕 ). 不 过 , 一 般 而 言 , 此 时 公式 (120.2) 本 身 已 变 得 
不 再 适用 . 原因 是 , 在 临界 点 附近 空间 不 同 点 上 的 密度 涨 落 (以 及 因此 产生 的 
介 电 常量 的 涨 落 ) 之 间 的 单 时 关联 延伸 到 量 级 为 关联 半径 7 的 距离 , 而 rc 在 
接近 临界 点 时 无 限制 地 增长 (参见 本 教程 第 五 卷 8152, 8153). 因此 一 般 来 说 ， 
不 可 以 将 (119.9) 式 中 的 因子 e- 7 代 换 为 1, 不 仅 在 计算 散射 谱 的 精细 结构 
时 不 可 这 样 做 , 即使 在 计算 散射 的 总 强度 时 也 不 可 以 这 样 做 . 

在 整个 散射 角 范 围 内 只 有 在 


krc < 1 (121.1) 


时 才能 允许 这 种 代 换 , 其 中 = nw/c 为 散射 光 的 波 矢 . 在 这 种 情况 下 可 以 和 
过 去 一 样 使 用 总 消光 系数 (120.2), 同时 在 该 式 中 只 保留 不 断 增长 的 第 一 项 就 
已 足够 (增长 的 只 是 密度 涨 落 而 不 是 温度 涨 落 ). 在 p,T 平 面 上 沿 任何 方向 接 
近 临 界 点 时 , 除去 临界 等 温 线 工 = 工 .例外 , 压缩 率 按照 


Op 
a 了 一 了- 一 A 1.26 
(38) “TR, ， 


的 规律 增长 ,由 于 没有 任何 理由 令 导 数 (se/ap)zr 等 于 零 或 趋 于 无 穷 大 , 则 
散射 强度 也 将 按照 这 样 的 规律 变化 : 


eR eS [1 


这 一 增长 仅 与 瑞 利 线 中 心 分 量 的 强度 增加 有 关 , 并 不 涉及 瑞 利 线 精细 结构 其 
他 分 量 强度 的 增加 . 事实 上 , 按照 (120.8) 式 , ha = pcu/c,. 分 母 上 的 c 因子 抵 
消 了 hh 内 (8p/9P)7z, 因为 二 者 以 同样 的 规律 增长 . 所 以 双 线 的 强度 只 像 cv 一 
样 增长 , 亦 即 按照 极为 缓慢 的 


hac|T 1, aw0.l (T2183) 


规律 增长 久 . 
在 充分 接近 临界 点 处 , 对 于 给 定 的 有 值 不 等 式 (121.1) 显然 遭 到 破坏 ， 

此 不 再 允许 将 e-i97 换 为 1, 散射 角 越 小 , 这 一 情况 出 现 得 越 晚 名 . 设 dh 为 散 

Q@ 将 这 一 现象 与 密度 涨 落 的 增长 联系 起 来 的 想法 是 斯 莫 卢 霍 夫 斯 基 首 先 提出 来 
的 (M. 斯 莫 卢 霍 夫 斯 基 , 1908). 奥 恩 斯 坦 和 泽 尔 尼克 在 临界 点 的 范 德 瓦 尔 斯 理论 (参见 
本 教程 第 五 卷 8152) 框架 内 研究 了 这 一 现象 (L. S. 奥 恩 斯 坦 , 下. 泽 尔 尼克 , 1914). 

@ 本 节 中 用 到 的 所 有 有 关 在 临界 点 附近 的 热力 学 变化 特征 的 知识 , 均 可 在 本 教程 
第 五 着 8153 中 找到 . 这 里 也 使 用 了 该 节 对 临界 指数 的 符号 

@) 所 有 这 些 论证 当然 都 预先 假定 了 不 等 式 (121.1) 与 物质 已 经 处 于 临界 点 附近 的 
涨 落 区 的 假设 相 容 . 

@ 但 是 , 我 们 注意 到 , 这 样 的 散射 仪 在 角度 低 到 衍射 角 ~ 和 VL 量 级 时 才 值 得 研究 ， 
其 中 工 为 物体 的 线 度 . 
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射 进入 立体 角 元 do, 亦 即 给 定 值 g = k' -天 时 的 微分 消光 系数 . 为 明确 起 见 ， 
我 们 只 限于 研究 自然 光 的 散射 . 考虑 到 标量 涨 落 引 起 的 散射 中 与 光 的 偏振 状 
态 相 关 的 角度 依赖 关系 由 (117.26) 式 的 工 因子 给 出 , 我 们 有 


3 do’ 
—— (Se”)o 7(1 十 cos” | (121.4) 


而 且 


在 紧邻 临界 点 处 , 该 处 
krc > 1, (121.5) 


在 散射 角 不 是 太 小 时 , 也 将 有 gr。 六 1. 在 这 个 角度 范围 内 , 在 积分 (8p2)s 中 
起 主要 作用 的 距离 是 > ~ 1/9 > rc, 其 中 密度 涨 落 的 关联 函数 具有 宕 函数 特 
征 岂 : 
(8p(8p(2)) cx FU O04 
此 时 关联 函数 的 仁 里 叶 分 量 
(8p2)g cg (121.6) 


具有 不 依赖 于 温度 的 系数 . 因此 , 在 所 研究 的 区 域内 , 我 们 得 到 消光 系数 的 以 
下 角度 与 频率 依赖 关系 : 


1 十 cos“ 1 
一 do/. 
(1 — cos 9)1-¢/2 


我 们 看 到 , 在 ore > 1 范围 内 以 固定 角 散 射 时 , 随 春 向 临界 点 的 接近 , 散射 强 
度 集 止 增 长 . 正好 在 临界 点 上 时 , 公式 (121.7) 适用 于 所 有 的 角度 . 
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发 生 在 液晶 中 的 强烈 的 光 散 射 在 在 干 方面 类 似 于 临界 乳 认 . 这 里 我 们 仅 
限于 研究 向 列 相 液晶 中 的 这 一 现象 (P. G. 德 热 纳 , 1968). 

我 们 在 $17 末尾 已 经 提 到 过 这 种 液晶 , 并 在 那里 写 出 了 其 介 电 张 量 的 表 
过 


do (T1219) 


Eik = E0(W)Oik + Ea(w)didy; (122.1) 


@ 参见 本 教程 第 五 卷 (148.7) 式 . 由 于 临界 点 问题 与 二 级 相 变 (具有 一 维 序 参量 ) 问 
题 的 等 价 性 , 这 个 公式 在 临界 点 附近 也 适用 . 
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系数 so 和 s。 现在 都 是 频率 的 消 数 . 

介 电 常量 的 涨 落 首先 与 指向 和 撩 4d 的 方向 有 关 , 并 因此 是 各 向 异性 涨 落 . 
整个 体积 内 所 有 点 上 这 个 指向 矢 的 同时 同一 转动 一 般 不 改变 物体 的 能 量 ; 所 
以 长 波 涨 落 只 涉及 很 小 的 能 量 耗 费 , 故而 很 大 . 介 电 常量 的 大 涨 落 反 过 来 引 入 
光 的 强烈 散射 . 

我 们 将 涨 落 量 d 表示 为 

d=do+v ?229) 
的 形式 , 其 中 qd 为 其 恒定 平均 值 , 而 vv 为 涨 落 时 的 小 变化 ; 由 于 咏 ==d2=1， 
则 因为 v 为 小 量 : 





wv.dy,=0, (122.3) 
涨 落 时 介 电 常量 的 变化 可 通过 v 按照 
be 这 = Ea(doivk + doxrvi) (122;4) 


表达 出 来 . 密度 和 温度 涨 落 对 ss 的 影响 可 以 忽略 . 
计 及 (122.4) 式 , 我 们 通过 指向 矢 涨 落 的 关联 遇 数 将 介 电 常量 涨 落 的 单 时 
关联 曙 数 表示 为 


(Beidegm)g = Ea {doidor Viv)g + doidom (Vevi)g + dordo (vivm)g + dordon, (Vivk) ga}. 

(122.5) 
函数 (wm)o 已 在 本 教程 第 五 卷 8141 中 求 得 . 因为 (122.3) 式 的 原因 , 这 个 张 
量 仅 在 垂直 于 do 的 平面 上 有 不 为 零 的 分 量 . 用 字母 ,6 标记 张 量 这 个 平面 
上 的 指标 , 我 们 有 


(pove)s = (su 2 ] 
0 7 


加 下 p 到 

aag4 十 0391 Qa194 十 039g1 

其 中 a1,az,a3 为 决定 癌 列 相 液 晶 上 自由 能 对 指 癌 矢 导 数 依 赖 关 系 的 三 个 正 模 
量 ; gl 和 9 分 别 为 g 在 do 方向 与 在 垂直 于 do 的 平面 上 的 投影 . 

如 果 认 为 介 电 常量 的 各 癌 异 性 相对 很 小 , 亦 即 |eo| 之 so , 则 可 将 对 各 疝 
同性 介质 求 得 的 公式 (119.9) le oad (此 时 当然 不 能 设 
q = 0! ). 我 们 将 不 在 此 写 出 通过 这 种 方式 得 到 的 繁复 的 角 分 布 和 偏振 依赖 性 
2 

我 们 所 研究 的 散射 的 独特 性 质 是 其 强度 在 小 角 散 射 时 按 规 律 


d / 
dh cx (122.7) 


(122.6) 
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增长 . 这 样 的 剧烈 增长 (如 同 在 临界 点 上 按 (121.7) 式 的 增长 一 样 ) 与 涨 落 关 联 
昌 数 随 距 离 增 大 而 缓慢 地 (以 寡 图 数 方式 ) 减 小 有 关 . 对 角度 的 积分 在 积分 下 
限 处 对 数 发 散 . 这 个 积分 应 在 对 应 于 物体 整体 衍射 的 g ~ 1/L 处 截断 (与 8121 
第 4 个 脚注 对 比 ), 因此 , 散射 总 强度 对 数 地 依赖 于 物体 尺度 元. 

最 后 我 们 指出 , 外 磁场 会 限制 关联 图 数 (vivx)q 在 小 gq 时 的 增长 (参见 本 
教程 第 五 卷 8141), 从 而 抑制 散射 , 使 液晶 变 得 透亮 . 
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非 晶 固体 中 的 瑞 利 散射 钮 与 液体 和 气体 中 的 散射 极为 不 同 . 大 家 知道 , 在 
各 回 同性 固体 中 有 不 止 一 个 , 而 是 两 个 声 传 播 速度 一 一 纵 回 速度 wu, 和 横向 速 
度 wz. 与 此 相关 , 瑞 利 谱 线 的 精细 结构 包含 的 不 是 一 个 , 而 是 两 个 曼 德 尔 施 塔 
姆 - 布 里 济 双 线 . 它们 分 别 与 横向 声波 和 纵向 声波 引起 的 散射 有 关 , 并 分 别 距 
离谱 线 的 中 心 

f= +ug 与 (= +wg. 


由 于 总 是 有 wi > ti, 故 |Q1| > | 人 |. 瑞 利 谱 线 的 中 心 分 量 再 次 与 那些 不 能 在 介 
质 中 传播 的 涨 落 的 散射 相 联 系 . 在 当前 情况 下 , 这 些 涨 落 中 起 主要 作用 的 是 结 
构 的 涨 落 . 在 原子 不 规则 排列 的 非 唱 固 体 中 , 这 些 涨 落 相 对 很 大 而 且 实际 上 不 
随时 间 变 化 (由 于 固体 中 扩散 过 程 的 特别 缓慢 ). 这 些 涨 落 引 起 的 散射 导致 宽 
度 实 际 上 等 于 零 的 强 谱 线 的 产生 . 根据 散射 的 偏振 和 和 角 分 布 , 这 种 散射 是 标量 
散射 和 对 称 散射 的 集合 . 

我 们 来 考察 非 晶 固体 中 瑞 利 谱 线 的 双 线 . 固体 中 任何 形变 (当前 情况 下 
是 涨 落 形变 ) 都 在 相当 大 的 距离 上 传播 . 所 以 , 甚至 在 物体 不 同 点 上 同时 发 生 
的 涨 落 也 在 长 (与 1/9q 相 比 ) 距离 上 关联 . 于 是 我 们 又 重新 处 于 即使 计算 光 散 
射 的 总 强度 (以 及 偏振 ) 时 也 不 能 在 涨 落 的 关联 函数 中 令 g =0 的 情况 . 

散射 光波 的 场 由 公式 


eikRo, ,2 


五 ' = 二 x (mx C@) (123.1) 
给 出 , 其 中 
ee 站 he (123.2) 
而 w' 为 散射 方向 的 单位 矢量 . 各 向 同性 物体 形变 引起 的 介 电 常量 的 改变 由 公 
式 
OEik = Q1Uik 十 Q2U Oik (123.3) 


Q 本 书 不 讨论 远 为 庞杂 得 多 的 固态 晶体 的 散射 理论 . 
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给 出 , 其 中 wix 为 应 变 张 量 ( 见 (102.1) ). 由 于 积分 (123.2) 中 从 5ej 中 分 离 出 
了 波 矢 为 g 的 傅 里 叶 空 间 分 量 , 故 在 (123.3) 式 中 应 将 wi 理解 为 具有 这 种 波 
矢 的 声波 内 的 形变 . 所 以 , 我们 可 将 形变 时 的 位 移 失 量 写 为 以 下 形式 : 





1qg.7m l 1qg:7 * 一 1g:7 
v= Re( We' 4 J 4 ( 1234) 
由 此 得 到 应 变 张 量 
1 OU; OUurx. 1qg:7 
w= Re {i (Uoigk + Uok Qi)e 民 
而 对 体积 的 积分 为 
a iV 
f wne 47dV = Et Wiqk 十 UOk Qi ). ( 123.5) 


我 们 先 来 研究 横 声 波 引 起 的 散射 . 因为 在 横 声 波 内 wlg 及 wi = 0, 故 
Beik = a1ik. 
使 用 (123.5) 式 , 我 们 因此 求 得 
i 7 {uo(q.€) + q(w.e)}. ( 123.6) 


0 矢量 尽 可 以 处 于 大 ,有 平面 内 或 者 垂直 于 
该 平面 . 再 考虑 到 |, 容易 看 出 , 在 第 一 种 情况 下 G 在 垂直 于 je 的 平面 
上 的 投影 等 于 零 . 因此 , 偏振 位 于 k&,k' 平面 内 的 横 声 波 一 般 不 散射 光 . 

如 果 位 移 矢 量 习 垂直 于 ,8' 平面 , 则 借助 于 ( 123.1) 和 (123.6) 式 的 简单 
计算 给 出 散射 波 场 的 以 下 表达 式 : 





ikR, WwW Eo aliV 人 
U0 COS 一 . e | 
4nxRoc? 4 了 


ikKRo W 2PE0 aliV 
4xRoc?* 4 

(与 在 其 他 各 处 一 样 , 3 为 k 与 k&' 之 间 的 夹 角 , 而 下 标 | 与 上 分 别 标记 矢量 在 
散射 平面 的 分 量 和 垂直 于 该 平面 的 分 量 ). 这 两 个 公式 中 的 比例 系数 含有 同一 
个 涨 落 量 wo. 这 表明 , 散射 时 没有 发 生 退 偏振 一 一 线 偏振 光 仍 然 是 线 偏振 的 
(虽然 是 在 为 外 的 平面 上 ). 

由 于 (123.7) 式 中 的 两 个 公式 的 系数 完全 相同 , 故 消光 系数 dh 不 依赖 于 
入 射 光 的 偏振 状态 , 并 等 于 


五 | 一 一 e 
(123.7) 


一 一 470 Pe 万 “ej 


局 =e 








gu2ai\” 
dS V|wo|l cos 5 do. L1233) 
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下 一 步 的 目标 是 确定 涨 落 位 移 wo 的 方 均值 . 

从 热力 学 涨 落 普遍 理论 的 观点 看 来 , 可 以 把 声波 (123.4) 当 作 两 种 ( 回 左 
与 向 右 传 播 的 波 ) 经 典 振子 的 集合 , 其 中 每 一 个 应 当 具 有 平均 动能 T/2. 由 于 
在 当前 情况 下 振动 频率 足 8 = wig, 故 平均 动能 ; 


1 ay 才 2 2 
3V (pu ) = AVP(utq) (luol’). 


令 这 个 表达 式 等 于 2.7/2, 我 们 得 到 
4T 


2 
(luol") = a (123.9) 
最 后 , 将 (123.9) 式 代 入 (123.8) 式 , 我 们 终于 得 到 
2 
QIw 7 > 人 
dd 二 7 COS 5d0. (123.10) 


我 们 注意 到 这 种 散射 的 独特 的 角度 依赖 性 , 它 与 我 们 在 液体 和 气体 中 所 得 到 
的 结果 完全 不 同 . 

现在 转 到 在 纵 声波 上 的 散射 . 在 这 些 波 中 wljg, 借助 (123.3) 和 (123.4) 式 ， 
我 们 求 得 


简单 的 计算 给 出 散射 波 场 : 


eikftow? iVuog 
——-Q2Foel, 


bE! = Mi 
4nx Roc? 2 


(123.11) 


or 
I 4xRoc? 2 


在 这 一 情况 下 , 散射 时 也 没有 退 偏 振 . 但 是 , 角 分 布 和 消光 系数 的 数值 依赖 于 
人 射 波 偏振 的 状态 和 方向 . 在 此 我 们 不 给 出 相应 的 十 分 繁杂 的 公式 ; 它们 的 计 
鼻 与 前 面 进行 的 类 似 , 而 且 (luo|*) 的 表达 式 的 差别 仅 在 于 在 (123.9) 式 中 将 wr 
换 成 w. 


ik Ro, ,2 iV 
0 号 加 (= 4 a2) cosD| Eoel. 
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晶体 内 X 射线 的 衍射 现象 在 物质 的 电动 力学 中 占据 着 特别 的 位 置 , 因为 
X 射线 的 波长 与 原子 间距 不 相 上 下 . 由 于 这 一 原因 , 通 稍 把 物质 看 成 连续 介质 
的 宏观 处 理 方法 在 这 里 根本 不 适用 . 因此 , 我 们 必须 从 研究 单个 带电 粒子 ( 电 
子 ) 上 的 散射 吕 出 发 . 

原子 内 电子 运动 频率 的 数量 级 为 wo ~ v/a, 其 中 多 为 电子 的 速度 ,而 a 为 
原子 的 尺度 .在 入 ~ a, 则 由 于 wv < 入 c, 这 些 频 率 小 于 XX 射线 的 频率 w ~ c/ 和 .由 
于 这 种 情况 , 可 以 将 电磁 波 场 内 电子 运动 方程 写 为 


mov’ =eE (124.1) 


的 形式 , 亦 即 可 以 把 电子 看 成 是 目 由 电子 (参见 878). 
从 方程 (124.1) 我 们 求 得 电子 在 电磁 波 场 作用 下 所 得 到 的 速度 为 : 
Po 
a 
我 们 用 n(7) 表示 晶体 内 的 电子 数 密度 , 这 个 量 已 对 电子 的 量子 态 和 品格 
内 原子 核 的 热 运 动 的 统计 分 布 作 了 平均 . 但 是 应 强调 指出 , 这 里 并 未 进行 宏观 
理论 中 通 稼 所 作 的 对 物理 无 穷 小 体积 元 的 平均 , 也 即 是 "(r) 是 品格 中 真正 的 
量子 力学 电子 密度 . 由 波 场 产生 的 相应 的 电流 密度 为 


:2 
j=env=——bE. (Tv) 
TY 


由 于 原子 核 的 质量 很 大 , 可 想 而 知 , 原子 核 上 的 散射 是 不 重要 的 . 
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把 这 个 电流 代入 到 麦克 斯 韦 微观 方程 : 


rotE— 这 再 (124. 3) 





4 Ane? 
fot ( E 2 ) E. (124. 4) 
C C C TTY 


从 而 我 们 计 及 了 它 对 场 的 反作用 , 亦 即 散射 效应 . 当然 这 时 假定 这 种 效应 很 小 ， 
亦 即 以 下 的 不 等 式 成 立 : 





4Te“<7 
过 1. (124. 5) 
通过 引进 与 通常 的 感应 强度 定义 相对 应 的 符号 D = eB, 其 中 
4Te27 
E 一 1 一 , (124. 6) 





可 以 将 (124. 4 式 化 为 通常 的 形式 : rot 了 H = - ( DD. 在 这 种 意义 上 , 介 电 党 
量 的 表达 式 (124. 6) (与 (78.1) 式 对 比 ) 在 波长 入 ~ a 时 也 可 以 应 用 . 当然 这 时 
应 当 记 住 , 这 里 出 现 的 瑟 和 万 的 意义 和 以 前 的 五 .万 不 相同 , 因为 它们 现在 
是 没有 对 物理 无 限 小 体积 进行 过 平均 的 场 . 相应 地 , s 现在 是 坐标 的 函数 . 

X 射线 在 重 原 子 上 散射 时 , 可 能 出 现 这 样 的 情况 : 外 壳 层 电子 满足 条 件 
w 六 wo, 内 索 层 电子 则 不 然 , 对 于 这 些 内 充 层 电子 w < wo, 因而 不 等 式 入 六 a 
成 立 . 在 这 种 情况 下 , 也 可 以 引进 介 电 常量 的 概念 (作为 九 和 五 间 的 比例 系 
数 ), 但 是 形 为 (124.6) 的 公式 这 时 只 能 给 出 外 壳 层 电子 的 贡献 ; 而 内 壳 层 电子 
的 贡献 在 原则 上 必须 由 对 这 些 电 子 壳 层 的 体积 求 平均 值 算 出 . 由 此 可 见 , 知 写 
出 DD= eB 的 普遍 形式 , 其 中 s 为 坐标 的 函数 , 则 我 们 就 自然 而 然 地 考虑 到 了 
各 种 可 能 情况 . 为 明确 起 见 , 我 们 下 面 处 处 使 用 (124. 6) 式 . 

在 (124. 2) 式 中 对 电子 的 密度 求 平均 值 , 结果 得 到 不 含 时间 的 n(7), 于 是 
我 们 就 排除 了 散射 时 频率 的 可 能 变化 . 换 句 话说 ,我 们 只 研究 频率 没有 改变 的 
严格 的 相干 散射 

从 方程 (124.3) 和 (124. 4) 内 消去 五 , 我 们 得 到 


2 
LU 

rotrotE = 二 
C 


在 上 式 中 代入 
4Te27 


E=D+ Eb 





mw? 
并 将 表达 式 rotrot EE 展开 , 同时 考虑 到 div = 0 (从 (124.43 得 出 ) 于 是 我 们 
得 到 


2 
全 (124. 7) 





2 
AD+—D = rotrot 
C mw 
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在 包含 有 小 量 4re2m/(mw2) 的 这 个 方程 的 右 端 , 应 当 把 五 理解 为 给 定 的 人 射 
波 场 . 我 们 来 求 出 方程 (124.7) 在 散射 晶体 之 外 离 唱 体 很 远 处 的 解 . 因为 这 个 
方程 和 方程 (117.3) 在 形式 上 相同 , 因而 我 们 可 以 按照 与 (117.4) 式 的 类 比 , 立 
即 写 出 所 求 的 解 为 吕 : 

p2 oikRo 


E= 亏 k’ x (k’ x Eo) | rearay (124.8) 








其 中 Ro 为 从 晶体 内 的 坐标 原点 至 场 观 察 点 的 距离 ; g = k' 一 k; k= k= w/e: 
Eo 为 人 射流 的 振幅 ; 在 等 式 左 闹 , 我 们 以 五 代 符 DD, 因为 在 晶体 外 的 真空 内 
万 = 五 . 

为 了 表征 X 射线 衍射 强度 的 特征 , 我 们 引进 有 效 截面 c, 其 定义 为 衍射 进 
入 立体 角 do' 内 的 辐射 强度 与 人 射 波 的 能 流 密 度 之 比 . 按照 (124.8) 式 , 我 们 有 


2 2 
dr = (二 sin2 0 | reerav 
mc 


其 中 0 为 Bo 与 k' 之 间 的 夹 角 . 硅 和 人 射 光线 为 “自然 光 ”( 不 是 偏振 光 ), 则 上 式 
中 的 因子 sin20 要 换 成 5 (1 十 cog? 四, 其 中 如 为 k 和 k' 之 间 的 夹 角 (参阅 8117 
的 最 届 一 个 脚注 ), 于 是 
志 
do = . 起) (1 十 cos 2) f merav 


2 \ moe? 


2 
do ， (124.9) 








do ， (124.10) 





以 下 为 明确 起 见 , 我 们 将 假定 处 处 是 这 种 情况 . 
我 们 看 到 , 在 给 定 方向 衍射 的 光线 的 强度 主要 由 积 4 


， me- grdT (1234.11) 


亦 即 电子 密度 的 传 里 叶 空间 分 量 的 模 平方 给 出 . 当 gq 一 0 时, 这 个 积分 直接 变 
成 对 晶体 体积 (也 即 是 对 其 品 胞 ) 平均 的 电子 密度 元 但 是 , 符 在 方程 (124.3) 
和 (124.4) 内 用 元 代替 n, 我 们 就 得 到 介 电 和 帝 量 ， 


4ne’n 





2 mw2 
的 通常 的 宏观 麦克 斯 韦 方 程 . 按照 这 些 方程 , 当 X 射线 通过 晶体 时 , 它们 按 通 
常规 律 发 生 折 射 (折射 率 为 Ve). 因此 , 小 角度 衍射 化 为 了 我 们 在 这 里 不 感 兴 
趣 的 通 第 的 折射 . 下 面 我 们 假设 g 与 骞 有 显著 的 区 别 . 

@ 在 $117 内 求解 (117.3) 式 时 , 不 允许 考虑 物体 外 的 场 , 因为 这 要 求 计 及 物体 表面 
的 边界 条 件 (由 于 (117.3) 式 左 端 所 包含 的 量 e' 在 物体 内 和 物体 外 不 相等 ). 但 (124.7) 
式 左 端 在 全 部 空间 内 都 不 改变 形式 . 
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与 品格 中 点 的 所 有 其 他 函数 一 样 , 电子 密度 可 以 展开 成 形 为 


人 (124.12) 
古 


的 傅 里 叶 级 数 , 式 中 求 和 对 倒 格 子 的 全 部 周期 b 进行 (参见 本 教程 第 五 卷 
8133). 将 (124.12) 代入 (124.11) 式 并 对 品 体 的 体积 进行 积分 时 , 只 在 g 接近 5b 
的 某 一 个 值 的 情况 下 , 我 们 才 得 到 显著 不 为 零 的 结果 .在 这 些 值 之 间 的 其 他 值 
处 , 强度 实际 上 等 于 零 . 因此 我 们 可 以 分 别 研究 每 一 个 衍射 极 大 值 , 这 时 假定 
n 二 noe", 其 中 b 取 给 定 秆 .将 这 个 表达 式 代 入 (124.10) 式 内 , 我 们 得 到 





pp 2 ee 2 
do = = ( 态 ) (1 十 cos2 9)|nol? fe ray| do’, (124.13) 


TNC 
最 强 的 极 大 值 发 生 在 精确 地 满足 以 下 等 式 的 方 同上 : 
k'—k=b (124.14) 


这 个 方程 称 为 劳 厄 方程 ; 这 些 极 大 值 称 为 主 极 大 . 但 是 当 5b 为 给 定时 , 主 极 大 
并 非 在 和 人 射 光 线 取 任意 方向 (及 频率 ) 时 出 现 . 把 (124.14) 式 写 为 k= 十 b 
的 形式 , 并 平方 之 , 再 考虑 到 此 ==, 我 们 得 到 


9b = (124.15) 


这 个 方程 决定 5 为 给 定 值 时 出 现 主 极 大 的 那些 波 矢量 秆 . 从 几何 意义 上 说 
(124.15) 式 是 上 空间 内 垂直 于 矢量 b 并 距离 坐 标 原 点 为 5/2 的 平面 的 方程 . 特 
别 是 我 们 看 到 , 必定 有 及 > 5/2. 

因为 |k' 一 | 二 2ksin5, 于 是 从 (124.14) 式 得 出 


2 
2k sin 一 b, (124.16) 


由 它 可 以 求 出 主 极 大 所 对 应 的 衍射 角 , 这 个 方程 称 为 布拉格 -- 伍 尔 夫 方程 . 

大 家 知道 , 倒 格 子 的 每 一 个 矢量 b 决定 由 方程 + ,b= 2rm 表示 的 一 族 唱 
体 平 面 , 其 中 贡 数 m 取 整 数值 . 这 些 平 面 垂 下 于 矢量 b. 与 条 件 (124.14) 对 应 
的 矢量 kk 和 天 的 方向 与 这 些 平 面 构成 相等 的 “人 射 角 ” 和 “反射 角 ”( 图 64). 
为 此 , 主 极 大 上 的 衍射 有 时 称 为 从 相应 品 面 上 的 “反射 ” 

将 (124.13) 式 对 k' 方向 周围 的 立体 角 进 行 积分 , 我 们 就 可 得 到 某 一 极 大 
值 周围 的 衍射 “ 斑 ” 的 总 强度 . 我 们 现在 来 求 主 极 大 周围 的 总 强度 

我 们 用 有 标记 精 硝 席 足 萎 掺 条件 的 大 的 值 (k 为 给 定 值 ) : jb = 十 bb. 
我 们 再 引进 x = k' 一 上 ,在 极 大 周围 的 区 域内 x 很 小 , 又 因为 k” 和 jb 只 是 
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图 64 


方向 不 同 , 因而 xLki. 所 以 立体 角 元 可 以 写 为 


1 1 
do = —- dxzrdx, = ra dr dry, (124.17) 


Kk’2 
f erav 


其 中 取 > 轴 在 及 方向 . 于 是 , 我 们 有 
人 | (1 + cos? onol {| dxrdx 
252 \ me? 
在 上 式 的 体积 分 中 , 可 以 对 dz 进行 积分 , 因为 e i*” 与 该 坐标 无 关 : 
/ ei*7qV = , De mep 


式 中 df = dzxdy, 而 Z = 2Z(z,y) 为 物体 在 ks 方 回 的 长 度 . 最 后 , 我 们 利用 传 里 
叶 积 分 理论 中 的 熟知 公式 : 


dxrdx 
2 TI V 
| 99532| (27)? 


We / p(T,Yy)e “rdzdy 
为 二 维 傅 里 时 展开 式 的 分 量 . 结果 我 们 得 到 以 下 的 最 终 公 式 : 


272 / e2 \ 
0 一 | (1 + cos? Onof? f 22af 


2 











党 | widzay, (124.18) 


其 中 


moc? 
多 2 \ 2 
一 二 ( 态 ) sin” 5 . (1 + cos’ nol? { 224f (124.19) 
这 一 积分 的 数量 级 为 到 ,元 是 物体 的 线 度 . 由 此 可 见 , 总 的 有 效 衍 射 截 面 (或 
者 衍射 斑 总 强度 ) 与 V43 成 正比 ,TY 为 物体 的 体积 . 我 们 注意 到 , 极 大 值 处 的 
强度 与 体积 的 不 同 徊 次 成 正比 : 当 k' 一 k =b 时，(124.13) 式 中 的 体积 分 就 是 
VV; 于 对 -do 与 VV? 成 正比 : 


mec2 


do Ns 2 2172 
| (1 + cos’ 9)|no|’V.. (124.20) 
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和 总 强度 与 体积 的 关系 相 比 与 极 大 值 处 强度 成 正比 的 体积 V 的 寡 次 更 高 这 
一 事实 , 直观 地 显示 出 了 极 大 值 的 锐 度 . 极 大 值 峰 的 “宽度 ”显然 与 V43/V? = 
V2 
只 有 在 所 有 的 衍射 效应 很 小 时 , 上 述 理 论 才能 应 用 . 如 我 们 现在 见 到 的 ， 
一 要 求 对 晶体 的 尺度 施加 了 一 定 条 件 ， II 
?), 由 此 得 出 


Llne 2 (124.21) 
如 果 上 述 条 件 得 不 到 满足 , 则 推导 (124.8) 时 所 用 的 微 扰 论 近似 不 再 适用 @. 
习 谍 


1. 试 确定 在 边 长 分 别 为 Ls,L,,Ls 的 长 方 体 晶体 上 发 生 衍射 时 主 极 大 周 
围 衍射 斑 内 的 强度 分 布 . 

解 : 与 在 正文 一 中 样 , 我们 引入 矢量 x 二 k' 一 ke’, 选择 坐标 系 的 轴 与 长 方 
晶体 各 边 平行 , 坐标 原点 选 在 晶体 中 心 上 . 

积分 | crierdy 可 分 解 为 以 下 形式 的 三 个 积分 的 乘积 : 





2 下 L 
do =32(— (1 + cos 9)— no| sin? 二 2 一 2 sin2 LY sin2 二 一 2 dao/， 
IT0C2 2 2 2 


应 当 记 住 , 矢量 x 的 分 量 不 独立 , 而 是 由 条 件 x.kl 二 0 联系 起 来 的 . 
2. 所 求 与 上 题 相 同 , 但 衍射 发 生 在 半径 为 a 的 球形 晶体 上 . 
解 : 我 们 再 次 引进 x = 二 kk' 一 kl, 选择 坐标 系 的 Zz 轴 党 x 方向 , 坐标 原点 在 
球 心 上 ., 我 们 有 
f eav a pa RT = (ein Ka 一 na COS xa). 


因 此， 
e2 1 
do = 8 ( 坟 ) (1 十 cos nel 二 sa (sin xa 一 xa eos xa) do.. 
17.C 
@ 不 受 (124.21) 式 限制 的 散射 的 动力 学 理论 由 z. G. 平 斯 克 尔 在 下 书 中 给 出 : Z. G. 


Pinsker, Dynamical scattering of X-ray in crystals, Springer, Berlin, 1978. 本 节 所 讲述 的 理论 


称 为 运动 学 理论 . 
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3. 试 来 副 极 大 周围 衍射 斑 的 总 强度 

解 : 在 现在 情况 下 ,入射 波 的 波 夭 量 开 不 满足 条 件 (124.15), 如 在 正文 中 所 
指出 的 ，(124.15) 式 是 重 直 于 入 量 已 的 平面 的 方程 ; 我 们 用 7b 表 示 夭 量 玉 的 端 
点 偏离 这 平面 的 小 位 移 , 此 处 安 1. 换 和 句 话 说 ,我们 将 到 表 示 为 到 =Ko 十 T11， 
式 中 ko 满足 (124.15) 式 (图 65). 


图 65 


入射 斑 内 的 强度 的 极 大 值 对 应 于 这 样 的 k' 方向, 即 此 时 k' 一 (hk 十 b) 取 极 
小 值 (因而 (124.13) 内 的 积分 为 极 大 值 ). 但 是 两 个 矢量 (其 中 一 个 的 方向 任意 ) 
之 差 的 绝对 值 在 这 两 个 矢量 的 方向 重合 时 最 小 . 因此 我 们 有 (考虑 到 及 = 万) 


k2 — (k++b)” 
k'—k—bun=k-|k+i+b|=———————. 
| hk 二 |k+b| 


因为 kk 接近 ko, 又 因为 我 们 研究 靠近 极 大 值 的 区 域 , 于 是 jl 兰 太 十 b 而 且 上 
式 中 的 分 母 可 用 2k 来 代替 . 将 分 子 中 的 括号 展开 , 我 们 得 到 


-bbb = (0D=0 | 00 = = 100 


因此 ， 
nb” 
| | E 


其 次 , 按照 


ry2 
有 = (k++b) (1- 鉴 )+* 


引入 x, 并 选择 z 轴 在 尼 十 b 方 向, 于 是 问题 变 成 计算 积分 ( 试 与 (124.19) 的 推 


导 比 较 ) : 
bp2 
/ep (i = | qa 


/ dxr dx 


2 


df 


dn 
nb2 /2k 
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最 后 , 我 们 利用 公式 (124.18) 得 到 
2mr2 / e2 \ ， /sin (mb?2/2k) 
当 一 0 时 , 这 个 公式 变 成 (124.19) 式 . 若 nb22Z/2k 六 1 (这 与 条 件 n 才 1 
不 矛盾 ), 则 正弦 函数 的 平方 可 用 它 的 平均 值 1/2 来 代替 并 得 到 


2 2 

e 1 二 cos 9 

CI 二 4n” ( 态 ) -一 一 -一 |25|” 5， 
C 71 


其 中 3 为 物体 在 x,y 平面 上 投影 (暗影 ) 的 面积 . 


8125 积分 强度 


前 一 节 导 出 的 公式 给 出 了 严格 的 单 色 平面 波 入 射 到 晶体 上 的 衍射 强度 . 
我 们 现在 来 研究 不 满足 这 些 条 件 时 的 一 些 情况 

首先 , 我 们 研究 人 射 波 为 平面 波 但 非 单 色 波 的 情况 @. 换 句 话说 , 它 的 谱 
分 解 中 包含 了 波 矢量 的 方向 相同 但 数值 上 = wy/e 不 同 的 波 . 我 们 用 p(k) 标 
记 入 射 辐射 强度 按 频率 分 布 的 密度 , 并 且 用 条 件 | es 

衍射 斑 的 总 强度 由 (124.13) 式 对 do 和 对 p(k)dk 积分 所 得 的 截面 给 出 : 

r=5 2 沽 让 由 | | | ea 0 od oe 


MC 


我 们 暂且 引进 符号 K = k' 一 kk 一 b, 并 将 上 式 中 的 模 平 方 写成 二 重 积分 形 


, 

fr farm 
引进 变量 (1/2)(7i1 十 72) 和 7 =a 一 rl 替代 ri 和 ro, 并 对 第 一 个 变量 在 物体 
体积 内 进行 积分 , 我 们 得 到 


2 
=V / i hr 





f exwav 


在 剩 下 的 积分 内 , 现在 可 以 对 全 部 空间 进行 积分 名, 结果 为 


2 
| 


= (27)°V6(K). C125:2) 
Q 这 种 情况 对 应 于 晶体 X 射线 分 析 中 熟知 的 劳 厄 法 . 
@ 因为 我 们 这 里 的 目的 仅 是 计算 衍射 斑 的 总 强度 而 不 是 它 的 宽度 , 故 可 以 这 样 作 . 
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将 此 结果 代入 (125.1) 式 , 可 以 把 该 式 改写 为 
9 2 
o 一 4r3 起) Ino|*V (1 十 cos2 90) A S(k’ — k—b)p(k)do'dk; (125.3) 


由 于 被 积 函数 内 存在 8 函数 , 我 们 已 将 因子 1 + cos? 用 它 在 六 = 如 时 的 秆 
代 换 后 移 到 积分 号 外 , 其 中 5 为 满足 劳 厄 条 件 的 矢量 天 和 心 (我 们 将 其 标记 
为 ko 和 刀 二 ko 十 b) 间 的 夹 角 

我 们 注意 到 , 对 do' 的 积分 可 以 方便 地 进行 , 它 等 价 于 在 被 积 函数 表达 式 
内 引入 附加 因子 (#) 8(k2 让 ) 的 条 件 下 对 


d3k’ = k2dk'do’ = sk'd(k?)do 
积分 . 由 此 可 见 ，(125.3) 式 中 的 积分 可 以 用 下 面 的 积分 代替 : 
| 8(k kbd(k? — Ek2)p(k)d3k'dk. 


利用 第 一 个 6 函数 对 d3k' 进行 积分 时 , 我 们 必须 在 第 二 个 6 函数 内 用 (k 十 5b)? 
代替 k?, 结果 得 到 


2 2 1 
o = (2n) ( 态 ) Ino|l*V (1 + cos 90) y 0(2b ‘k+ 0b)p(k)dk. (125.4) 
最 后 , 我 们 对 dk 进行 积分 (方向 n = k/%k 给 定 ). 当 %= ko 时 , 6 函数 的 宗 
量变 为 零 , 于 是 积分 等 于 


plko) 1 plko) p(ko) 
2K0 lb-n 2lb:kol | b= 





有 志 
0 一 (27)? ( 态 ) Inol*V (1 二 cos?” 00) et i (125:5) 





我 们 现在 来 研究 另 一 种 情况 , 即 人 射 波 为 单 色 波 , 但 包含 有 由 绕 某 一 轴 相 
互 转动 而 得 到 的 不 同 尺 方向 的 分 量 吕 . 用 ! 表示 沿 转 动 轴 方 向 的 单位 矢量 , 而 
绕 它 的 转动 角 用 少 表示 . 设 函 数 p(w) 给 出 人 射 辐射 强度 的 角 分 布 , 并 按照 条 
件 
27 
1 | 


@ 这 种 情况 相当 于 X 射线 结构 分 析 中 熟知 的 布拉格 法 (或 旋转 法 ), 而 且 实 际 上 所 
指 的 并 不 是 方向 的 转动 , 而 是 指 品 体 本 身 绕 141 轴 的 转动 . 
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归 一 化 . 
推导 (125.4) 式 时 所 进行 的 全 部 计算 也 完全 适用 于 这 种 情况 , 唯一 的 差别 
是 对 p(k)dk 的 积分 必须 用 对 p(w)dvy 的 积分 来 代替 : 


= (20 (3) n+ eos?00) / KC2b- + polaw, (125.0) 


我 们 仍然 用 ko 表示 6 函数 的 宗 量 变 为 零 时 的 上 值 , 并 从 1, ko 平面 起 始 计算 
yw. 对 于 小 我 们 有 
k=ko+t+(ll xX ko) 


此 时 (125.6) 式 中 的 积分 变 为 





1 (0) p(0) 
| a (x ko)wlpo(W) dy = aHp x 一 了 TO 
_ 2p(0) sin” (30/2) 
b2lb- (1 x no)| 
内 此 ， 
全 二 和 (起) sin? 0 . (1 十 cos2 Vo)|no| VE (125.7) 


后 , 我 们 研究 单 色 平面 波 从 取向 无 序 的 微 晶 组 成 的 物体 的 衍射 号 ， 
| kl 和 bo 表示 矢量 k' 和 b, 其 取 疝 使 劳 尼 条 件 R64 = 大 十 po 得 以 满 
足 . kl 和 bo 的 方向 不 是 单 值 确定 的 , 因为 当 三 角形 kbokl 绕 尼 方向 转动 时 ， 
劳 厄 条 件 当 然 仍然 是 满足 的 . 因此 , 与 主 极 大 相对 应 的 k' 的 方向 占 满 了 一 个 
项 角 为 290 的 锥 面 . 于 是 , 我 们 现在 得 到 一 个 衍射 “ 环 ”, 而 不 是 衍射 “ 斑 ”. 
所 求 总 有 效 截面 由 与 (125.4) 式 相 似 的 公式 给 出 , 这 个 公式 与 (125.4) 式 
的 差别 是 式 中 对 p(k)dk 的 积分 必须 用 对 b 的 所 有 方向 的 平均 来 代替 : 


本 
一 CV (Es ;) nel (1 + cos? 90) ) /和 -6(2b. k++ 62) (125.8) 
Tt 


其 中 do6 为 在 5b 方向 的 立体 角 元 . 用 a 表示 有 和 bb 之 间 的 夹 角 , 我 们 可 以 将 
(125.8) 式 中 的 积分 写 为 
2ndcosa 1 ] .Vo 





1 
(2bk cosa + b°) 


xt RY BB 2 
因此 ， 
es oV Vo 
= (2m) ”| 一 一 一 0) sin” —; 125: 
(27) 攻 ) Inol* pa(l 十 cos 0) sin (125.9) 


@ 这 种 情况 对 应 于 X 射线 结构 分 析 的 粉末 法 ( 德 拜 - 谢 勒 法 ) 
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在 上 述 三 种 情况 中 , 每 一 种 情况 对 应 于 一 种 对 衍射 图 样 求 平均 的 特定 方 
法 . 我 们 注意 到 , 此 时 总 平均 衍射 强度 与 物体 体积 的 关系 , 正如 所 预料 的 , 归结 
为 简单 的 正比 关系 . 我 们 提醒 大 家 , 在 未 作 平 均 的 衍射 图 样 内 , 衍射 强度 以 及 
它 在 衍射 斑 上 的 分 布 对 物体 体积 的 依赖 性 更 突出 ， 


8126 X 射线 的 热 漫 散射 


在 前 两 节 内 , 我 们 曾 把 mw(z,y, >) 理解 为 晶体 中 对 时 间 平 均 的 电子 密度 ， 
此 从 其 中 排除 了 由 不 同 原 因 所 引起 的 密度 涨 落 以 及 相应 的 X 射线 散射 的 非 
相干 部 分 . 非 相 干 散射 来 源 之 一 是 密度 的 热 涨 落 . 这 种 散射 “弥漫 ”地 分 布 于 
所 有 方向 , 但 其 标志 性 的 特征 是 在 前 节 所 研究 的 “结构 ”散射 的 锐 线 方向 附近 
有 和 较 大 强度 . 我 们 现在 就 研究 热 散 射 的 这 些 极 大 值 (W. H. 扎 哈 里 亚 森 , 1940). 

品格 的 热 振动 可 以 表示 为 许多 单个 声波 的 组 合 .后 面 将 会 看 到 , 我们 感 兴 
趣 的 热 散 射 的 极 大 值 是 由 波长 大 于 品格 常数 的 波 所 产生 的 . 由 这 种 波 所 引起 
的 空间 每 一 点 的 电子 密度 的 改变 , 可 以 看 作 是 晶 格 简单 地 移动 了 等 于 波 中 位 
移 矢 量 习 的 局 部 值 的 结果 . 因此 , 当 给 定 声波 通过 时 , 密度 的 改变 (未 对 时 间 
平均 0) 可 以 利用 关系 式 





用 平均 密度 表示 . 研究 确定 的 线 附 近 的 漫 散射 时 , 我 们 必须 用 npe27 代替 m， 
其 中 心 给 定 , 于 是 
6n = —i(b .wu)npe™”. (126.1) 


密度 涨 落 所 引起 的 散射 与 平均 密度 所 引起 的 散射 当然 是 非 相 干 的 , 因此 
它们 不 发 生 干 涉 . 所 以 , 漫 散射 的 有 效 截面 可 以 从 (124.10) 式 求 出 , 只 要 在 其 
中 用 sn 代替 n, 然后 对 涨 落 进 行 统 计 平 均 : 


2 \2 
do = - ( 坊 ) Inol|*(1 + cos? 9) (| fe ‘be "dV 





2 
| do ， (126.2) 


其 中 引进 了 符号 KK = k' 一 k 一 b. 在 秋 量 K 很 小 (K <<，) 的 那些 方向 上 , 散射 
强度 非常 大 . 

积分 / we-iKrqdV 给 出 了 波 矢 为 天 的 w 的 依 里 叶 空 间 分 量 ; 所 以 我 们 
可 以 把 简单 地 理解 为 在 波 撩 为 KK 的 声波 内 的 位 移 矢 量 . 因而 不 等 式 K 之 4 
表明 , 散射 声波 的 波长 大 于 晶 胞 的 线 度 . 
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如 此 一 来 , 我 们 写 出 


ww 一 > (wo a (126.3) 
以 使 得 
fe :We "dV = Sl - U0 
以 及 有 效 截面 为 
1/e2\ 
dre ( 态 ) Ine|* (1 + cos? 9)bibr (uoiutp Vdo.. (126.4) 


对 wo 分 量 乘 积 的 平均 的 做 法 , 和 在 8123 中 对 各 向 同性 物体 内 的 声波 求 平均 
类 似 . 形变 部 体 单位 体积 的 弹性 能 ， 

1 

= A UU 


2 


其 中 wi 为 应 变 张 量 , 而 和 pim 为 弹性 模 量 张 量 (参见 本 教程 第 七 卷 810). 
此 , 整个 品 体 的 平均 弹性 能 等 于 


1 
DV Nkim 人 


我 们 将 





1 1 . ; iK. 
We 5 Cs 十 2 ) 一 5 Ref{ (iK uoi 证 iKiuor)e ®t "| 


代入 上 式 . 含有 因子 e+2K" 的 项 平均 时 变 为 零 . 考虑 到 张 量 和 rm 的 对 称 性 
(对 下 角 标 ik 或 l,m 的 交换 的 对 称 性 以 及 对 角 标 对 认 与 im 的 交换 的 对 称 
性 ), 我 们 得 到 


V 米 
A Neim KrKm (woiu01) 一 可 9 (UOiUOk); 


其 中 引进 了 符号 : 


gik = NikgmE1Km. (126.5) 
按照 热力 学 涨 落 的 普遍 理论 , 现在 可 以 马上 写 出 所 求 的 平均 值 定 为 
47 
(LoiuOk) = 二 (126.6) 


@ 参见 本 教程 第 五 卷 8111. 若 涨 落 量 zi,za,…… 的 概率 分 布 形式 为 


exp {3X : 
则 (zizk) = Al, 公式 (126.6) 中 出 现 的 多 余 因 子 2 是 因为 每 一 复数 wo; 是 两 个 独立 量 
的 集合 . 
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式 中 9 站 为 gx 的 着 张 量 , 而 散射 截面 最 终 为 


2 
do = ( 坊 ) TVInel(L 十 cos? 0)Dbibrgin . do.. (126.7) 

因此 , 如 所 预料 , 漫 散射 强度 与 晶体 体积 成 正比 . 这 种 散射 的 特征 是 它 的 
强度 在 衍射 斑 面 积 上 的 分 布 方式 . 因子 (1 + cos29) 对 衍射 王 实 际 上 几乎 为 常 
数 , 除 此 而 外 , 我 们 看 到 散射 强度 分 布 由 表达 式 giiibibi 给 出 . 这 个 表达 式 是 
一 乘 以 矢量 K 相对 于 曲轴 方向 的 一 个 相当 复杂 的 函数 . 当 在 主 极 大 附近 
散射 时 , 漫 散 射 强度 在 K =0 点 处 也 是 极 大 ( (126.7) 式 本 身 当 K = 0 时 趋 于 
无 穷 大 , 这 时 当然 变 得 不 再 适用 ). 如 果 条 件 (124.15) 20 .有 = 一 避 不 满足 , 则 等 
式 K = 0 不 可 能 存在 , 于 是 漫 散射 强度 的 极 大 值 位 于 某 一 不 为 零 的 K 上 ,一 
般 说 来 , 它 不 与 结构 散射 取 极 大 的 位 置 不 重合 . 在 两 种 情况 下 , 漫 散射 所 形成 
的 本 底 强 度 基 本 上 都 以 1/K? 的 方式 减 小 , 也 即 是 比 受 加 在 它 上 面 的 结构 散 
射 锐 线 强 度 的 减 小 慢 得 多 . 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 讨论 一 下 X 射线 在 液体 内 散射 的 问题 . 因为 液体 平 
均 而 言 是 均匀 的 , 在 这 种 情况 下 当然 不 存在 相干 散射 . 为 了 计算 非 相 干 散射 ， 
必须 在 (124.10) 式 中 重新 用 8n 代替 mw 并 对 涨 落 求 平均 , 结果 我 们 得 到 


1 e2 


2 
dg = (起) (1 +cosd) < |8Sno| > do,, (126.8) 
ee / SneiaTdV. 方 均 值 (nu|2) 用 电子 密度 涨 落 关 联 函 数 的 傅 里 时 


分 量 表示 . 计 及 液体 的 均匀 性 , 我 们 有 
(|sno| 和 = 下 4 (3ntont2)yeigrdV， 7 = Ta 一 ml 


(对 照 本 教程 第 五 卷 (116.13) 式 的 推导 ). 

X 射线 在 二 维 品 体 膜 上 的 散射 具有 有 趣 的 特征 . 如 在 本 教程 第 五 卷 8138 
中 所 证 明 的 , 热 涨 落 会 “ 抹 平 ” 这 些 系统 内 的 晶体 排列 , 因此 不 存在 相干 散射 . 
与 此 相应 , 涨 落 关 联 函 数 在 这 些 系 统 内 随 距 离 按 缓慢 的 寡 次 律 减 小 . 由 此 导 
致 ,在 下 = 0 时 “未 抹 平 ”结构 中 弹性 散射 有 极 大 的 那些 方向 上 漫 散射 出 现 清 
晰 的 极 大 ( 见 本 节 的 习题 ). 在 近 品 相 层 状 液 晶 内 的 散射 也 有 类 似 特征 , 它 的 结 
构 也 被 热 涨 落 抹 平 (参阅 本 教程 第 五 卷 8139). 


习 匮 
试 确定 出 二 维 晶体 膜 在 g 心 b 时 的 散射 角 分 布 (b 为 了 = 二 0 时 的 倒 格 矢 ). 
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解 : 二 维系 统 的 电子 密度 涨 落 关联 函数 (6n(T71)5n(r2)), 可 以 像 在 本 教程 

第 五 卷 8138 中 求 密度 涨 落 关 联 函 数 一 样 来 出 . 引起 g 守 6 的 散射 的 项 的 形式 
名 

ol cos(b.:7), (1) 


其 中 np 为 荆 = 0 时 电子 密度 的 传 里 叶 分 量 , a 为 依赖 于 晶体 弹性 模 量 的 指 
数 ( 见 本 教程 第 五 卷 (138.7) 式 ), 计算 函数 (1) 的 侍 里 叶 分 量 , 得 到 涨 落 的 方 均 
值 为 ， 
人 (2) 
IAA 


其 中 站 为 x 二 gq 一 bb 在 膜 平面 上 的 投影 . 公式 (2) 解决 了 所 提问 题 . 
8127 衍射 截面 与 温度 的 关系 


我 们 现在 来 阐明 X 射线 相干 散射 截面 对 温度 的 依赖 关系 . 这 个 问题 归结 
为 求 出 品 体内 平均 微观 电子 密度 与 温度 的 关系 , 电子 密度 进行 平均 时 计 及 了 
原子 的 热 运动 . 

我 们 假设 原子 足够 重 , 以 致 其 中 绝 大 多 数 电子 都 局 域 在 不 重 琶 的 壳 层 内 ， 
这 些 壳 层 在 品格 振动 时 只 有 轻微 形变 .我 们 还 假设 唱 格 只 由 一 种 原子 组 成 , 每 
个 单 胞 内 只 有 一 个 原子 ; 我 们 要 强调 指出 , 最 后 一 个 假设 只 是 为 了 简化 公式 的 
写法 , 并 没有 原则 性 意义 . 

此 时 可 将 精确 的 (未 作 平 均 的 ) 微观 电子 密度 表示 为 以 下 形式 : 


n(r)= > Frorn)= > Fr -rn — un) (Wr 


其 中 F(7) 为 单个 原子 内 的 电子 密度 (原子 形状 因子 ), 求 和 对 唱 格 内 所 有 原子 
进行 , 其 中 rn 为 原子 核 的 径 矢 , 用 矢量 (具有 整数 分 量 ) 的 下 标 n 编号 . 在 把 
原子 核 的 平衡 位 置 的 径 矢 ( 亦 即 晶 格 的 格 点 ) 标记 为 rr、 而 用 wn 表示 原子 
偏离 这 些 平衡 位 置 的 位 移 矢 量 后 , 我们 有 rn = rno 十 wn, 如 在 公式 (127.1) 中 
最 后 一 个 等 式 中 所 用 的 那样 . 

把 电子 密度 (127.1) 展开 为 在 品格 体积 V 内 的 信里 叶 级 数 (124.12), 将 展 
开 系 数 的 形式 表示 为 


1 
0 > | —i(rno+wun):b 
Nb 一 V = 8 Fo, 


考 


F, = / F(r)e-ibvrdV (Wr 
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为 原子 形状 因子 的 傅 里 叶 分 量 . 所 有 的 乘积 rno.b 均等 于 2r 的 整数 倍 . 因此 
所 有 的 因子 exp(-irn : 世 =1 故 而 
2 


一 iD 
Ri 127.3 
- (127.3) 


Nib 一 


十 


把 这 个 表达 式 对 原子 运动 求 平均 . 显然 , 求 和 号 内 各 项 的 平均 值 与 编号 
n 无 关 . 因此 


(np) = (eb), (127.4) 


式 中 v 为 原子 的 位 移 矢 量 (不 区 分 是 哪 一 个 原子 ), 而 v = V/N 为 单 胞 体积 (N 
为 体积 V 内 的 单 胞 数 ).， (127.4) 式 中 的 平均 应 理解 为 完全 的 统计 平均 , 也 即 
是 对 定 态 波光 数 平均 后 再 对 吉 布 斯 分 布 的 平均 . 

为 进行 这 种 平均 , 应 把 wv 视 为 量子 力学 算 符 


人 h Re 和 ik. A * 一 ji 尺 ,7 
证 三 2 (sr ) {ekaekae "mm 十 6 ekoe ww DA 


(参见 本 教程 第 五 卷 872). 求 和 对 体积 V 内 声 子 波 和 撩 k& 的 所 有 值 及 其 用 指标 
a = 1,2,3 标记 的 独立 声 子 偏振 进行 ; wa(k) 为 声 子 频率 , eka 为 声 子 的 偏振 矢 
量 ; M 为 原子 质量 . 算 符 Gk。 和 6， 分别 为 光子 在 ka 态 的 漂 灭 算 符 和 产生 算 
符 . 

对 于 形 为 (127.5) 式 的 算 符 , 威 克 定理 成 立 , 按照 该 定理 , 任何 偶数 个 算 符 
乘积 的 平均 值 等 于 成 对 算 符 平均 和 值 的 各 种 可 能 乘积 之 和 (奇数 个 算 符 乘积 的 
平均 值 等 于 0)@. 对 于 所 有 满足 这 一 定理 的 算 符 L 都 适用 的 等 式 


a (2 (127.6) 


将 会 很 重要 ; 只 要 把 expj 展开 为 级 数 并 对 展开 式 中 每 一 项 求 平均 , 即 可 很 容 
易 地 证 明 它 的 正确 性 9. 
把 (127.6) 式 用 于 (127.4) 式 , 我 们 得 到 


0) = exp { -B00 }. 


@ 这 个 定理 在 相应 于 它 在 统计 物理 学 中 应 用 的 “宏观 极限 ” (N 一 o0) 下 的 证 明 , 参 
见 本 教程 第 九 卷 813. 

@ 因子 £ 的 偶数 2n 个 乘积 可 用 (2n 一 1)(2n 一 3).…1 种 方式 分 解 配对 (从 2n 个 因 
子 中 选择 一 个 , 可 以 使 它 与 其 余 2n -1 个 因子 的 任何 一 个 配对 ; 每 次 从 余下 的 2n 一 2 个 
算 和 从 中 的 一 个 ,可 以 用 2n - 3 种 方式 使 它 配对 等 等 ). 因此 


(Dens |= (A 


8127 衍射 截面 与 温度 的 关系 . 553 . 
衍射 截面 与 这 个 量 的 平方 成 正比 , 因而 它 与 温度 的 关系 由 单独 的 因子 
D = exp{—((b-. wu)’)} (T2777) 


给 出 , 称 为 德 拜 - 沃 勒 因子 (P. 德 拜 , 1912; I. 沃 勒 , 1925). 
剩 下 来 的 是 计算 方 均值 (5b. 4)*). 从 算 符 Gka, 镀 。 的 所 有 成 对 乘积 中 , 不 
为 零 的 平均 值 只 有 


人 (CABG es Vee, 
TI 因此 


TO i 站 exe bl* (CC 十 而) 


一 = 2 Hh) 1 ya egal” (we 本 2 ) . 
此 时 Ne 由 玻 色 分 布 


(127.8) 





hva (k) : ee 
ST 
给 出 . 将 (127.8) 代入 (127.7) 时 , 含有 零点 振动 的 项 给 出 一 个 与 温度 无 关 的 因 
子 , 应 当 将 它 略 去 (或 者 更 精确 地 说 , 将 其 包含 在 乌 的 定义 中 ). 最 后 , 从 对 大 
求 和 转换 到 对 Vd3k/(2x)3 积分 , 我 们 最 终 得 到 


Do 人 eko| Ny 本 (127.9) 


当下 一 0 时 函数 Nka 变 为 零 , 相应 地 D 变 为 1; D 随 着 温度 增加 而 减 小 . 
我 们 注意 到 , 温度 的 影响 归结 为 散射 线 强 度 的 普遍 减 小 , 而 保持 其 形状 (包括 
宽度 ) 不 变 . 

原子 偏离 品格 格 点 的 平均 热 位 移 通 常 比 唱 格 常数 小 得 多 (即使 在 高 温 下 ). 
于 是 , 对 于 5 值 不 大 的 散射 线 , 中 的 指数 比 1 小 得 多 , 从 而 温度 效应 只 是 一 

个 小 修正 . 但 对 于 和 大 的 5b 值 相 对 应 的 散射 线 , 强度 的 减 小 变 得 很 显著 . 

当 温 度 远 高 于 德 拜 温度 时 , 方 均值 (w?) x T, 从 而 D 中 的 指数 与 工 成 
正比 . 在 低温 时 热 声 子 主要 属于 能 谱 的 声学 文 , 其 频率 w cc ; 在 这 种 情况 下 
(127.9) 式 对 w 的 积分 可 以 延伸 至 co, 于 是 D 中 的 指数 与 7T? 成 正比 . 

最 后 我 们 指出 , 在 低温 情况 下 只 有 长 波 声 子 重 要 时 ，(127.7) 一 (127.9) 式 
的 正确 性 并 不 取决 于 可 以 将 密度 n(7) 表示 为 (127.1) 式 中 对 原子 求 和 : 在 长 波 
振动 中 唱 格 的 大 部 分 区 域 以 它们 各 自 的 电子 密度 值 整体 地 移动 , 只 有 这 些 条 
件 对 上 述 公式 的 推导 才 是 重要 的 


人 Ka 一 em 
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> 证 
在 计 及 密度 的 量子 涨 落 的 条 件 下 , 试 确 定 结 构 散 射线 附近 的 漫 散 射 的 强 
度 . 
量 分 量 来 积 平均 值 的 经 典 公 式 (126.6), 仅 在 条 件 


解 : 位 移 和 拓 
(1) 


T'S hcK 
下 才 是 正确 的 , 其 中 c 为 晶体 内 声速 的 数量 级 . 如 果 上 述 条 件 不 满足 , 则 应 当 
把 振幅 wo 当 作 算 符 , 并 用 本 节 正 文中 的 公式 算出 平均 值 . 比较 (126.3) 式 与 
(127.5) 式 的 定义 , 归并 波 拓 为 KK 的 各 项 , 我 们 得 到 
2 广 i | 
"和 (Wry) exe (ro teen) 
像 在 推导 (127.8) 式 时 一 样 求 平均 值 , 我 们 得 到 


ld exol (Nea + 3)- (2) 


bibi. (Uoiuok) 0 | 
(2) 式 代 入 (126.4) 式 即 可 求 出 问题 的 解 . 
( ) 式 中 只 剩 下 零点 振动 的 项 . 对 于 很 小 的 FK 值 ， 截面 5 


当 “了 志 人 0 时 (2) 过 
) ~~1/K 成 正比 . 在 条 件 (1) 的 相反 极限 情况 下 , 可 以 近似 地 令 


l/wa(K 
Wee 
Koa 9 RA hwoa(K)’ 





于 是 (2) 式 右边 变 为 
yD Ib. ee 
现在 利用 本 教程 第 七 卷 弹性 理论 中 的 振动 传播 公式 (23.1), 对 平面 波 , 这 
个 公 趟 可 以 改写 为 以 下 形式 : 


1 
w(K)'® x Ki= 97 ewX Ky 
而 且 可 以 将 偏振 矢量 eu 当 作 实数 . 最 后 借用 对 于 三 个 相互 垂直 的 单位 矢量 
(3) 


适用 的 恒等式 
2 Boe = O07 


(2) 式 化 为 对 应 于 (126.6) 的 形式 . 


附 采 
曲线 坐标 系 


为 便于 参考 起 见 ,下面 我 们 列 出 了 在 一 般 及 某 些 特殊 情况 下 涉及 曲线 坐 
标 下 矢量 运算 的 硅 干 公式 . 
在 任意 正 交 曲线 坐标 系 wi,w2z,w3 内 , 长 度 元 平方 的 形式 为 
dl? = h?du? + h3dus + h3du3, 
其 中 hi 为 坐标 的 函数 , 在 这 些 坐 标 系 内 的 体积 元 为 
dV = hih2haduidu2odus. 
各 种 矢量 运算 可 借助 图 数 h; 用 以 下 公式 表示 . 对 标量 的 矢量 运算 为 


1 a /hzhs Of 
EN A Bhs af 尖 
(Ba 2 ( pe 3 ); 


其 中 求 和 由 循环 交换 下 角 标 1, 2, 3 进行 . 对 矢量 的 矢量 运算 为 








div A = hohs Ai), 


1 O 
2 | 
1 O O 
(rot 4ji 一 二 (hh) pe] 
(rot A 的 其 余 分 量 可 由 循环 交换 下 角 标 得 到 ). 
柱 面 坐标 7, P, z. 长 度 元 为 
di 一 dr 十 r2do2 十 dz2， h;,=1, 1 


矢量 运 自 为 


四 DFT TO .027 
As (和 ) 上 吉本 
10A, 04， 


div4= 一 = (fr4r) + 





te 
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556 . 
1684。 84。 84, 94， 
Se r Op Oz Re Oz Or 
1 0 104. 
(rot A), = = ( ee Do ) 
4 2 04 
到 = 
| A4， r2 r2 Ow ) 





在 矢量 A4 的 分 量 的 表达 式 内 , AA; 表示 算 符 A 作用 在 视 为 标量 的 4; 上 的 


结果 . 
球面 坐标 7, 0, yp. 长 度 元 为 


dl? = dr? + rd0? + 7? sin? 0dwyp?, 


hanes We J nd: 














矢量 运算 为 
div A = 与 记 (r24) 十 (4 sin 0) 十 ge 
cot4 = | sin 0) - 这 
ER 
(rot 4)o = - A) | ) 
(A4)) = A4， 与 人 十 2 (4 sin0) 十 op | 


(AA)o = AAs++ 与 襄 eB 2 


Tr2 








2 [64; 844 2 


AA), =AA4 一 一 一 一 t0 一 一 一 
oe + | Rh Op 2sing 
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保 角 映射 , 14 

人 泉 浦 , 340, 482 

毕 奥 - 防 伐 尔 定 律 , 142 

闭合 畴 , 196 

闭合 线 电 流 的 磁场 , (830 习题 1) 143 
各 问 异 性 介质 内 ~, (830 习题 5) 146 
同形 ~, (830 习题 2) 144 

标 度 不 变性 , 206, 216 

标量 散射 , 514 

表面 阻抗 , 252, 371 

表面 阻抗 张 量 , 412 


~ 与 介 电 张 量 的 关系 , ($96 习题 ) 412 
波谱 的 电磁 耦 子 区 , 456 
波 矢 面 , 415 
布拉格 法 , 547 
布拉格 - 伍 尔 夫 方 程 , 541 
布 儒 斯 特 角 , 365, (886 习题 4) 368 


C 


参量 放大 , 478 

超 导 盘 的 磁 矩 , (854 习题 ) 232 

超导体 边界 上 的 边界 条 件 , 227, 236 

超导体 的 透 入 深度 , 227, 371 

超 导 转 变 , 226 

程 也 , 359, 415 

传播 速度 的 合成 , (885 习题 1, 2) 360, 361 

垂直 激 波 , 307 

性 了 且 透 射 , 376 

磁 布 拉 维 格子 , 173 

磁场 冻结 , 284 

磁场 强度 ,136 

人 磁场 中 旋转 球 周 围 的 电场 , 327 

磁场 中 正 、 逆 电导 率 张 量 的 相互 联系 , (822 
习题 ) 120 

磁场 中 转动 导体 球 的 磁 矩 , (863 习题 1) 275 


钙 本 索引 补充 书 的 目录 , 但 不 与 其 重复 .索引 中 包含 未 在 目录 中 直接 反映 的 术语 、 


概念 与 习题 . 
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磁 畴 ,182 

人 磁 畴 边界 上 的 边界 条 件 , 199 

磁 畴 的 突现 能 , 196 

人 磁 导 率 , 137 
~ 张 量 , 137, 146, 335 

磁 电 张 量 , 221, (851 习题 3) 222 

位 感应 强度 , 135, 136, 138 

侯 化 罕 137 

倒 化 强度 , 136 
多 晶 铁 磁体 的 ~, (841 习题 2, 3) 183 

磁极 化 率 , 256 
磁场 中 导电 球 的 ~, (859 习题 1) 255 
交 变 磁场 中 导电 柱 的 ~, (859 习题 2) 
256 

人 磁 唱 类 , 168, 173 

位 空间 群 , 168 

磁 雷 请 数 , 286 

位 面 , 289 

人 厂 声 波 , 294 

磁 弹 性 能 , 184 

磁体 边界 上 的 边界 条 件 , 137 

人 磁 通 改变 时 通过 回路 的 电荷 , (863 习题 3) 
276 

磁性 结构 , 168 

磁 浪 回 线 , 182 

从 各 回 同 性 介质 表面 反射 时 的 偏振 , (8101 
习题 3) 437 


D 


带电 导体 盘 的 静电 场 , (84 习题 1) 32 

带电 导体 球 两 半球 之 间 的 排斥 力 , (85 习题 
0}:d9 

带电 球形 液 滴 的 稳定 性 , (85 习题 6) 44 

带电 椭 球 的 四 极 矩 , (84 习题 2) 33 

带电 液态 导体 上 的 表面 波 , (85 习题 5) 43 

带 有 半球 突出 的 导体 表面 上 的 电 集 分布， 
(83 习题 8) 22 


带 有 狭 颖 的 导电 平面 的 静电 场 ,， (84 习题 
8) 37 

人 带 有 小 球 时 共振 占 本 征 频 率 的 频 移 ，(890 
习题 3) 387 

带 有 圆 孔 的 导电 平面 的 静电 场 ，(84 习题 
7) 36 

单 极 感应 , 274 
磁化 球 旋转 时 的 ~, (863 习题 2) 275 

单 轴 品 体 , 72 

单 轴 晶体 磁 畴 辟 的 表面 张力 , (843 习题 4) 
194 

导电 介质 中 电极 系统 的 能 量 耗 散 , 116 

导电 介质 中 电流 分 布 对 应 于 能 量 耗 散 的 极 
小 值 , (821 习题 3) 117 

导体 表面 细 锥 形 突出 附近 的 静电 场 , (83 习 


题 4) 19 

导体 表面 细 锥 形 坑 附 近 的 静电 场 , (83 习题 
5) 20 

导体 臂 顶 边 缘 附 近 的 静电 场 ，(83 习题 3) 
18 


导体 球 在 均匀 外 场 中 的 体积 和 形状 变化 ， 
(85 习题 4) 42 

导体 球 中 的 磁场 衰减 系数 , (85 习题 4) 257 

导线 环 在 自 磁场 作用 下 的 伸 长 , (834 习题 
3) 159 

德 拜 - 沃 勒 因 子 , 553 

德 拜 - 谢 勒 法 ,547 

等 离子 体 绳 , 290 

第 一 类 和 第 二 类 超导体 , 227, 232, 240 

电报 方程 , 393 

电场 强度 , 2 

电场 中 介 电 体 的 化 学 势 , 62 

电场 中 旋转 球 周围 的 磁场 ， ($76 习题 1) 
327, 328 

电磁 激 波 , 480 

电导 率 张 量 , 114 

电 了 寻 系 数 , 114 

电动 势 , 123 
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电感 应 强度 , 46 

电极 化 率 , 399 

电 和 矩 ，46 

电流 密度 , 113, 138 

电流 通过 导体 球 时 的 电势 分 布 , (821 习题 
2) 116 

电 偶 极 矩 , 46 
导体 细 杆 的 ~, (83 习题 9) 22 

电 偶 极 子 与 导体 平板 间 的 吸引 能 , (83 习题 
6) 20 

电容 , 4 
圆 环 的 ~, (82 习题 4) 9 
各 向 异性 介质 中 的 导电 球 的 ~，(8$13 
习题 3) 74 
考虑 边缘 效应 的 平板 电容 器 的 ~, (83 
习题 11) 24 
两 个 导体 的 互 ~, (82 习题 1) 8 
两 个 圆柱 形 导 体 单位 长 度 的 互 ~, (83 
习题 7) 20 
球 冠 的 ~, (83 习题 10) 23 

电容 器 中 液体 提升 高 度 , ($10 习题 ) 63 

电容 系数 , 4 

电 双 层 , 121, 125 

电 四 极 子 和 磁 偶 极 子 辐射 源 的 倒 易 定理 ， 
(889 习题 1) 382 

电 型 波 和 磁 型 波 , 389 

动 理 学 系数 , 115 

动 理学 系数 对 称 性 原理 , 115, 127 

对 称 型 散射 , 512 


E 
二 次 式 的 平均 值 , 254 
F 


法 拉 第 定律 , 273 

法 拉 第 效应 , 434 
法 线 面 , 415 
反对 称 型 散射 , 512, 519 
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反射 点 , 377 

反射 系数 , 367 
~ 与 表面 阻抗 的 关系 , 374 
具有 大 = 的 平板 的 ~, (886 习题 5) 370 
撤 人 射 的 ~, ($86 习题 2) 367 
平板 的 ~,，(8$86 习题 4) 368 
全 反射 角 附 近 的 ~, (886 习题 1) 367 

反 演 法 , 12 

放 和 信介 电 小 球 后 电容 器 电容 的 变化 ， (812 
习题 5) 70 

非常 波 , 421, 427 

非 公 度 相 , 225 

非 局 域 关 系 , 444 

非 鬼 名 平面 波 ; 351 

非 均匀 转动 导电 球 的 磁 矩 , ($64 习题 1) 278 

非 线 性 响应 率 , 462 

菲 涅 耳 方程 , 415 

菲 涅 耳 公 式 , 364 

菲 涅 耳 椭 球 , 419 

费 马 原理 , 359 

费 案 效应 , 362 

粉末 法 , 547 

附加 屏 上 的 衍射 , 405 

负 单 轴 晶 体 , 420 

复 势 , 15 

副 法 线 , 424 

副 极 大 周围 的 衍射 斑 , 544 

傅 科 电流 ( 涡 电 流 ), 250 


G 


各 向 异性 的 涨 落 , 525, 530, 531 

各 向 异性 介质 中 的 场 能 , 414 

各 向 异性 介质 中 点 电荷 周围 的 静电 场 
(813 习题 2) 74 

各 向 异性 介质 中 球形 空 腔 内 的 静电 场 ， 
(813 习题 6) 76 

各 向 异性 粒子 上 的 散射 , (892 习题 1) 397 
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各 问 寞 性 平面 板 内 的 静电 场 , (§13 习题 4) 
75 

短 缩 ,290 

惯性 区 , 317 

光 反 射 时 的 边界 条 件 , 365 

光 密 介质 , 366 

光 玻 介质 , 366 

光线 轴 , 424 

光 在 单 轴 晶 体 表面 上 的 折射 , (898 习题 1) 
422 

光 在 旋 性 物体 表面 上 的 折射 , (8101 习题 2) 
436 

光 轴 , 420, 424 
副 ~， 424 
奇异 ~, 428 

广义 动 理学 系数 对 称 性 原理 , 115, 127, 410 

广义 响应 率 , 254, 410, 445 


H 


哈 特 曼 数 , 288 
横 磁 波 , 389 
横 电 波 , 389 
互感 系数 , 152 
器 瑞 矢量 , 430 
~ 的 高 频 渐 近 行 为 , (§101 习题 4) 438 
混合 态 , 240 
霍 尔 前 数 , 120 


江 


激 子 , 456 

计 及 传递 动量 时 散射 对 偏振 的 依赖 , (8119 
习题 1) 523 

计 及 温差 电 效应 的 表面 阻抗 , (859 习题 5) 
258 

加 党 辛 斯 基 场 , 219 

交换 相互 作用 , 174 

角度 相 , 203 

焦耳 - 楞 次 定律 , 114, 119 


角 回 与 经 回电 流 , 291 

接触 间断 , 299 

介 电 篆 量 , 47 

介 电 极 化 强度 , 47 

介 电 极 化 率 , 48 

介 电 体 中 物体 的 总 自由 能 , (811 习题 ) 67 

介 电 张 量 , 71, 413 

介 电 体 , 1, 45 

介 电 体 边界 上 的 边界 条 件 , 47 

介 电 体 分 界面 上 的 表面 波 , (888 习题 ) 380 

介 电 体 平板 在 场 中 热 容 量 的 改变 , (812 习 
题 2) 69 

介 电 体 球 两 半球 之 间 的 吸引 力 , (816 习题 
1) 87 

介 电 体 球 在 电场 中 的 形状 变化 , (816 习题 
2) 88 

介 电 体 椭 球 在 外 场 中 体积 的 变化 与 温差 电 
效应 , (812 习题 1) 68 

介 电 体 运 动 边界 上 的 边界 条 件 , 327, 480 

介 电 体 中 的 电热 效应 , (812 习题 3) 70 

介 电 体 中 的 能 量 耗 散 , 339, 411 

浸 渐 不 变量 , 344, 435 

静 磁 能 , 201 

静 磁 振动 , 335 

静电 感应 系数 , 4 
相互 远离 导线 的 ~, (82 习题 3) 9 

静电 学 中 的 互 易 性 原理 , (87 习题 5) 52 

镜像 法 , 10 

镜像 力 , 11 

居间 态 超 导 椭 球 的 热 容 , (856 习题 ) 241 

大 里 点 , 174 
反 铁 磁 ~, 210 

矩形 截面 波导 中 的 波 , (891 习题 1) 394 

具有 < 和 的 介质 中 的 偶 极 辐射 , (889 习 
题 2) 382 

具有 大 e 的 小 球 的 散射 截面 , 395 

聚焦 介质 , 468 
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均匀 转动 停止 时 流 过 细 环 的 总 电 谷 , (864 
习题 2) 279 


K 


开 闸 激 波 , 313 

科 顿 - 穆 顿 效应 , 434 

克 尔 效应 , 429 

死 拉 默 斯 - 死 勒 尼 布 公式 , 348 

空间 色散 介质 中 的 场 能 , 446 

空间 色散 介质 中 的 坡 印 亭 矢量 , 446, (8103 
习题 2) 447 

空心 介 电 体 圆 柱 体内 的 静电 场 ，(88 习题 
3) 56 

空心 介 电 体 球 内 的 静电 场 , (88 习题 2) 56 

路 接 指数 , 215 

快 激 波 , 310 


L 


拉 曼 散射 (组 合 散 射 ), 525 

朗 道 - 普 拉 切 克 公 式 , 529 

芳 尼 法 , 545 

德 厄 方程 , 541 

勒 迪 多 -里 吉 效 应 , 131 

立方 晶体 中 磁 畴 壁 的 表面 张力 , (843 习题 
1-3) 191—193 

立体 异 构 体 , 451 

粒子 在 光 散 射 介 质 中 运动 时 的 辐射 , (8119 
习题 2) 524 

两 导体 间 的 排斥 力 , (85 习题 2) 41 

两 种 介质 分 界面 旁边 带电 细 导 线 的 静电 
场 , (87 习题 2) 50 

肉 种 介质 分 界面 旁边 电荷 的 静电 场 , (87 习 
题 1) 49, 50 

列 昂 托 维 奇 边 界 条 件 , 49 

临界 指数 , 206, 532 

临界 态 , 102 


麦克 斯 韦 弛 驳 时 间 , 530 
麦克 斯 书 效 应 , 440 

受 德 尔 施 塔 姆 - 布 里 渊 双 线 , 528, 535 
慢 激 波 , 310 

曼 利 - 罗 定理 , 460, 464, 484 


N 


能 斯 特效 应 , 131 
逆 法 拉 第 效应 , 436 
浓 差 电池 的 电动 势 , (828 习题 ) 134 


欧姆 定律 , 113 
运动 导体 中 的 ~, 271 


卫 


佩 尔 捷 效 应 , 129 
佩 尔 捷 系数 , 129 

平面 场 , 14 

平行 平板 磁 畴 的 突现 能 , (844 习题 ) 199 
平行 激 波 , 312 


Q 


切 连 科 夫 锥 , 501 
切 回 间断 , 299 
~ 的 稳定 性 , 301-303 
求 和 规则 , 349 
球形 共振 器 的 本 征 频率 , (890 习题 2) 387 
球面 坐标 , 27 
全 反射 临界 角 , 366 
群 速度 , 360 


及 


热力 学 不 等 式 , 100, 149 
热 释 电 唱 体 , 72-73 


主题 索引 


7 二 


一 一 


热 释 电 体 球 在 真空 中 的 静电 场 , (813 习题 
1 


S 


散 焦 介质 , 468 

散射 截面 , 395, 550 

色散 介 电 体 内 波 前 的 结构 , (884 习题 ) 356 
色散 形 谱 线 , 529 

射线 面 , 416 

射线 矢量 , 415 

时 间 反 演 , 167 

党 激 辐射 , 508, 516 

受 激 拉 曼 散射 , 483，(8118 习题 ) 517 

双 光 于 吸收 , 484 

双 圆 折射 , 433 

双 折 射 , 421 

双 轴 晶体 , 71 

斯 图 尔 特 - 托 尔 曼 效应 , 278 

斯 托 克 斯 散射 与 反 斯 托 克 斯 散射 , 507, 517 


工 


弹 光 常量 , 439 
汤姆 孙 关 系 式 , 130 
汤姆 孙 公 式 , 268 
汤姆 孙 效 应 , 132 
铁 磁 共振 
非 均 匀 ~, 335 
均匀 ~, 335 
平板 中 的 ~, (879 习题 4) 337 
棚 球 的 ~, (879 习题 2) 336 
铁 磁 体 , 168 
反 ~, 168 
铁 磁体 相对 伸 长 与 磁化 方向 的 关系 , (842 
习题 1) 186 
铁 磁 椭 球 在 外 场 中 的 体积 变化 , (842 习题 
2) 187 
铁 电 暑 , 106 


铁 电 体 , 102 

同步 条 件 , 473 

透明 区 , 340, 356 

退 磁 系数 ,55 

退 极 化 场 , 55 

退 极 化 系数 , 56 

椭 球 中 磁 上 畴 的 存在 区 域 , (841 习题 1) 182 
椭 球 坐标 , 25 


WwW 


外 场 中 导电 柱 形 杆 上 的 电荷 分 布 , (§3 习题 
9) 22 

外 场 中 导体 柱 周围 的 静电 场 ,，(83 习题 2) 
18 

外 场 中 未 带电 导体 球 周围 的 静电 场 , (83 习 
题 1) 17 

外 场 中 未 带电 导体 椭 球 上 的 电荷 分 布 , (84 
习题 3) 34 

外 场 中 未 带电 导体 旋转 椭 球 的 静电 场 , (84 
习题 5) 35 

外 场 中 未 带电 导体 球 两 半球 之 间 的 排斥 
力 , (85 习题 3) 42 

外 场 中 未 带电 导体 盘 上 的 电荷 分 布 , (84 习 
题 4) 34 

外 电 人 向, (316 习题 3) 46, 82, 88 

完全 偏振 角 , 365 

微观 磁性 , 200 

未 移动 谱 线 , 526 

位 移 电 流 , 321 


X 


吸收 系数 , 353 
吸收 小 球 的 热 辐射 , 400 
狭 颖 衍射 , (895 习题 1) 406 
线 电流 , 141 
线性 磁 致 伸缩 , 221 
线 疲 , 526 

回 列 相 液 唱 , 92, 534 


as 





相互 作用 能 , 11 

相 联 电路 的 本 征 频 率 , (862 习题 1,，2, 3) 
269 -269 

相 速 度 , 360 

请 光 系 数 , 516, 519 

小 阻抗 表面 的 热 辐 射 , (887 习题 ) 375 

冬 透 射 , 376 

旋 磁 系数 , 166 

旋光 矢量 , 430 

旋 性 介质 , 430 
乙 中 坡 印 亭 矢量 的 方向 , (8101 习题 1) 
436 

旋转 磁化 球 的 单 极 感 应 电动 势 ， (863 习题 
2) 275 

旋转 间断 , 300 

寻 篆 波 , 421 


Y 


压 电 体 平板 的 杨 氏 模 量 , (817 习题 3) 95 
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是 作用 于 固态 介 电 体 中 外 电荷 的 力 , ($16 习 
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作用 于 各 向 异性 介 电 体 球 的 力矩 , (813 习 ”左右 对 映 体 , 452 


《连续 介质 电动 力学 》 是 朋 道 和 栗 弗 席 效 的 十 卷 本 名 著 《 理论 物理 学 教 
程 》 的 第 八 卷 , 这 是 庆 道 亲自 参与 撰写 的 最 后 一 卷 书 负 。 本 书 的 俄 文 第 一 版 于 
1957 年 由 办 联 国立 技术 理论 书籍 出 版 社 出 版 (1959 年 由 苏联 国立 物理 数学 书 
籍 出 版 社 重印 ), 中 文 版 于 1963 年 由 人 民 教 育 出 版 社 出 版 , 译 者 是 先后 在 科学 
出 版 社 和 中 科 院 自然 科学 史 研 究 所 工作 过 的 周 奇 先生 。 记 得 1964 年 我 大 学 
毕业 后 考 到 中 科 院 原子 能 研究 所 做 研究 生 时 , 导师 黄 祖 洽 先 生 开 列 的 三 本 必 
读书 单 中 就 有 这 本 书 。 当 时 曾 对 这 本 书 相 当 认 下 地 销 研 过 一 番 , 心得 是 这 是 
一 本 不 寻常 的 电动 力学 书 ,不仅 许多 内 容 在 一 般 的 电动 力学 书 中 找 不 见 , 更 重 
要 的 是 它 对 许多 问题 的 阐述 相当 深刻 , 发 人 深思 。 从 本 书 第 一 版 的 作者 序言 
中 也 不 难看 出 , 朗 道 和 栗 弗 席 效 二 人 在 本 卷 所 含 内 容 的 选择 和 阐述 方式 上 的 
确 付 出 了 超常 的 努力 。 

1968 年 朗 道 逝世 后 , 票 弗 席 兹 和 皮 塔 耶 夫 斯 基 对 本 书 第 一 版 做 了 大 量 补 
充 和 修订 , 于 1982 年 由 苏联 科学 出 版 社 出 版 了 增订 第 二 版 。1986 年 栗 弗 席 效 
逝世 后 , 皮 塔 耶 夫 斯 基 主 持 编 辑 了 由 俄罗斯 物理 数学 书籍 出 版 社 出 版 的 修订 
第 三 版 (1992) 和 重印 第 四 版 (2005)。 修订 后 的 俄 文 新 版 比 第 一 版 增加 了 很 多 
内 容 , 除 新 写 了 空间 色散 和 非 线 性 光学 两 章 外 , 还 全 面 改 写 了 铁 磁 和 反 铁 磁 以 
及 磁 流 体 动力 学 两 章 , 全 书 的 节 煞 从 原来 的 101 节 增 加 到 127 节 , 新 增加 的 内 
容 约 为 第 一 版 的 三 分 之 一 四。 

翻译 新 版 的 任务 出 版 社 本 来 是 委托 给 第 一 版 的 详 者 周 奇 先生 的 , 后 因 周 
先生 健康 从 佳 , 出 版 社 王 超 编辑 希望 我 能 接替 他 。 商 得 我 同意 后 , 出 版 社 大 约 
 @ 朗 道 在 1962 年 出 车 祸 前 , 参与 了 《力学 》《 场 论 》《 量子 力学 ( 非 相对 论 理论 ) 》 
《统计 物理 学 I》《 流 体 动力 学 》《 阐 性 理论 》《 连续 介质 电动 力学 等 七 卷 书 的 摆 写 ， 
十 卷 本 中 的 另外 三 卷 《 量 子 电 动力 学 》《 统 计 物 理学 IT 和 《物理 动 理 学 》 是 他 去 世 后 
由 别 列 斯 捷 芯 基 、 栗 弗 席 效 和 皮 塔 耶 夫 斯 基 合 作 扎 写 的 . 

@ 考虑 到 新 版 将 原来 的 电磁 涨 落 一 章 的 全 部 6 节 移 到 了 第 九 卷 ,新 版 实际 比 旧 版 
多 出 了 32 节 , 为 第 一 版 尚 留 95 节 的 1/3. 
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在 2011 年 左右 把 这 个 任务 转交 给 了 我 , 连同 转 来 的 还 有 周 先 生 已 译 出 的 少量 
译 稿 。 因 我 当时 正在 主持 物理 学 史 名 著 《 20 世纪 物理 学 》 的 翻译 , 故 接 到 这 一 
任务 后 未 能 立即 开始 翻译 , 直到 2016 年 底 才 将 本 书 的 译 稿 完 成 , 于 2017 年 初 
将 译 稿 交 给 出 版 社 。 译 稿 交 稿 后 , 王 超编 辑 利 用 朗 道 集结 号 微 博 和 微 信 公布 
了 部 分 译 稿 , 广泛 征求 读者 意见 , 同时 将 译 稿 发 给 了 几 位 专家 审阅 , 得 到 了 他 
们 及 时 、 认 真 的 反馈。 根据 读者 和 专家 们 反馈 回来 的 意见 ,我 义 对 译 稿 做 了 最 
后 修改 。 

这 个 中 译本 是 在 周 奇 先生 原 译本 的 基础 上 , 按 2005 年 的 俄 文 第 四 版 重 
新 译 出 的 , 翻译 时 参考 了 由 J. B. Sykes, J.S. Bell 和 M.J. Kearsley 翻译 的 英 译 
本 马 。 周 奇 先生 的 原 译本 无 论 在 科学 性 和 文字 表达 上 均 下 了 大 功夫 , 我 有 幸 
得 以 借鉴 , 获 益 良 多 , 大 大 减轻 了 此 次 重 译 的 难度 。Sykes 等 人 的 英 译本 则 对 原 
著 的 数学 公式 进行 过 认真 核对 , 纠正 了 原 书 中 的 一 些 错误 , 中 译本 采用 了 他 们 
的 结果 。 可 惜 的 是 迄今 为 止 发 行 的 英 译本 均 为 按 俄 文 第 二 版 译 出 的 版 本 , 没 
能 包括 俄 文 修订 第 三 版 中 出 现 的 一 些 新 内 容 。 由 于 书 中 出 现 了 约 250 位 各 国 
物理 学 家 的 姓名 且 其 中 约 有 80 多 位 俄罗斯 物理 学 家 , 为 了 读者 方便 , 我 借鉴 
本 教程 第 六 卷 《 流 体 动 力学 》 的 译 者 李 植 教授 的 做 法 , 编制 了 一 个 人 名 索引 ， 
并 在 俄语 姓名 后 附 上 其 拉丁 字母 拼写 , 以 便 不 懂 俄语 的 读者 参考 。 

昔 本 书 出 版 之 机 , 我 要 感谢 对 译 稿 提出 修改 意见 的 诸位 同行 们 ,他们 的 意 
见 帮助 我 改正 了 原 译 稿 中 的 不 少 错误 和 遗漏 , 对 译文 的 质量 提高 大 有 神 益 。 

首先 要 感谢 北京 大 学 力学 系 的 李 植 教授 , 他 认真 审阅 了 第 八 章 磁 流 体 动 
力学 的 译 稿 , 提出 了 中 肯 的 修改 意见 , 并 对 全 书 的 序言 译文 做 了 修改 。 

特别 感谢 北京 师范 大 学 物理 系 裴 寿 铺 教授 和 中 国 科 学 院 半导体 研究 所 姬 
扬 研 究 员 , 他 们 通读 了 全 部 译 稿 , 逐 页 标 出 了 修改 意见 , 并 对 照 英 译本 指出 了 
译文 中 的 误 译 、 漏 译 之 处 , 为 保证 译文 的 质量 做 出 了 可 贵 的 努力 , 姬 扬 同 志 还 
对 应 当 使 用 的 公式 书写 格式 等 技术 问题 提出 了 建议 , 实 属 难得 。 

需要 特别 感谢 的 还 有 邹 嘉 骅 先生 ,除了 对 译文 提出 吉 干 修改 意见 外 , 他 认 
真 地 核对 了 全 书 16 章 的 数学 公式 , 指出 了 一 些 公 式 存 在 的 错误 , 殊 为 不 易 。 

对 译文 审核 付出 最 大 精力 的 是 南京 大 学 物理 学 院 鞠 国 兴 教 授 , 他 花 了 大 
半年 的 时 间 , 以 英 译本 为 基础 对 译文 进行 核对 。 如 果 发 现 译文 与 英 译 本 出 人 
较 大 , 则 通过 翻译 软件 查看 俄 文 原版 , 乃至 查阅 文献 ;, 以 判断 是 否 有 误 。 他 几 
乎 是 逐 字 逐 句 地 对 全 部 译文 包括 两 个 索引 做 了 审核 , 并 且 对 部 分 公式 重新 推 
导 以 核对 正 误 , 提出 了 数 百 条 具体 修改 建议 。 他 的 无 私 付出 使 得 译文 质量 得 
到 较 大 提高 , 他 这 种 认真 负责 精神 令 人 感动 , 在 此 我 谨 对 他 致 以 由 衷 的 感谢 。 
人 
Pergamon Press ,1984. 
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最 后 , 我 要 感谢 本 书 的 策划 和 责任 编辑 王 超 同 志 , 感谢 他 对 本 书 出 版 的 持 
续 努 力 、 对 译文 核对 的 一 丝 不 苟 及 惊人 的 细心 和 耐心 。 自 从 2009 年 认识 他 以 
来 , 我 亲眼 目睹 了 这 位 青年 科学 编辑 的 成 长 和 逐步 成 熟 , 深 为 他 取得 的 成 绩 感 
到 高 兴 。 他 不 仅 主 持 了 朗 道 - 栗 弗 席 兹 教程 系列 的 出 版 , 而 且 策 划 了 《 汉 译 物 
理学 世界 名 著 》 系 列 的 出 版 , 为 全 国 爱 好 物理 学 的 读者 奉献 了 丰盛 的 精神 食 
粮 。 

随 着 本 卷 的 出 版 , 高 等 教育 出 版 社 2006 年 开始 的 翻译 全 套 十 卷 朗 道 -于 
弗 席 效 《 理论 物理 学 教程 》 的 宏伟 计划 终 告 完成 ,能 为 这 件 功 德 无 量 的 工作 稍 
尽 绵 薄 之 力 , 本 人 深 感 荣幸 。 然 而 , 受 专业 知识 和 语言 能 力 的 限制 , 深 知 译文 
中 必定 会 存在 各 种 问题 和 错误 , 恳切 地 希望 各 位 读者 发 现 后 能 及 时 通过 朗 道 
集结 号 微 博 或 微 信 指出 , 以 便 再 版 时 加 以 修正 。 

就 在 本 书 即 将 付 梓 之 时 ,我 们 得 悉 周 奇 先生 已 于 两 年 前 去 世 , 但 愿 本 书 的 
出 版 能 告慰 他 的 在 天 之 灵 。 


刘 寄 星 
2019 年 6 月 16 日 于 北京 西 三 族 


《 汉 译 物理 学 世界 名 著 ( 蜂 庆 贝 
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